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1 導入

本稿では，類数 1の虚二次体上に定義された虚数乗法を持つ楕円曲線から原点を除いて得られる双

曲的代数曲線に付随する副p外Galois表現の核の特徴づけに関して筆者が得た結果 [Ish23b]並びに

関連する先行研究を解説する．

まず双曲的代数曲線に関する（副p)外Galois表現を導入する．以下，本節ではpを素数， Fを代数

体として， Fの代数閉包Fを固定する． F上の双曲的代数曲線 X に対して，適当な甚点に関するエ

タール基本群の間に以下のホモトピー完全列が存在する．

1 →呼(Xp)→畔(X)→Gp:=Gal(F/F)→1. 

ここで， XpはXのSpec(F)への基底変換xxFFを表す．この完全列はFの絶対Galois群GF

から Xの幾何的基本群吋t(Xp)の外部自己同型群Out(1r択Xり） ：＝Aut（咋（Xり）／Inn（呼（Xり）

への準同型

px: Gp→Out（峠（ふ））

を引き起こす．この準同型PXをXに付随する外Galois表現と呼ぶまた，幾何的基本群吋t(xり

の最大副p商吋t(Xp)(P)への外作用を表す準同型写像

Px,p: Gp→Out（咋（均）（P))

をXに付随する副p外Galois表現と呼ぶ本稿では主に Xが三点抜き射影直線または一点抜き楕

円曲線の場合の（副p)外Galois表現を考察する．これらの場合に吐いては，幾何的基本群吋t(xり

は階数2の自由群の副有限完備化と同型である．

双曲的代数曲線に付随する外Galois表現は特に遠アーベル幾何学の文脈から多くの研究が行われ

ており，一連の研究によって外Galois表現PXは単射であることが証明されている：この主張はX
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が三点抜き射影直線の場合には Belyiにより，種数 1の双曲的代数曲線の場合には Voevodskyによ

り，アフィン双曲的代数曲線の場合には松本により，そして一般の場合には星—望月により証明された．

Theorem (Belyi [Bel79], Voevodsky [Vo叫1]，松本 [Mat96,Theorem 2.1]，星望月 [HMll,The-

orem C])．外Galois表現 PXは単射である．

一方で本稿で考察する副p外Galois表現 PX,pについては，外部自己同型群Out(1rft(Xp)(P))の開

部分群

ker [out（咋（Xp)(P))→Aut（呼（XF)(P),ab /p)] 

が副p群であることから単射になり得ない．ここで 1rft(X F)(P),abは吋t(Xp)(P)の最大アーベル商

を表す．特に，核の固定体 pker(px,p)は上記の副p部分群の逆像に対応する Fの有限次拡大体の副p

拡大である．

本稿では副p外Galois表現の核の固定体 pker(px,p)の体論的，整数論的な性質を考察する．その

ような性質の一例として， Fの剰余標数がpとは異なるある有限素点 vで曲線Xが良還元を持つな

らば pker(px,p)/ pはVで不分岐であることが同値であることがエタール基本群の特殊化の議論から

従う．

特に有理数体上の三点抜き射影直線 IP'~\{O, 1, oo｝に付随する副p外Galois表現に関しては多く

の先行研究が行われている．特に Sharifiは，当時未解決であった Deligneの予想の伊原版(cf．定理

2.1)を仮定することにより，以下の特徴付けを証明した．

Theorem (Sharifi [Sha02]). p を正則な奇素数とする．この時，体 Qker(pp~¥{D,1,oo},P)はp次円分体

Q(μp)のp外不分岐最大副p拡大である．

本稿における主結果(cf.定理2.8)は上記定理の一点抜き CM楕円曲線における類似である．

Theorem (I. [Ish23b, Theorem 2.13]). K を類数 1の虚二次体， pをK において 2つの異なる素

点に分解するような奇素数とする． XをKの極大整環に虚数乗法を持つK上の楕円曲線から原点を

除いて得られる一点抜き楕円曲線とし，以下の条件を仮定する．

l. Kの法p射類体K(p)の類数はpと互いに素である．

2. Kの法poo射類体K(poo)上のpを割る素点は 2つのみである．

3.予想2.7は正しい

この時， X に付随する副p外Galois表現 PX,pの核の固定体 J?ker(px,p)はK(E[pl)及びK(p)のp

外不分岐最大副p拡大の合成体に等しい

本稿の構成は次のようになっている．次の Section2では研究の背景となった三点抜き射影直線に

付随する副p外Galois表現に関する先行研究を紹介した後に本稿の主結果を述べる．次の Section3 

にて主結果の証明の方針を述べる最後の Section4では，本稿の内容と関連した問題を提案する．
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2 先行研究と主結果

2.1 先行研究

本節では，主結果と関連する三点抜き射影直線に付随する副p外 Galois表現に関する先行研究に

ついて述べる．本節の内容に関しては先駆的な研究を行なった伊原自身による概説 [Iha90]や [Iha02]

があるので，興味を持たれた方はそちらを参照されたい．

以下では p を奇素数とする．有理数体上の三点抜き射影直線 lP'~ ¥ {O, 1, oo}に付随する副p外

Galois表現

PIP'6 ¥{0,1,00},P: GIQI→Out（奇（鴨＼｛0, 1, oo})(Pl) 

の核の固定体はp次円分体(Q(μp)のp外不分岐最大副p拡大体に含まれることが前節の考察から従

う．またこの外作用が自然に誘導する吋t(lP'し＼｛0,1,oo})(P)の最大アーベル商（階数2の自由 Zp加

群）への作用はp進円分指標x:GIQI→勾を対角成分に持つスカラー行列である．

Andersonと伊原 [AI88]は体(Qker(p喝 ＼｛0,1,oo},p)を生成する highercircular p-unitと呼ばれる p単

数の族を与えた他，体(Qker(p喝 ＼｛0,1,oo},p)が(Q(μpoo)のp外不分岐な無限次の非アーベル副p拡大で

あることを証明した (cf.[AI88, Theorem A]）．また，同論文においては次の疑問が提起された：

Question 1 ([AI88, Page 272, (a)］)．体(Qker(ppb¥{0,1,00},p)は(Q(μp)のp外不分岐最大副p拡大か．

以下では呼(lP'h¥ {O, 1, oo})(P)のことを単にm と略記し，その中心降下列を {1r1(m)}m>Oと書
＜．外部自己同型群Out(1r1)にはフィルトレーション {FmOut（町）｝m>Oが

FmOut(1r1) := ker [Out（町） → Out(1r1／町（m+ 1))] 

によって定まる． pmout(1r1)の副p外Galois表現腔も＼｛0,1,oo},pによる逆像を F呪？Qと書く．例え

ばF1伍＝ GIQl(μpoo)である．また，このフィルトレーションについて

grm伍：＝ Fm伍／Fm+1伍および g:＝ EB grmGIQI 
m>O 

と定義する．各商grmGQはG<QI/F1G<QI竺Gal((Q(μp=)/(Q)竺写の共役作用に関して m回Tate捻

りZp(m):= Zp(X門の有限個の直和と同型である．また GQの交換子を取る操作は gにZp上の次

数付き Lie代数の構造を誘導する．

次に各奇数m2 3に対して grmGQにm次 Soule元と呼ばれる特別な元が定まることを説明す

る．この元はm次Soule指標知： grm伍→ Zp(m)に対して，

知 (6)は像Xm(gr叫込） CZp(m)を生成する

という条件を満たす元として定義される．ここに m次Soule指標Xm:G<Ql(μpoo)→ Zp(m)は1の原

始炉幕乗根よりなる基底（ふ）n>OE Zp(l)について

<im(U) ＝ (［』ap)＝1(1―ぱ）am-1)] 
6-1 
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という性質で特徴づけられる Kummer指標である．この指標は伊原 [Iha86]によって導入されたm

の最大メタアーベル商への Galois作用を記述する Jacobi和の普遍幕級数の係数に現れることが伊

原金子行成により証明されている [IKY87].

XmのF叫込への制限は非自明であり，商grmGQを経由する． Soule指標は数論的に興味深い性

質を多く持っている（例えば市村—坂口 [IS87] を参照）．

こうして定義された Soule元は次の著しい性質を持つ：

Theorem 2.1 (Deligneの予想の伊原版 provedby Hain松本 [HM03]and Brown [Bro12]). 

{0m}吟 3,oddはQp上の次数付き Lie代数g@Qpの自由生成元である．

この定理の主張は Deligne—伊原予想と呼ばれることが多い＊1 . 定理 2.1 は，その生成部分について

はHa証松本 [HM03]により，自由部分については Brown[Bro12]により解決された

一方， Sharifiは定理2.1が解決される以前に定理2.1の主張を仮定して以下の結果を証明した．

Theorem 2.2 (Sharifi [Sha02, Theorem 1.1]). pを正則な奇素数とする．この時，疑問 1は肯定的

である．

定理2.2と定理2.1を合わせると，全ての正則奇素数pに対して疑問 1は肯定的に解決されたこと

になるなお，非正則素数に対しては筆者の知る限り疑問 1が肯定的である例も否定的である例も知

られていない．

以下，定理2.2の証明の概略を 2つのステップに分けて述べる．

ステップ 1(cf. [Sha02, §2]): nをQ(μp)のp外不分岐最大副p拡大体， G:= Gal(D/Q(μp)）と
する． pが正則奇素数であることから， Galois群Gは彗1元で生成される副p群である＊2.また，
その生成元として同型 Gal(Q(μp=)/Q(μ砂）竺 Zpの生成元の Gal(D/Q(μp)）への持ち上げァと

m = 3,5,...,p次の Soule元の F叫］への持ち上げびmEF呪］を取ることができる．

Sharifiの証明の重要なポイントは，｛びm}m=3,5,...,pから pより大きい奇数m次の Soule元の持ち

上げO'mE F叫3を構成する群論的手続きを与える部分である．

まず， m次Soule元の持ち上げO'mE gr叫天｝が与えられたとする．商gr叫天）は m回Tate捻り

の有限直和に同型なので， p進円分指標xに対して初の訂―10'五x('Y）mE Fm+1Gが成立する．こうし

て得られた m+l次の元を次のように修正することにより m+(p-1)次の Soule元O'm+(p-1)が

構成される：

Lemma 2.3 (Sharifi [Sha02, Lemma 2.1]). /j E Gal（幻Q)をGal(Q(μp)/Q)竺 Z/(p-l)Zの生

成元の持ち上げとする各gE G及び非負整数mに対して

釘：＝ （g. /jgX―m(6)6―1... ijP-2gX―叫{JP-2)/j―(p-2)）六

*1筆者の講演にてこの予想を定式化された当時の状況に関してコメントをくださいました伊原康隆先生に感謝申し上げま

す．

*2より強く，群Gal(!1/IQJ(μp)）は階数号土の自由副p群と同型である [NSW08,(10.7.13) Theore叫．
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と置き，この操作をj回繰り返して得られる元を g心と書く．この時，極限

g(m) := lim g心
J→OO 

がGに存在して 6g(m)6-1:＝（g(m)）X叫）を満たす．

m+l次の元位m?―1(J'盃x(1)mに補題2.3を適用して得られる元は Fm+（P-1)Gに含まれ，実際に

m+(p-1)次の Soule元の持ち上げとなっていることが証明される．

このように Soule元の持ち上げを明示的な形で構成した帰結として，組み合わせ群論的な議論によ

り｛叩｝m::".3,oddがGalois群 F℃ =Gal(D/(Q(μpoo))を位相的に生成することが従う．

ステップ 2(cf. [Sha02, §3]) : gを記号｛ふm}m::".3,oddを華底とする自由副p群とし，各iimをUm

に移す準同型写像

g →Gal(D/(Q(μp"°)) 

を考えると，ステップ 1によりこれは全射である． gには上記の全射に関する {F叫？｝m>Oの逆

像によりフィルトレーション {Fmy}m>Oが誘導されるが，ここにもう 1つのフィルトレーション

｛戸g}m>oを

各奇数m ：：：： 3に対して iimE ftmgを満たす最速の屯し憚口竺7イJレトレーション

と定義する（このようなフィルトレーションは一意に存在する）．その特徴付けにより任意の m> 0 

に対して pmgC pmgが従う．また，フィルトレーション pmgに付随する Zp上次数付き Lie代数

g :＝虹＞Oた gjた＋1gは｛む｝m::".3,oddの像によって自由生成される．

よって定理2.1により，自然な写像gR(Qp→gR (Qpは同型であることが従う．更に低い次数から
順番に比較することにより，全ての m>Oについて等号pmg=pmgが成立する．特に両者の共通

部分は等しいが，普遁性によって定義されたフィルトレーション {ftmg}m>Oの共通部分は自明であ

る．一方で {FmY}m>Oの共通部分は定義から拡大f!/Qker(p芍 ＼｛0,1,oo},p)のGalois群の逆像であるた

め，望みの等号f!= Qker(p梵＼｛0,1,oo},p)を得る．

Remark 2.4 (cf. [Sha02, Theorem 1.3]）．上記の証明の帰結として， pが正則奇素数であれば

Soule元{am}m::".3,oddはQPをテンソルする前の Zp上の次数付き Lie代数gの自由生成元である

ことが従う．一方で非正則素数pについては， SharifiはQ（四）の最大多重 Zp拡大に対する一般

Greenberg予想の下で Soule元は Lie代数gを生成しないことを示した．関連する研究については

McCallum-Sharifi [MS03]も参照されたい．

2.2 主結果

本節ではpを奇素数， K を類数 1の虚二次体， EをK の整数環OKに虚数乗法を持つ K上の楕円

曲線とする． Eから原点0を除くことで得られる双曲的代数曲線X:= E¥ {O}を一点抜き CM楕

円曲線と呼ぶ

一点抜き CM楕円曲線X に付随する副p外Galois表現を考察する前に，まずEに付随する副p

外Galois表現を考察する．この場合は副p外Galois表現はp進Tate加群乃Eに付随する p遮表
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現であることに注意する．

Lemma 2.5.楕円曲線Eに付随する副p外Galois作用 PE,pの核の固定体f(ker(PE,p)は， K にE

のp等分点の座標を添加した体K(E[p])とKの法poo射類体K(poo)の合成体である．

Proof.以下の完全列があることに注意する．

0 ➔ Gal(K(E[p00])/K(p00)) ➔ Gal(K(E[p00])/K)→Gal(K(p00)/K)→ 0 

l l 
0----➔ 0~-----+ (OK 0Zp)X-----+ (OK 181元）x／0；→0. 

ここで p は奇素数であるから， 0~ の (Ok R恥） X への自然な写像は単射である． 故

に Gal(K(E[p00])/K(p00).K(E刺））から〇；への単射の像は自明になり，望みの等号

K(E[p00]) = K(p00). K(E[p])を得る． ロ

補題 2.5と類似した議論を辿ることで，一点抜き楕円曲線Xに付随する副p外Galois表現に対し

ても以下の主張を証明することができる．

Lemma 2.6 (cf. [Ish23b, Lemma 2.13]). Xに付随する副p外Galois表現の核の固定体f(ker(px,p)

は， K(E[p])とKの法p射類体K(p)のp外不分岐最大甜lp拡大体との合成体に含まれる．

Proof．証明はp>3の場合と p=3の場合に分けて行う．まずp>3の場合を考える．完全列

1 → PX,p(GK(E[p］）)→ PX,p(GK(p))→ Gal(K(E訓）／K(p)）→ 1 

は， Px,p(GK(E[p]））が副p群であり Gal(K(E[p])/K(p)）の位数がpと互いに素であることから分裂

する．

セクション s:Gal(K(E[p])/K(p))→ Px,p(GK(p=）)を固定する．今， Sの像Im(s)は自己同型群

AutK(X)＝噂が韮本群の関手性により定める単射準同型〇；→ Out（咋（Xg)(P))の像に含まれ

る(cf.[Ish23b, Lemma 2.13])．このことからセクション sは直積分解

Px,p(GK(E[p])) x Gal(K(E[p])/K(p))..::; PX,p(GK(p)) 

を誘導する．従って [(ker(px,p)は， K(p)のある副 p拡大体と K(E[p])の合成体である． X XK 

K(E[p])がK(E[p])の任意の剰余標数がpと異なる有限素点で良還元を持つことに注意すると分岐

に関する主張も従う．

次にp=3の場合を考える．上の証明は虚二次体Kが3次円分体Q（四）と異なるならばp=3の

場合でもそのまま適用できるので，以下ではp=3かつ K= (Ql（四）とする．

この場合には， K(E[3]）上で Eは3次Fermat曲線と同型である．故に補題の主張を示すには初め

から Eが3次Fermat曲線であると仮定してよい．すると K(E[3])= K(3) = Kであり， Xは3の

外の全ての K の有限素点で良還元を持つ．故に f(ker(px,a)はKの3外不分岐最大副 3拡大に含ま

れることが示された 口

三点抜き射影直線の場合の疑問 1と補題 2.6を元に，筆者は論文 [Ish23b,Page 11]において次の

疑問を提起した
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Question 2.体f(ker(px,p)は， K(E[p])及びK(p)のp外不分岐最大副p拡大体の合成体か．

本稿の主結果は疑問2がある仮定の下で肯定的であるというものである．

主結果を述べるために必要な予想を定式化する．主結果ではpは0Kにおいて異なる極大イデアル

pとその共役Pの積に分解すると仮定しているので，以下本節では（最後の命題2.9を除き）それを仮

定する．

すると呼(XR)(P)の最大アーベル商，すなわち p進Tate加群への Galois群GKへの作用はp進

(resp. p進）Tate加群への Galois作用を表す指標

X1: GK →勾 resp. x2: Gx→写

に分解される最大副pメタアーベル商への Galois群 GK(E[p°°]）の外作用については， Blochの

Deligneへの手紙において導入された準同型

GK(E厨])→勾[TpE]l(l)

によって表される（その構成は例えば [Tsu95,Proposition 1.9]を参照）．この葛級数は Jacobi和の

普遍幕級数の一点抜き楕円曲線類似であり，角皆 [Tsu95]や中村 [Nak95]らにより CMを持つとは限

らない一般の一点抜き楕円曲線の場合に研究されてきた．特に [Nak95, Theorem A]においては，先

述した [IKY87]の類似にあたる幕級数の明示公式が与えられている．

我々の考察する状況においては，上記幕級数の係数は明示的な特徴づけ [Nak95,(3.11.5)］を持つ

Kummer指標

叫 1，加）： G梵(E炉°°]）→為(m1，四） ：＝勾x炉x炉）

を用いて表される．ここで (m1,n位）は

I:= {(m1, m2) E Z~1 ¥ {(1, 1)} I m1三 m2mod IOえI}

の元である [Ish23a,Lemma 3.1]*3.指標 f£(mぃ匹）についても Soule指標と同様に非自明性や数論的

に典味深い性質が（部分的にではあるが）分かっている [Ish23a].

さて，前節と同様に幾何的副p基本群吋t(XR)(P)の中心降下列により外部自己同型群にフィルト

レーションが定まる記号の濫用だが， PX,pによって逆像を取って定まる GK上のフィルトレーショ

ンを前節と同じ記号{F叫石<}m>。で表し，

grmO:＝FmOIFm+1叫およびg:＝ ffigrm叫
m>O 

と定義する．各商gr呪五⑧②はGK/F1GK= Gal(K(E[p00])/K)の作用に関してら(m1,m叫：＝

zp(m1，四） RQpたちの有限直和に同型である．ここに (m1,m2)はm1+m2 =mとなる整数の組

(m1，匹） € Iを走る．また上に述べた指標州m，匹）を pm1＋四GKに制限すると gr加＋四GKを

経由する [Ish23b,Lemma 2.9]. 

以上の設定の下，定理2.1の類似物を定式化する．なお，現時点では定理 2.1の証明手法の類似を

辿って以下の予想 2.7を証明する方針には幾つもの困難があり，予想 2.7の主張の生成部分も自由部

分も証明されていないことを付記しておく．

*3 Soule指標Xmの添字mが3以上の奇数であったことと比較されたい．
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Conjecture 2. 7 (I. [Ish23b, Conjecture 2.10])．各m = (m1,m叫EIに対し， amE gr加＋四GK

を条件：

叫（％）は％rn(gr加＋m2GK)C勾(mぃ四）を生成する

を満たすgr加＋四GKのx四x炉成分の元とする．この時，｛びrn}rnEIはQp上の次数付き Lie代
数gRQPの自由生成元である，

次の定理が本稿の主結果である．

Theorem 2.8 (I. [Ish23b, Theorem 2.13]）．次の 3条件を仮定する．

LKの法p射類体K(p)の類数はpと互いに素である．

2, pを割るような K(poo)上の素点は 2つのみである，

3,予想2.7が成立する．

この時，疑問 2は肯定的である．即ち，一点抜き CM楕円曲線Xに付随する副p外Galois表現PX,p

の核の固定体f(ker(px,p)はK(E[p])とK(p)のp外不分岐最大副p拡大の合成体に等しい，

最後に， p=3かつ K= (Q)（即）の場合には疑問2が肯定的であることを付記しておく：

Proposition 2.9. p = 3かつ k=Q（四）の時，疑問 2は肯定的である．

Proof.まず，補題2.6の後半と同様の考察により， Eを3次Fermat曲線と仮定して良い．この時，等

号K= K(3) = K(E[3]）が成立している．

主張を示すには，一点抜き CM楕円曲線Xに付随する副 3外 Galois表現 PX,3と有理数体上の

三点抜き射影直線に付随する副 3外Galois表現の核が一致することを証明すればよいというのも

p=3は正則ゆえ，定理2.1と定理 2.2から後者の核の固定体は K= (Q)（四）の 3外不分岐最大副 3

拡大と一致するからである．

一方の包含ker(px,3)C ker(p唸＼｛0,1,oo},3)については任意の双曲的代数曲線に対して成立する定

理 [HMll,Theorem C]より従い，逆の包含については 3次Fermat曲線から射影直線への 3点の外

で不分岐な (Z/3Z戸被覆に対して命題 [Hos12,Proposition 30]を適用すればよい． ロ

3 主結果の証明の概略

本節では，論文 [Ish23b,§4]で与えている定理 2.8の証明の概略を述べる．その証明は定理2.2の

証明の方針を踏襲している．

QをK(p)のp外不分岐最大副p拡大体とする．この時，まず Galois群G:= Gal(D/K(p))につ

いて，定理2.8の最初の 2つの仮定の下で

(p-1)2 
dimlFvが (G,lFp)= ~ +2, dimlFvが（G，恥） ＝ 1 

1011 

と計算される [NSW08,(10.7.13) Theore叫．特に定理2.2の状況とは異なり，群Gは自由ではない．
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そのため， Soule元の持ち上げの構成の際には Gの生成元の間の非自明な関係式の存在に注意する必

要がある．

I。:=｛rn = (m1,m叫EII m1,m2 ~ p-1} U {(p, 1), (1,p)}. 

と置く．群 Gの生成元を次のようにとる． まず Gal(K(p00)/K(p)）竺認の生成元の持ち上

げ 11,12E Gal(D/K(p)）を取る．次に各 rn= (m1,rrゅ） E I。に対して Soule元の持ち上げ

0m  EF加＋m2cを予想2.7の仮定を満たすように選ぶことができる．

証明の次のステップは，補題 2.3 を 2 回に分けて用いる部分である ＊4 . 即ち (m1,m叫€ I。に対して

び伍1，匹）からはじめてぴ（加＋（p-l），匹）及び°伍1,m叶 (p-l)）を構成する．この操作を帰納的に繰り返

し，全ての (m1,TTゅ） E Iについて予想2.7の条件を満たすSoule元の持ち上げび(m1，匹） EF加＋匹G

を帰納的に構成する．そして純群論的な考察により，群Gal(D/K(p00)）が｛びm}mEIによって位相

的に生成されることを証明する．

このステップは [Ish23b,§4.1]で実行されているが，重要な点は以下である．

•定理 2.2 の状況では商 gr叫］には Zp(m) の有限直和に同型であったが，我々が考える状況で

は互いに同型でない Galois加群が商に現れるため，びmからびm+(p-l)を構成する方法をその

まま涸用することはできない

論文 [Ish23b,§3]では，二変数のフィルトレーション F仇1,m2)Qc p加＋四Gを導入し

てこれを克服している． このフィルトレーションは F仇1，加）Gのgr叫＋m2Gへの像が

Zp(m1，四）の有限直和と同型になるという性質を持っており，片側の成分を増やした際の

隣接商 p(m1，叩）G/F仇1+1，加）及び p(m1，加）G/F回，匹＋1)への Galois作用も記述できる

[Ish23b, Corollary 3.10]. 

このフィルトレーションを用いることで，各 Soule元ぴ仇1，叩）の持ち上げを CT(m1，叩） E 

p(m1,m2)QK CF加＋四Gに構成することができる．

•(p-1,p-1) 次の Soule 元の持ち上げ CT(p-l,p-l) として交換子 [,1,/2]を取ることができる．

この考察は，群『G= Gal(D/ K(p00)）がSoule元の持ち上げ｛びm}mEIによって位相的に

生成されることを示す際に必要になる．

•例えば叩，p) については，び(p,l) とび(l,p) にそれぞれに補題 2.3 を適用するというふた通りの

構成が考えられる．このような“重複部分”に関しては，び(p,l)とCT(l,p)のどちらから構成して

も得られる元はGal(D/K(p00)）のアーベル化上で一致する [Ish23b,Page 25, construction]. 

ここに定理の 2つ目の素点の個数に関する仮定を用いる．この考察から，群 Gal(D/K(p00))

の生成元を考察する際には片方の構成は省いても良い．

以上の議論から，群Gal(D/K(p00)）がSoule元の持ち上げ {0m}mEIにより位相的に生成される

ことが証明される．ひとたびこの主張が証明されれば，あとは前節にて説明した定理2.2の証明のス

テップ2を素直に二変数の状況に拡張することで望みの等号が証明される．詳細は [Ish23b,§4.2]を

ご覧いただきたい．

*4正確には補題2.3と全く同様にして示されるその二変数版 [Ish23b,Lemma 4.1]を用いる．
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4 関連する問題

本稿のように，三点抜き射影直線の（副p)外Galois表現に関する研究の一点抜き CM楕円曲線類

似を与える問題には未だ考察の余地が残されているように筆者には思われる例えば本稿の主結果を

素数pが虚二次体Kで滑性する場合に拡張することも重要な問題であり，現在検証中である．

その他にも，本稿では（副p)外Galois表現の核に関する結果を紹介したが，その像の特徴付けも重

要な課題である．特に有理数体上の三点抜き射影直線の外Galois表現による絶対Galois群GQの像

はGrothendieck-Teichmiiller群と呼ばれる群に含まれることが知られており，この包含が等号であ

るかは未解決である．

この Grothendieck-Teichmiiller群の “Lie代数版”である安定導分代数には，その 12次の部分に

691を法としたある合同関係式が存在する (cf.[Iha02, Lecture I, (6.3)])．同様に，一点抜き CM楕

円曲線に対する安定導分代数(cf.[Tsu03])の中にも， Bernoulli数の虚二次体類似である Hurwitz数

のp可除性に関連した合同関係式を見出すことは典味深い問題であるように思われる．
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