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Keio Univesity 

1 Introduction 

本稿ではRIMS共同研究「保型形式の研究」において行われた著者の発表について概要を

まとめる．証明の詳細は [MS04]に委ねるものとし，ここでは結果と研究のアイデアについて

解説したい

b+ 2: 2, b―2: 1に対し，怜をQ上の sigunature(b士が）の quadraticspaceとする．また，
O(V)をV= VIQ⑭政の直交群とし， PcO(V)をVの isotropiclineを固定する maximal

paraboilic subgroupとする． HoweとTanは[HT93]において， Pの指標から誘導される O(V)

の退化主系列表現 Ic （入＋ p) （入 €C, e＝士， p=肘＋b―-1)について研究を行い，その組成列
を完全に明らかにした（記号の詳細については本稿の Section2を参照）．この研究から，特に

k= 入— b+-b― +1 ENが十分に大きく E= (-l)kが成り立つとき， IE:（入＋p)はただ一つの

unitalizableなirreduciblesubmodule II［げを含むことがわかるここで， II~~げの性質を
二つ列挙する．

• II~~げの underlying (g, K)-moduleはderivedfunctor module Aq(入-p)と同型であ
る([Ko21,Section 2]）．ここで， qは O(V)竺 O(b士が）の S0(2)x O(b+ -2，が）と同

型な部分群に対応する Levisubalgebraを考えている．

b+.b― • Aq(入-p)すなわち II ' はreductivedual pair Mp2償） xO(b+, bー）における局所テーk,O 

夕対応のもとで， Mp2（股）の holomorphicdiscrete seriesに対応する ([Li90,Section 6], 

[BMMl 7, Section 6]). 

Li [Li92]はSL2x O(VQ)の大域テータ対応が上述の局所テータ対応と整合することを示し，

その帰結として II:：0,b―がび（ハO(V)）に現れることを示した本研究では，この結果を背景
に， Mp2償）の正則保型形式の liftingとしてII::0,b―に関係する保形形式の構成した具体的

なliftingの構成には Bocherds[Bo98]の方法を用いた．

訊上の rn次斉次多項式pで Laplaci皿今＋ ＝区「＝1沙／ax;に対し，今＋p=Oを満た

す元全体を甘叫]Rb+)とおく．すなわち， H叫股b+)は調和多項式全体の空間である．よく知ら
b+.b― 

れているように， H叫股b十）は O(b十）の既約表現をなし， II' のK-type分解は次のようにk,O 

刊叩げ）を用いて与えられる：

〶 刊n（酎）図初（酎―)．

m,nEN, m-nE2N+k 

b+.b― 本研究ではこの分解における II ＇ のminimalK-type 1i勺股炉）図1-io（酎―)＝1i勺罠b+)図1k,O 

に焦点を絞り，この空間に属するテータリフトの構成に取り組んだ特に， Poincareseriesの

liftingを計算することで，等式{}L(f,g;p)＝虹(f,g;Hp)(Corollary 4.3)を示したこの等

式はBorcherdsの方法と組み合わせることにより， minimalK-typeに属する liftingの計算を
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単純化することができる．その結果として， b+> 2の場合に， Fourer展閲の明示式(Section
5 Theorem 5.3)を得たこれが本研究の主結果である．ここでb+= 2の場合の liftingにも言

及しておく．肘＝ 2のとき IIb+.b― , K o は0(2,b)の王則離散系列表現である'-のとき， theta

liftのFourier展測はOda[Od77]やRallis-Schiffmann[RS81]によって明示的に計算されてお
炉 b―り， cuspformとなることが知られている． b+> 2ときは，炉＝ 2の場合とは異なり H'k,O 

は離散系列ではなく，この違いは Theorem5.3のFourier展開における，定数項の存在に確認

できる．

上述の通り， Li[Li90], [Li92] の結果から，本研究で構成した lifting は II~~訊―と関係する
ことが予想される．本稿では最後に，その関係を議論するために， Theorem5.3の展開に現れ

る特殊関数と II[：0,b―の minimalK-typeの元の Bessel積分との関係に関する結果を紹介す
る．その結果の証明はPollack[Po22]や Kobayashi,Mano [KMll]の議論にならい特殊関数

のFourier逆変換を計算することによって与えられる．

2 Degenerate principal series on O(V) 

この節では， O(b士が）上の退化主系列表現を紹介し，その部分表現として II~~。，bーを定義す
る．本節の内容は [HT93]に基づく．

砂 b―EZ>oをb＋が＞ 0を満たす正整数とし， b=b+＋がとおく． V＝良炉，b―を次の双

線型形式（，）が定義された実ベクトル空間とする：

b+ b b 

(x,y) = :E鴨—と疇 (x=どゲj, y =立凸）．
J=l j=b+＋1 j=l J=l 

ここで{e]}。:0:j:0:bはVの標準基底である． Q(x)= (x, x)/2をこの内積に付随する二次形式と

し，（V,Q)の直交群を O(V)とかくことにする．

次に， O(V)のparabolicsubgroup P = MNを以下のように定義する．まず，

釘＋ ％ 
Zo = ~'Zo ＝釘ー eか
2 

(2.1) 

とする． この時 (zo,zo) = (zふ碍） ＝0, (zo，碍） ＝ 1である．そのため，〈zo，吋〉は Vの中

で hyperbolicplane をなし， Vi= 〈e]〉仁｝とおくと V= 〈Zo%〉〶 M が成り立つ．ここで，
hyperbolic plane〈z,z*〉を固定する maximalparabolic subgroupをP=MNとおく．この

とき，次のような同型が成り立つ：

加： Vic:::-N, mo: GL(〈Zo〉)XO(Vi)'::::'M. (2.2) 

aECと土の符号に対し， Pの指標点を

点(no(x)mo(a,91))＝ ｛ニド ： ： ］＇ 
と定義する．このとき，この指標に対応する誘導表現I士(a)は次のように定義される：

I土(n)= {f E C00(0(V)) I f(pg) = x!(P)f(g), p E P, g E O(V)} (2.3) 

直交群O(V)は右変換g・ f(x) = f(xg)によってこの空間に作用している．
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v+ =〈e]〉｝+＝1,v- 〈〉b= e. JI j=b++1 とおき， definiteな空間による直和分解V= v+ EB V 
を考える． このときこの分解を保つ部分群として O(V)の maximalcompact subgroup 

K 竺 o(V+)x o(V-)が定まる． non-compactなLie群の無限次元表現においては maximal

compact groupへの制限が一つの重要な情報となる．ここで， I士(a)のK-moduleとしての構

造はそれぞれ

I+（o)竺 ④ 叩 (V+)図初(V―)，
m,nEN 
m+n:even 

L(a)ミ ④ 茫 (V+)図初(V―)
m,nEN 
m+n:odd 

(2.4) 

となるただし，利(V土）をV士上のl次調和多項式の空間としている．［HT93,Lemma 2.2]よ

り，さらに精密にo(V+)X o(V-)-equivalentな埋め込みja,m,n=ja : H叫V+)図Hn(v-)→
I士(a)が

ja(h、1R h2)(g) = h1((g―1 z)+)h2((g―lz)―)||（g―lz)+||―a-m-n, g E O(V) (2.5) 

と定義できる．

ここで，［HT93,Sections 2, 3]より次の命題が成り立つ．（［Ko21,Proposition 2.4]も参照）

Proposition 2.1.炉＞ 2とし， kENをK-b+-b― 
2 > 1を満たすようにとる．このとき，

c = (-l)kとすると I(K+b+ 2)はただ一つの既約部分表現II’炉 b—炉b―
を持つ．特に， II ，

k,O 

はunitarizanbleであり，その Q(V+)X O(V-)-typesは次のようになる：

任） 叩 (V+）図初(V―)．
m,nEN 
m-nE2N+k 

本研究において焦点となるのは，上の分解における K-module

が，0（V)＝が(V+）図ザ(V―)＝が(V+）図 1

k,O 

(2.6) 

炉 b―である．本稿では，この K-moduleをII ＇ のminimalK-typeと呼ぶことにする．ここで，k,O 

(2.5)より minimalK-typeに属する元はhE甘灯v+）を用いて

f(g; h) = h((g―i z)+) II (g―lz)+||―2k-b++2, g E O(V), 

と表せることに注意しておく．

3 Theta linings 

(2.7) 

本節では，ベクトル値の正則保形形式と Borcherds[Bo98]のthetaseiresを定義し，それら

のparingとして与えられる thetaliftについて解説する．
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3.1 vector-valued modular form 

(L,q)をsignature(b士が）のevenlatticeとし， sig(L)=b+ーがとおく．ここで， L'でLの

d叫を表し， Lに付随する discriminantgroupをDL= L'/Lとおく．このとき， Mp2(Z)の

C[D月上の Weil表現PLを以下で定義する． Mp2（JR)はS12（股）の非自明な二重被覆群とし，

Mp2(Z) で SL心）の逆像を表すことにする． Mp2（股）の元は A=(~~)ESい（民）と正則関数
¢ : IHI1→ Cで¢（予＝ CT+dを満たすもの対(A,¢)で表される．任意の evenlattice Lに対
し，し(,E DL)でC[D月の standardbasisを表すことにする．このとき， Mp2(Z)のWeil表

現PL:M四(Z)→AutC[DL]は次の関係式で定義される：

PL(T凡＝ e(q(,))c"f, PL(S凡＝
e(-sig(L)/8) 

]冗
Le(-（汀））Cc5.
OEDL 

ここで， S=（（！計），Vテ）， T=（（い），1)はMp2(Z)の生成元である．
半整数VE½Z を考え， V > 3/2と仮定する．剛上のC[D月値の正則関数fがcuspiooにお

いても正則で，任意の (M,cf>) E Mp2(Z)に対して， f(MT)= c/>(T)2v PL(M, c/>)f(T)を満たすと

き， fをweightv, type p Lの正則保型形式と呼ぶここで，正則保型形式は次のようなFourier

展開をもつことが知られている：

f(T)＝区 fぃ (T)し＝ L L c(n,'Y)e(nT)e,, (3.1) 
7EDL 沢=DLnEq(,)＋Z::,:o 

特に， fが任意の/E DLに対し， c(O，,)= 0を満たすとき， fをカスプ形式という．
weight v, type PLの正則カスプ形式の空間をふ(DL)で表すことにする．

weight v, type p Lの正則保型形式 f,gに対し，

J 〈f(T),g(T)〉Ly11 dxdy 
SL2(Z)¥lHIl y2 

ここで，

(3.2) 

が収束するときこれを (f,g)Tと表す．特に， f,gの少なくとも一方がカスプ形式であるとき
この積分はつねに収束する．

3.2 Generalized theta series and theta lifts 

Lの自己同型群を O(L)と置く．これはO(LJR)の離散部分群をなす． SO(LJR)+でO(L恥）の

identity componentを表し， SO(L)= O(L) n SO(LJR)+とおく．このとき discriminantkernel 
几を

rL = {g E so+(L) I g入—入 EL for all入EL'}. (3.3) 

と定義する．

(LJR, q)から前節の (V,Q)への同型VOを一つ固定する．このとき， V=V＋①v-に伴い，
vo(x) = vt(x) + vり(xE LJR)と書くことにする． P叫V)でV上のm次斉次多項式の空間を
表す． pEP叫V）がv＋の変数に対してm＋次斉次多項式であり， v-の変数に対して m一次
斉次多項式であるとき， pをdegree(m+,m―)の斉次多項式と呼ぶことにする．また，そのよ

b+.b― うな多項式全体の空間をpm+,m―(V)で表す．このとき， II ＇ のminimalK-typeに対応すk,O 
る空間1{k,D(V)＝梵(V+）図 1はpk,D(V)の元であることに注意する．
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ここで， p(x)E pk,O(V)を一つ取り， T= X + iy E lHI1, g E O(LJR), "(E DLに対し，

誓 (T,g;p)=y号と [exp(-s%) p] (vo(g―1入）） （3.4) 
入EL+,

x e (TQ(vt(g―1入）） ＋〒Q(vo(9―1入））），

と定義するここで， e(x)= e21rix(x E IC) であり，ふ＝ I:~=1aり8x3はV上の Laplacianで
ある．さらに， C［D叶valuedtheta functionを

切 (T,g;p)＝と°い(T,g;p)e,. (3.5) 
,EDL 

で定義する．このとき [Bo98,Theorem 4.1]より 0L(T,g;p)は次の変換公式を満たすことが

知られている．

Proposition 3.1. k EN, p(x) E pk,O(V)とする．このとき，（M,¢) E Mp2(Z)(M =（：ル）€

SL2(Z)）に対し，

伍 (MT,g;p)= c/>(T)2k十sig(L)PL(M, cf>)伍 (T,g;p)

が成り立つ．ここで MT=(aT (aT + b)(cT + d戸は一次分数変換を表す．

(3.6) 

几はDLに自明に作用するため，任意の元gE O(V), T E lHI1, "/ E几に対し， 8L(T,9'Y;p)= 

釘 (T,g;p)が成り立つ．すなわち， 8L(T,g;p)はdiscriminantkernel几に対し保形性をもつ

関数である．

今， v=k+~ とおき， v>~ と仮定する．このとき， Proposition 3.1より， 8L(T,g;p)は
正則ではないが weightv, type p Lの保型形式と同様の変換公式を満たす．そのため，任意の

f E Sv(DL)とp(x)E pk,O(V)に対し，（3.2)の積分を用いて

rJL(f;p)(g) = (J(T),0L(T,g;p))T (3.7) 

を考えることができる．このようにして定義される O(V)の関数仇(f;p)(g)をfのthetalift 

と呼ぶここで伍(T,g;p)のgE O(L股）に関する保形性から，虹(f;p)(g)は同様に几の左作

用で不変な O(L幻上の保型形式を与える．

4 Theta lifts of Poincare series 

この節では， Poincareseriesのlifting(3. 7)の計算を行い，正則保型形式の liftingにおける

観察Corollary4.3を証明する．

4.1 Representation of O(n) 

theta series仇(T,g;p)の定義 (3.4)より {)L(T,g;p)へのmaximalcompact groupの作用は

多項式pE pk,O(V)により決定される．そこで，以下ではpk,O(V)のO(n)-moduleとしての構

造を紹介する（詳しくは [Vi68,Chapter IX]を参照）．

ユークリッド空間町を考え，標準墓底を {e]}区 j'.Snとおく． X = ~j=l X炉j E ~n を

t(x1,..., ％）と書き， llxll ＝ ~j=l 叶とする．このとき」初の Laplacian は△n = ~j=l 沙／枷；
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で与えられる．これはgE O(n)のfE炉T貯）への作用g・ f(x) = f(g―lx)で不変な微分作
用素である．非負整数kE Z;:,oに対し

忙（町）＝ ｛fE炉（町） 1ふf= 0}. 

で囮m 上の K次調和多項式全体の空間を表す．このとき 1-l勺野りは O(n)の既約表現であり，

炉（町）はO(n)-moduleとして次のような既約分解をもつ：

炉（配）＝④ |lxll2j1ik-2j（配）．

匹囁l

今，任意の元pE炉（町）に対し，

[~] 
Hp(x)＝ど (-ll噂＋k-j -1) 

j=O 
町！r⑰十k-l) llxll2j • ~p(x) 

(4.1) 

(4.2) 

とおく．このとき， HpE 1ik(町）であり， H(Hp)= Hpが成り立つ．すなわち Hは(4.1)にお

ける炉（町）から Jik(町）への射影である ([Vi68,p.446, (15)]). 

次に，礼灯艮門の基底を構成するためにO(n-1)c O(n)への制限分岐則を考える． t(l,0,..., 0) E 

図の固定化部分群としてO(n-1)c O(n)を定義する． 0三l三Kなる lE Z と h€ ザ（野n-1)

に対し， H(x}-lh(x')) (x'= t(x2,．．．，％））という形の調和多項式を考える．このような多項

式で張られる 1{k（野りの部分空間を1{nklとおく．このとき［Vi68,Chapter IX, §3.5]より，

k 

が（町）＝ E911,nkl, (4.3) 

l=O 

は忙（町）の O(n-1)-moduleとしての既約分解を与える．ここで (4.2)より， 'H,nklの元は

(k -l)! 11 11k-l.n~五l (Xl 
H(x杞h(x'))= h(x')Hx↑-l = ~llxllk-lc□(~) h(x') (4.4) 

によって与えられる ([Vi68,p.465, (9)］参照）． ただし， nEN,入＞ 0 に対し， C~(z) は

Gegenbauer多項式

［り］

C加）＝こ
j=O 

(-1)Jr（入十n-j)

j!(n -2j)!r（入）
(2zt-2j 

を表す．（4.4)と(4.3)より， H勺罠門の任意の元はhE利（股門 (0さl:S k)とGcgcnbaucr多

項式の積の和で表されるここで，上の議論をnに関して帰納的に用いることで以下の結果を

得る．

Proposition 4.1. ([Vi68, p.466, (2)]) n ~ 2とし，｛叫o:,;j:,;nを町の標準基底とする．この

とき， k=k。~ k1 ~... ~ kn-2 ~ 0を満たす"'=(ko, k1,..., kn-3,士kn-2)E zn-lに対し，
閃(x)を以下のように定義すれば，｛閃(x)}氏はH灯野りの基底をなす：

n-3 
樗(x)= (xnー 1士ixn)Kn-2lI||x||JK3-KJ+1c朽＋1+

n-i-2 
2 

j=O 
kJ―k］十1 (詞）．

ただし,||xii;=Xj+l +... +＃である．
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Remark 4.1. (4.2)の明示式より， Hは△nとllxllの多項式として与えられ， O(n)の作用によっ

て不変である．そのため， Proposition4.1では標準基底を用いた座標を固定して閃(x)を構成

したが，その議論は O(n)の作用によって，任意の正規直交拮底を用いた座標へとそのまま移

すことができるそこで以下では，股nの基底の取り方によらず， H灯良門の基底を閃(x)と書

き，そのとき考えている座標に対して構成した多項式を表すものとする．

4.2 Theta lifts of Poincare series 

圧上の C[D叶値関数f(T)に対し，（M,の）EMp2(Z)の作用を

flv,L(M, </>)(T) = </>(T)-2v PL(M, </>)-l f(MT), I/= k + sig(L) 2.  

で定義する．以下では v2 ］と仮定する． /3E DL, 0 < m E Q((3） ＋ZとT E lHI1,に対して
cg(mT) ＝ e(mT)cgとおく．このとき， C［D訃値 Poinacareseires p m,/3 (T)を次のように定義

する：

Pm,f3(T) = ~ L e13(mT)lv,L(M, ¢). (4.5) 

(M,¢,)EI'00 ¥Mp立）

ただし，「OO＝〈T〉である． Poincareseriesはふ(D月の元であり，任意の cuspform f E 

ふ(DL)に対し，
2r(l/ー 1)

(f(T), Pm,f,(T))r = ~c(m, /3) 
(41rmt-l 

を洞たすことが知られている．また，この結果から{Pm,f,(T)}はSv(DL)の生成元を成す．

今，炉＞ 2,b—~ 1, k E Z。<:'.Oに対し以下の条件を仮定する：
b―> 1のとき k>がまたは b―=1のとき k> 2. (4.6) 

この仮定のもとで Poincareseriesのthetaliftに対し次の結果が成り立つ．

Theorem 4.2. ([MS04, Theorem 4.2]) b+, b-, kは上の条件 (4.6)を満たすと仮定する．

p E pk,O(V)とする．このとき，

仇(Pm,(3；p)(g)= 
2r(k +号ー 1) ~ Hp(vす(g―1入））
こ(27r)K＋号ー1 ||vt(g-1入）112k+b+-2'

(4.7) 
入EL+(3
Q（入）＝m

が成り立つ．特に，

仇(Pm,f3ip) (g)＝仇(Pm,f3iHp)(g) 

である．
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Proof.まず，（4.5)とProposition3.1より，仇(Pm,f3ip) (g)は形式的に（収束性を無視して）

2 J と〈叫mMT),PL(M，の）切(T,g;p)〉げ(T)-2vyv
dxdy 
y 

SL2(Z)＼lHIl y2 
(M,<f,)E「00¥M疇）

= J こ〈efJ(mMT)，切(MT,g;p)〉Llrn(MTtdxdy 
SL2(Z)＼lHI1 MEI'00¥SL2(Z) y 

=2「Jle(mT)0L+o(T,g;p)yvdydx 
O O Y2 

＝ 2と[[exp (—•;;+~) p] (vo(g-1 >.))exp( Pl (vo(g―入））exp(-4辺 (vす(g―1入））y）yK+ゲ ldy 
y 

入EL+fJ
Q（入）＝m

と変形できる．ここで最後の式に

［ （△;＋；：） ］ 
円

exp(-~)Pl (vo(g―1入））＝〉2 (-1)叶△~+PJ(vt(g― 1 入））

j=O 
j! (81ry)i 

を代入し， yに関する積分を計算すれば，（4.7)を得る．（4.7)の右辺の級数は条件 (4.6)を満た

す任意の Kに対して絶対収束し，これにより上の変形における和と積分の順序交換が正当化さ

れる最後に H(Hp)= Hpより，

仇 (Pm,f3iHp)(g) = 
2r(k +誓ー 1)

区
H(Hp)(vt(g―1入））

(21r)k＋竺ー1 入~{3 llvt(g-1入）112k+b+-2
Q（入）＝m

2r(k +笠ー 1) " Hp(vt(g―1入））
区

(21r)k＋竺ー1 入~fJ llvt(g-1入）112k+b+-2
＝仇(Pm,f3ip) (g) 

Q（入）＝m

が成り立ち，後半の結果が証明された． 口

ここで， Poincareseires P m,/3 (T)はSv(DL)の生成元をなすため，定理4.7の系として次の等

式を得る．

Corollary 4.3.任意のPEpk,O(V), f E Sv(DL)に対し，

仇(f;p)(g)＝rJL(f;Hp)(g). 

が成り立つ．

5 Fourier expansions of theta liftings 

この節では，まず [Bo98],[Br02]の thetaseriesの reductionformulaを紹介し，前節の

Corollary 4.3とreductionformulaを組み合わせることで得られる iJL(T,g；加）の Fourier展

開について述べる．これが本稿の主結果である．
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5.1 A smaller lattice and maximal (Q-parabolic subgroup 

まず， O(LIR)のrnaxirnalQ-parabolic subgrop Pz = Mz凡と伍の直交分解について述べ

る． isotropicvector z E Lを任意にとり，それに対応して (z,z')= 1を満たす z'EL'を一つ

取り固定する．このとき， L1= Ln〈z)_1_n〈z’ドとおくと， L1は signature(b+ -1, b―ー 1)

のevenlatticeである．ここで直交分解 LIQ!=(L1)1Q1①〈z,z'沿が成り立ち，この分解における

XE伍の（L巾成分を XL1と表記する．

次に， isotropicline〈z〉を固定する O(LIR)のrnaxirnalQ-parabolic subgroupをPz=Mz凡

とする．凡は Pzの unipotentradicalであり， Mzは Mz= Pz n?,が一q(z')z(P,が一q(z')zは
〈z'-q(z')z〉を固定する rnaxirnalQ-parabolic subgroup)で定義される Levisubgroupであ

るこのとき，同型nz:(L1)IR ~ Nz, mz : GL1（股） XO((L1)政)~Mz が定義される：

叫(u)z=z, 叫（u)x= -(u, x)z + x, 叫（u)z'=-q(u)z + u + z', (5.1) 

叫 (a,g1)z= az, 叫（a,g1)x = g1x, 叫 (a,g1)z'=a―1z'+ (a -a-1)q(z')z, (5.2) 

(u, x E (L直， aE町， 91E O((L1厄））．

v0: L只→ Vを前節同様(L沢，q)から (V,Q)への isometryとし， L麦で v。による V土の逆
像とする．このとき，任意の XEL]Rを， LJR= L~ ① Lミに応じて x= 町―十 X―と書くことに

するここで，上で固定した zELに対し

z+ -z― 
z* =~EL艮
2llz+ll2 

(5.3) 

とおく．このとき z＊はq(z*)= 0, (z, z*) = 1を満たし，〈z,z*〉＝〈z芍①〈Z―〉は hyperbolic

planeをなす．今，直交分解

伍＝ WR ①〈z,z*〉，（W罠＝〈z干 n〈z―尺） （5.4) 

を考え， xE伍の WRへの orthogonalprojectionをxwと表記する．このとき， V1: LIR→ V 
を

叫x)= vo(xw) (x E LIR) 

と定義すると，町の (L1厄への制限は (L1)IRから町((LリIR)CVへの isometryを与える．

Lemma 5.1. 9z = nz(u)叫 (a,g1)E几を任意にとる．このとき町(g；丑） ＝釘(g1lX£1)

{x E (L直〶〈z〉)，（g-;lz＊加＝ g戸(z*)-uが成り立つ．

5.2 Reduction to smaller lattice 

V1を上で定義した isometryとする．このとき， V=V＋EBV―に対応して明(x)= V「(x)+ 
叫(x)と書く． vt((L直）の正規直交基底を一つ取って固定し，そこへvt(z)/llvt(z)IIEv+ 

を加えてできるいの基底を考える．このとき，この基底は{e1,...,eぃ｝と O(V+）の作用でう

つりあうため， Remark4.1 の議論から新しく取った基底に対応するように h~+(x) E 1{炉，o(V)
を構成できる．

今，（4.3)とProposition4.1を参照し，補助的な多項式p氏を以下で定義する． K,= (k。,k1,...,

士kb+-2)E Zい—1 を k=k。~ k1 ~ ・ ・ ・ ~ k炉ー2~0 満たすようにとる．このとき，

匹 (vo(x))= (vo(x), ~冒~)ko-k1心冒(x)) (x E LJR) (5.5) 
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と定義する．ここで， 1,,Cl)= (k1,... ，士kい—2) としている．定義から， p,.(vo(x)) ＝匹(vt(x))
であり p,.E pk,O(V)である．また，（4.4)から

H匹 (vo(x))= 
(k。-Kり！
2ko-k1 応(vo(x)). (5.6) 

が成り立つ．

ここで [Bo98,Theorem 5.2], [Br02, Theorem 2.4] の議論を仇(f;p~+)(g) に適応した結果
を紹介する． NEZ>oを (L,z)= NZによって定まる正整数とし， M'=｛入 EL'I（入，z)三

OmodN}とおく．このとき 7r:M'→Liを7r(入)＝虹—汽旦仇，入 EM' と定義すると， T
はM'/Lから Li/L1= Dぃへの全射準同型を誘導する．ここではその誘導される全射準同

型も同様に T と表記することにする．

次に，釦＝匹(u)叫 (a,g1)E凡に対し

μ(gz) = -z'+ agご＝一z'+z* + u -q(u)z. (5.7) 

とする．このとき， μ(gz)E〈z〉J_= WIR⑤〈z〉=（L1)股①〈z〉である．今，このような記号のも

とで次の reductionformulaを得る．

Proposition 5.2. ([MS04, Proposition 5.3]）炉＞ 2と仮定する． 9z= nz(U)叫 (a,91)E P,幻

"(EL'をとし， p,.E pk,O(V)を（5.5)で定義した多項式とすると，次が成り立つ：

0L+,(T,gz;P砂

ako-k1 lal 

⑫ ||vす(z)llko-k叶 l ど
c,dEZ 

c=(,,z) mod N 

(c〒 +~)ko-k1 e (~-d(,,z')+¥ 
-2ty) e (4ty||vt(z)||2 -d（,,z')+¥) 

x0い（'Y-cz')(T, g1;（ごf,zz)[；1)； hb二）• 
この reductionformulaはその和の範囲から (j(T),8L(T, g;p砂）の unfoldingを可能にし，

liftingの計算において効果的にはたらく．詳しい議論については原論文 [Bo98]を参照いただ

きたい

5.3 Fourier expansion fo theta lifts 

j(T) =冗,EDLh+,(T)e, E Sv(DL)とr,t E Zに対し，

い (T;(:)) ~.:（予fe (-T(,, z') -,t!z'f2) h+•+<•'(T) 

とおき，さらに

fL1 (T9 (：)）＝入互い(T;(:))ち
と定義するこのとき几(T;（t)）は恥上のC[Dぃ卜値関数であり，

!£1 (MT;M (:)) = cp(T)2vpい(M,¢)!£1(T; (:)), ((M,¢) EM疇）） （5.8) 
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を禍たす ([Bo98,Theorem 5.3], [Br02, Theorem 2.6]）．特に， h1(T;(8))E Sv(Dいであり，

これを単に fい(T)と書くことにする．
ここで，次の定理が本研究における主結果である

Theorem 5.3. ([MS04, Theorem 5.4])炉＞ 2,b―2': 1とし， Kは (4.6)を満たすと仮定す

る． f(T)E Sv(DL), V = k + ~をとり， Fourier 展開 (3.1) をもつと仮定する．このとき，
9z=nz(U)叫 (a,g1)EPzに対し， rJL(f；応）（gz)次の展開式をもつ：

如 1lal 

⑫ |vt(z) II 
(fい（T), 固 (T,g1;h~祠り） T

＋ 
(-i)k-k1(a/lal)k-k1 lalk+~ 

沙1+り-3(k-k1)!llvt(z)llk+~ 
b+-1 と（L尼＋二—3 ど e(（n8,z'）） c（翌り）
叫 n|入 iiEM'/L
q（入）＞〇 1r(ii）＝入／n

xe(（入，u+ag1（叫））心閲(g[1入）） k （27r|a|||vi(g[1入）1|
||v「(g[1入）1|柘十b+2-3 k1+b+ご ||vt(z)|| ). 

ここで， ~n|入は入／n EL~ を満たすすべての nEN を走り， Ka(z) は K-Besselfunctionで

ある．

Proof.まず， b士が， Kは(4.6)を満たすため， Corollary4.3と(5.6)より

2ko-k1 
rJL(f;心）＝

(k。-k1)!仇(f;p砂

が成り立つ．ここで，Proposition5.2のreductionformulaを,(}L+'Y(T,g;pr;,)に適応し，虹(f;pり
を計算すれば上記の Fourier展開を得る． ロ

Remark 5.1.ここで， Theorem5.3において仇(!,h~+）の計算を補助的な多項式匹(x) を導入
して行なった意義を述べておく． Borcherds[Bo98]は多項式p(x)をreductionに適した多項

式の和に展開することで，任意の山、十'Y(T,g;p)に対し reductionformulaを示したすなわち，

Borcherdsの手法を用いれば， Corollary4.3を用いてPreを経由せずとも，内(!;h~+) の展開式
を計算できるということである． Theorem5.3の展開がこのような計算と異なる点は展開に現

れる関数部分に調和多項式と K-Bessel関数の積が現れている点である． Borcherdsの方法を

そのまま仇(f;h~+) に用いた場合，その過程で h~＋を展開するため， Fourier 展開に現れる特
殊関数の多項式部分の調和性を証明することが困難になる．展開に現れる特殊関数が調和多項

式と K-Bessel関数との積で与えられているという結果は，次の節で紹介する Proposition6.2 

の証明において本質的であり，内(!;h~十）と II~~げとを関係づける上で重要な役割を果たし
ている．

6 Archimedean Bessel integrals 

最後に， II~〗訊―の minimal K-type の元の Bessel 積分を計算し， rJL(T,g；加）と II~~訊―と
の関係について述べる．
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b+ > 2とする． Theorem5.3のFourier展開から関数部分を抜き出し，次のようにWfを
定義する：

W喜）＝e（（入，u))
(-il-k1(a/lal)k-k1 lalk+~ 

(6.1) 
2柘＋号ー3(k-k1)lllvt(z)llk+~ 

h~い（vt(g[1 入）） Kk1+b_十2-3(加|a|||vt(g[1入）1|
国（g内）1|柘＋b十2-3 k1+ ||vt(z)||)， 

（釦＝匹(u)叫 (a,91)E P;か入 E(L直 withQ（入） ＞〇）．

Section 1の結果を思い出し， I0(k+肘 -2)をO(V)の退化主系列表現とし，rrt瓜，bーをその
irreducible submoduleとする．（2.1)の直和分解に対応し， wE O(V)をwz0= z0, w喝＝ zo,

叫＝ i如を満たす元とする．今， rrt〗訊―の minimal K-typeに属する任意の元 f(g;h) (2.7) 
に対し Bessel積分を

凱 (g;h)= l, e(-（い））f(wno(u)g;h)du, (g E O(V)，入 EVi). (6.2) 
Vl 

と定義する．本研究では，［KMll],[Po22]の議論にならい，（6.1)のFourier逆変換を計算する

ことで， Bessel積分 (6.2)と(6.1)の等式を示した最後にこの結果を紹介する．

まず，任意の h~+(x) E 1-[k,O(V)に対し，次の関数を考える．

JK(入） ＝char(Q（入） ＞ O）||入||2A 臥1)
hい—l(>.+)

|因||K1+b+2-3 k1+ 2 
k ←3 (471"|囚||），（入 EVi). (6.3) 

char(Q（入） ＞0)は｛入 EVIQ（入） ＞ 0｝の特性関数を表し， A=k+炉-b-_ 1としたここで，

次の積分を考える．

叫）＝Je(（入，u))J竹入）d入， U Eい．
v1 

ここで， d入はいミ罠炉ー2のLebesguemeasureである．

Lemma 6.1. ([MS04, lemma 6.2]) I囁）は絶対収束する．

Proposition 6.2. ([MS04, Proposition 6.4]）が;::::1とする．このとき

I"'(u) = 
i吋 (k-k1 + l)r(2k1 +炉ー2)r(k+い-b―) b+ 

炉＋予(271"）祉＋b+-号 r(k1+ y) 
j(wno(u)；似）

が成り立つ．

Proposition 6.2はf(wno(u);h~+) が J氏（入）の Fourier 逆変換であることを表している．こ
こで， Proposition6.2の系として内(f;h~+ +.b― 

)(g)とIIt,0' との関係を記述する，次の結果を

得る．

Corollary 6.3. ([MS04, Corollary 6.5]）関数Wf(gz)(6,1) は rrt~。，b―の minimalO(V+) x 
o(V-)-typeが（v+）図1に付随する Bessel積分 (6.2)の値と定数倍を除いて一致する．

Proof.まず，定義より任意の9z= no(u)mo(a―1, 91) E凡と単位元lbE O(V)に対し

叫 (gら応） ＝ e（（入，u））峠t+b+-2(mo(a―1,91)) lalb-2wa,gll入(1析応）

が成り立つ．一方でProposition6.2より Fourierinversion theoremを用いればwa,gll入(lb;hが）

と J叩(a.911入）が定数倍を除いて一致することがわかる．以上より，（6.1)の定義と比較すれ

ば w入(g；加）がWf(gz)の定数倍であることが示された． ロ
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