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1 はじめに

観測した時系列データを解析し，その背後にある重要な非線形ダイナミクスを見出すことは，数理

モデリングの重要な応用技術である．本稿では，時系列データの解析手法として近年注目されている

動的モード分解について議論する．動的モード分解とは，もともと流体の分野で 2010年頃 [14]等に

て提案された次元削減アルゴリズムであり，データ駆動型解析手法の一つと言える．よく英語の略記

で DMD(Dynamic Mode Decomposition)と表記され，近年脚光を浴び，活用範囲の広がりととも

に実に多くの変種が提案されている．本研究と関連の強い論文だけでも [3,4, 7, 10, 12, 16]などが

挙げられ，近年のデータサイエンスの流行も後押しとなり，精力的に研究が行われ実に多くの成果が

報告されている．本稿で議論するのは，実用上重要な確率的ノイズを含むデータセットに対する動的

モード分解の理論的な性質である．

実用上の菫要性から，近年ノイズに対して頑健な計算手法の開発が進められている．最初にそのよ

うな試みが見られたのが， 2016年の [7]であり Noise-correctedDMD, Forward-backward DMD, 

Total le邸 tsquares DMDが提案されている．最後の Totalle邸 tsquares DMDについては同時期

に [10]にても提案され，この手法に特化して詳細な結果が与えられている．上の研究に続き， 2017

年の [3]では， 2012年頃に提案された OptimizedDMD [6]をノイズヘの頑健さから再度見直し性能

のよさを報告している．さらに， 2019年には，ノイズヘの強さを重視し新たに ConsistentDMD [4] 

が提案されている．この流れとは別に，確率分布の導入によりノイズを表現するモデルを与え，デー

タから確率分布（を定めるパラメータ）を推定することでノイズを除去する枠組みが示され，具体的

にBayesianDMD等が提案されている [15]. このように最近になってノイズの影響を考慮した計算

手法の開発が進められてはいるが，現状で報告されている各手法のノイズヘの強さの検証は，ある種

の単純な最適性の議論や数値実験によるものにとどまっている．統計的な意味での漸近解析はほとん

ど行われておらず，本稿でも示す Gleserによる統計解析の結果 [8,Lemma 3.3]に基づくものが見ら

れるのみである．そもそも，ここ 10年程度に渡り実に多様な研究が行われてきた中で，ノイズの影

響をどのような数理モデリングにより定式化し解析すべきなのかが曖昧な現状にある．

この現状に対し，筆者は [1]にて最も基本的な誤差の統計モデルを与え，動的モード分解の漸近解

析を行った．本稿では，この最新の結果の背景となる数学解析について， [1]と軍なる部分も多いが，

下記の順で詳細に解説を行う．まず，動的モード分解の理論背景となる非線形ダイナミクスに対する

合成作用素のスペクトル解析から説き起こすことで，ノイズに対して頑健と考えられる動的モード分

*1 aishima@hosei.ac.jp 



31

解の中でTotalleast squares DMDに着目し，統計的な意味での漸近解析を行う．具体的には，数値

線形代数における特異値分解 [9,§2.4]による Totalleast squares問題の数値解法 [9,§6.3]とその統

計解析の結果 [8,Lemma 3.3] [11, Lemma 4.6]に基づき，サンプル数に対する理論的な漸近収束性

（推定量の一致性）を示す．アルゴリズム的な研究が多い現状において，このような理論的な観点から

一つの筋道を与え，研究の歴史的経緯と現状および今後の課題について整理する意義は大きい．この

筋道を念頭に，数値的にサンプル数に対する漸近的な収束性（推定量の一致性）を検証し，主に数値

線形代数の観点から今後期待される研究の方向性を提示する．

2 合成作用素のスペクトル解析と動的モード分解

本稿で漸近解析の対象とする動的モード分解が近年非常に注目されている理由の一つが，その提案

とほぼ同時期に [12]にて合成作用素のスペクトル解析と結びつき，非線形ダイナミクスの解析手法と

しての理論基盤が指摘されたことであろう．本節ではこの理論背景について述べる．

ある多様体 M 上で定義された非線形関数 fにより生成される時系列 zo,z1, ... について考える．

つまり，

Zk EM, Zk+I = f(zk), k = 0, l, ... 

と表される現象の解析手法について考える．

具体的には，合成作用素を導入しそのスペクトル解析を行う．これは M から股への写像 gに対

して，線形作用素 kをfの合成により

g:M→股， K,(g)=gof (1) 

と定義することから始まる．上記の実数空間恥は複素数空間 Cで考えても下記の議論は同様だが，

議論の単純化のため股とする．ここでの gは任意の非線形関数であり，したがって Kはいわゆる引

き戻しを与える作用素である．この作用素にはクープマン作用素と呼ばれることも多い．続いて， K,

の固有関数を叫 (i=l,2,...)とおく．つまり

K(仇）＝入出 (i=l,2,...) 

が成り立つ．ここで，有限個の固有関数で展開できる gについて考えると

r r 

g=区虹 g(叫＝区叫（殊） E股
i=l i=l 

と表せる．この条件は強すぎるため扱えるダイナミクスは [12,§2.2]のような周期軌道などに限定さ

れるが，実は数学解析を行う上でこのような強い条件を課すことはよく見受けられる [2,5, 15, 16]. 

より一般的なダイナミクスを扱うために，上の等号が近似的に成り立つ場合を考えることは多いが，

その扱いは後に少し考慮することにし，ここでは議論の単純化のため上の等号が成り立つ条件下で考

える．このとき

go f =区心， 0f =ど入，叫， g(zk+l)= g Of (叫＝区闘心） E尺
i=l i=l i=l 
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となり， g(zk)とg(zk+I)が明解な関係式で結び付くことが分かる．

上の関数gは物理的には可観測量を想定し，したがって時系列 zo,z1, ... に対して gを作用させた

g(zo), g(z1), ... が解析の対象となる．そこで，先の関係式に再度着目すると，帰納的に

r 

g(z砂=I: 入，旱(zo)E股
i=l 

が分かる．時系列の解析上，固有値入i(i=l,... ,r)は重要であり，いわゆるモーメントである

g(zo), ... g(z公ー1)が観測できれば，加(zo)(i=l, ... ,r)-/0という条件下で，ハンケル行列の線形

方程式あるいは一般化固有値問題に帰着して固有値を計算することができる．

観測において，上の性質をもつ複数の gを導入することは多い．そこで， g= [g1, ・・・,gmドとし，

各9j(j = 1, ... , m)は共通して有限個の固有関数仇 (i=l,... ,r)の線形和で表せること，つまり

r 

c1, ... , Cr E (['. 兄 g=区叫Ci
i=l 

と書けることを仮定する．固有値入i(i=l, ... ,m)は複素数になりうるため ci(i=l,... ,m)の要

素は複素数も考慮している．さらに，前提として，可観測量の次元 m は部分空間の次元 r以上とし，

r:=;;m, g= t仇c;,g(叫=t叫(z砂C;E股m (2) 
i=l i=l 

とする．このとき

r r 

g(Zk+i) = L叫 0f(祉）Ci=ど碍，(zk)CiE JR匹
i=l i=l 

したがって，ランク rのmxm行列

AE股mxm, rank(A) = r 

を用いて

g(Zk+i) = Ag(zk) (k = 0, 1, ...) (3) 

と表すことができる．一般的な条件下で，行列 AE股mxmの非零固有値とそれに対応する固有ベク

トルは心Ci(i=l,... ,r)であり，帰納法により g(zk)= L~=l 入l仇 (zo)ci (k = 0, 1, ...)が分か

る．こうして gを基に得られる入ぃCi(i = 1, ... , T)について，まず入， (i=l,... ,r)は合成作用素

Kの固有値であり，そして ci(i=l,... ,r)の各要素はgの各要素を固有閑数で展開した場合の係

数である．これらは gの背後にあるダイナミクス Zk+l= f(zk) (k = 0, 1, ...)の特徴を示すもので

あり，このような解析を行うことがいわゆるスペクトル解析である．

上記の議論では， g:M→股という関数に対し，これを複数導入することで gを定義した場合の

スペクトル解析を行ったが，別の方針のスペクトル解析も見受けられる．それは，直接 M から ]Rm

への写像として gを導人し，合成作用素 Kも高次元化し K(g)=go fと定義した場合の式 (3)を

満たす Aを求めることであり，例えば [4,10]にて議論されている．この場合， Kの（高次元の）

固有関数ゆ1'...'ゅT の線形和で書ける gに対して，上記と同様の計算により， Aの非零固有値が
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入， (i=l,... ,r)であり，対応する固有ベクトルが叱(zo)(i = 1, ... ,r)であることが分かる．この

スペクトル解析は先のものとやや意味合いが異なるが，いずれにせよ，時系列 g(zo),g(z1), ... を基

に式 (3)のAの固有値・固有ベクトルを計算することが重要である．

上記の議論において，実際に観測を行うのは時系列 g(zo),g(z1), ... の一部である場合は多い．こ

の場合の観測データの扱いに関する方法論が [16]にて示されており，本稿の議論はこれに基づいてい

る．つまり，£=1,2, ... , nとし， g(zk,),g(zk,+1)を観測するという前提条件の下で

面=g(zk,), Yt = g(z柘+1),
X=[元，．．．，品],Y=[f/1,・・・, 恥］

とおく．目的は，この行列データセット Jc,y E ffi.mXnに対して， AX=Yを満たす AE股mxmの

固有値と固有ベクトルを求めることである．

上記の問題設定が動的モード分解に結び付く．動的モード分解とは，時系列データに対する次元削

減アルゴリズムであり，それによりデータの本質的な部分を抽出する解析手法と見なせる．計算上は，

上記の行列 AE賊mxmが高次元ベクトル空間に対応する大規模行列であることを意識し，行列 Aを

陽的に構成することなく，データセット X,Yから直接所望の固有値と固有ベクトルを得る技術であ

る．大きく分けて，アーノルディ過程 [9,§10.5]に基づく計算手法と特異値分解 [9,§2.4]に基づく

計算手法が存在する．前者の手法が最初に提案されたものでありこの手法も重要ではあるが，これは

観測のベクトル列 g(zo),g(z1), ... がすべて得られることを想定するため本稿の前提条件に合致しな

い．また，本稿では観測ノイズに焦点を当てるため，後者の特異値分解に基づく手法の方が相性がよ

く，これについて議論する．

その計算手法は下記のとおりである．まずXの特異値分解を計算する．より正確には， r個の非零

特異値とそれに対応する特異ベクトルを計算する．そして r個の非零特異値を対角成分とする対角行

列 I:,対応する特異ベクトルを u,vとし，今Xのランクがrであると仮定すると， X= UI:VTで
あるから， Y=AUロバである．この関係に注意し，レイリー・リッツの技法 [13,§4.3]で目的の

固有値・ 固有ベクトルを求める．具体的には， uTyy1:-1を計算するとこれがUTAUに等しいこと

が分かるので， Uがなす部分空間への射影により固有値・固有ベクトルを近似的に計算できる．つま

り，上記u丁AUの固有値・固有ベクトルを入dmd,Wdmdとおくと Aの固有値は入dmd, 固有ベクト

ルは U切 dmdである．

標準的な動的モード分解の計算手法は上記の通りだが，背景となる合成作用素のスペクトル解析に

留意して，式 (2)の等号は厳密ではなく近似の場合も考慮したい．言い換えれば， Aのランクは厳

密に rではなく，ランク rの行列でよい近似が可能と考えることは多い．この条件を念頭に，レイ

リー・リッツの技法が絶対値の大きい固有値と対応する固有ベクトルを近似すること，特異値分解が

ランク rの最良近似行列を与えることは注目に値し，この機能がそのまま上記の計算手法の長所とな

る．しかしながら，おおよそランク rで近似できる行列 Aの固有値問題に対する理論解析を行うに

は，そのランク rの行列と Aの関係を数学的に厳密に定式化して摂動に関する議論に帰着する必要が

ある．この観点から，摂動が確率的な場合の数学議論を整理していくことが本稿の主目的である．

以下では，式 (2)の通り gの各要素が予め定められた有限個の固有関数で展開できることは仮定す

る．この仮定は強すぎるが，代わりに，データセットには確率的な振る舞いをするノイズが含まれて

いることにする．つまり， X,Yが直接得られるのではなく，その観測にはノイズが含まれる．一般
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のgに対して，式 (2)のように有限個の固有関数の和で近似した場合の打切り誤差を，確率的ノイズ

と解釈できる問題設定もあるかもしれないが，そのような議論は今後の課題と見なす．本稿の議論は

要するに純粋な確率的ノイズの影響の数学解析であり，データセットに対する次の確率モデル

叩=g(叫 +~k,, YR= g(z幻+1)+~ 幻+11
X=[叫・．．，叫],y = [yじ...,y』.

を考える．上式でのベクトルもの各要素は確率変数である．観測可能な X,Yを用いてAX=Yを
満たす Aの固有値・固有ベクトルを計算したい．この目的を達成するための手法として提案されたの

がTotalleast squares DMD [7, 10]である．以下では，これを TLS型動的モード分解と呼ぶ．

3 TLS型動的モード分解

本節では， TLS型動的モード分解について説明する．まず，与えられた X,YE股mxnに対して

min II△ Xll}+II△ YII} 
At1,, △ X, △Y 

s.t. Y +△ Y = At1.(X +△ X) 

を満たす At1sを求めたい．上のノルムはフロベニウスノルムである．これが TLS(Total Least 

Squares)問題であり，かなり一般的な条件下で解は一意的に存在し，特異値分解を用いて数値的に解

くことができる [9,§6.3]. この性質に着目し， [7,10]ではTLS型動的モード分解が提案されている．

その計算手法は下記のとおりである．

[TLS刑動的モード分解の計算手法］

1. Z = [X丁，Y丁 E股2mxn

2. Zの特異値分解を計算し Qをr本の右特異ベクトルから成る nxr直交行列とする

3. X=XQ,Y=YQ 

4. 特異値分解を計算： X = U~VT (U E 恥mxr~E 恥TXT VE股TXT） 

5. Admd = uTyv~-l 

6. 固有値・固有ベクトルを計算： Admd'Wdmd =入dmd'Wdmd

7. Wdmd = Uwdmd 

この手法において，えの Moore-Penroseの一般逆行列 [9,§5.5]を用いて

炉 =V刃―iuT, At1s = yえt (4) 

と定義すると， r=mの場合であればTLS問題の解 At1sはAt1sである．一般の r:S min(m, n)に

おいて， X,y E ]RmXrであることに着目すると， Atlsえ=Yであるから，

ふmd= uTAt1sU (5) 

が成り立つことが分かる．したがって， TLS型動的モード分解は， At1sに対して r次元部分空間 U
._. 

を用いるレイリー・リッツの技法 [13,§4.3]により Aamdの固有値問題に帰着している．式 (4)より
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rank(ふls)=rであることにも注意すると入dmd,WdmdはAtlsの固有値と固有ベクトルであり，特

に， r=mなら Admdは直交行列 Uによる At1sの相似変換で得られる行列ということになる．

以上の議論に基づき， [7,10]では上記の TLS型動的モード分解を提案しているが，誤差の統計的

な漸近解析はほとんど行われていない．本稿では漸近解析について深く考察するため，下記の問題設

定における動的モード分解を考える．

問題 1.観測された行列 X,YE罠mxnは， E,FE股mxnを各要素を乱数とする行列として，

AX =Y,X =X  +E,Y=Y +F, 

を満たす．このとき AE股mxmの m 個の固有値入i(i=l,... ,m)と対応する固有ベクトル

wi(i=l, ... ,m)を求めたい．

さらに，乱数行列 E,FE尺mxnには次の仮定をおく．

仮定 1.行列 [ET,FTドの各列は独立同分布であり，平均〇共分散行列 c,2IE股2mx2mである．さ

らに，収束先 limn→oon-lJcj(Tが存在する．

仮定 2.仮定 1の下で， limn→00 n-1 XX丁が正定値対称行列である．

上の条件下で， 1981年 Gleserは TLS問題の解 At1sの A への概収束を証明している [8,

Lemma 3.3]. この性賀を TLS型動的モード分解の計算手法に合わせて記述すると，次の通りである．

補題 1(概収束 [8,Lemma 3.3]). 問題 1において，仮定 L 2の下で， r=mとして TLS型動的

モード分解を計算する．このとき式 (4)で定義する At1sに対して確率1で

lim At1s = A. 
n→OO 

上の補題に基づき，ふぉの固有値・固有ベクトルを求めれば漸近的に Aの固有値・固有ベクトル

が得られることになる．この Gleser[8]の結果に基づく理論背景は TLS型動的モード分解を提案す

る[10]において指摘されているが，行列Aがランク落ちする場合は考慮されていない．ただし， TLS

型動的モード分解の計算精度のよさは， [7,10]或いはその後の論文 [3,4]において数値実験によりあ

る程度立証されている．

実は，動的モード分解の研究とは別途で，数多くある TLS問題に関する数値線形代数の研究の中

で，上の論点に対し部分的な解答を与える研究成果 [11]がある．これを次節にて紹介し， TLS型動

的モード分解の漸近収束性を示す．

4 ランク落ちのデータ行列の場合の漸近解析

TLS問題に対する Gleser[8]とも関連し， [11]では次のランク制約付き問題が検討されている．

min II△ x11i+11△ YII危
Au,, △ X, △Y 

s.t. Y十△Y = At1s(X十△X), 

Z=[XT,Y丁，△Z=  [△X丁，△Y丁，

rank(Z +△ Z) = r(< m). 



36

表 1 サンプル数に対する収束の例（各値は 100回の試行の平均値）

n = 50 n = 100 n = 200 

厳密な低ランク行列 固有値の誤差 5.5E-02 3.lE-02 1.9E-02 

固有ベクトルの誤差 2.6E-02 l.3E-02 7.2E-03 

行列の誤差 2.6E-01 1.9E-01 1.4E-Ol 

正弦波の離散化 固有値の誤差 4.7E-02 3.2E-02 1.6E-02 

固有ベクトルの誤差 4.lE-01 4.4E-01 3.5E-01 

行列の誤差 2.3E-01 l.6E-01 l.lE-01 

この問題は観測できる行列 Zがランク rの低ランク行列で近似できることを想定する．つまり，

ノイズの確率モデルとしては次のようなものが対応する．

問題 2.観測された行列 X,YE股mxnは， E,FE応mxnを各要素を乱数とする行列として，

AX = Y, X = X + E, Y = Y + F, 
z = [XT,yTド，rank(Z)= r(< m), 

を満たす．このとき A E艮mxmの r個の固有値入i(i = 1, ... ,r)と対応する固有ベクトル

皿 (i=l,... ,r)を求めたい．

問屈 2のAは一意ではないが， TLS型動的モード分解を計算するとき， [11,Lemma 4.6]に基づ

き次の補題の収束性が分かる．

補題 2(概収束 [11,Lemma 4.6]). 行列 Aを問題 2のAに対するフロベニウスノルムの意味での最

小ノルム解とする．仮定 1の下で， limn→=n-lJcj(Tのランクを rとして TLS塑動的モード分解

を計算すると，式 (4)で定義する At1sに対して確率 1で

＾ lim At1s = A. 
n→~ 

この補題に基づき， TLS型動的モード分解の計算手法により最小ノルム解 Aの固有値・ 固有ベク

トルが得られることが期待できる．しかしながら，動的モード分解で必要とされる Aが上の最小ノ

ルム解 Aで適切かどうかは議論の余地がある．この論点を明快に解決するのが，筆者の最新の研究

成果 [1]であり，詳細はこちらで確認されたい．

5 数値実験結果

本節で，漸近的な収束性を検証する数値例を記す．実験は MATLABで行い，二つの問題例に対し

て TLS型動的モード分解の計算手法の収束性を検証した．

1つ目の問題例では， m= 200,r = 2とし，標準正規分布による乱数行列の QR分解により列が直

交する行列 QE良mxrを生成し，

A= Q [~1~] び，
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とする．さらに， mxnの乱数行列 W を発生させ， X= AW, Y = AXとする．このとき X,Yは

ともにランク r=2の行列となる．そして，各要素に独立に，平均〇，標準偏差 0.1の正規分布で

ノイズを加えたものを X,Yとする．この X,Yをもとに，サンプル数 nを変化させながら TLS塑

動的モード分解を計算した結果が表 1の厳密な低ランク行列に対する結果として記されている．固

有値の誤差は， Aの真の固有値と計算された固有値の差の二乗和の平方根で計算している．固有ベ

クトルの誤差も同様で，複素数になることに注意して，固有ベクトルの真値と計算値の内稜の絶対

値を計算し，これと 1との差を誤差と定義している．行列の誤差は式 (4)で定義する Ausを用いて
IIA -At1sllF/IIAIIFと定義する．表の結果はこの計算の試行の 100回の平均であり，サンプル数 n
を大きくするほど誤差が減少していくことが確認できる．この問題例では， AをTLS問題の最小ノ

ルム解で与えているため，理論的な収束性が観察しやすいものとなっている．

2つ目の問題例では，多くの実験検証を行っている [7]を参考に正弦波を用いた．ここでは基本的

な性質を検証するため，実際には [7]におけるものよりも単純な [17,§2.3]の間題例を参考に

f(x, t) = sin(x -t) exp(t) 

を対象にした．上式で xが空間座標， tが時刻に対応し，空間方向は0::;X::; 27rをm 分割し，時間

方向は 0::; t ::; 1r /2をn分割して離散化されたデータをもつことにする．そして 5t= 1r/1000とし

て， XE野mxnが離散点叩 (i=l,... ,m), ら(j=l,... ,n)における f(叩，ti)(i = 1, ... ,m,j = 

1, ... , n)の値からなる行列で， YE股mxnが f(x,t+Jt)(i = 1, ... ,m,j = 1, ... ,n)の値からな

る行列である．ノイズは行列の各要素に独立に標準正規分布で与え X,Yとする．先の問題例と同様

に， X,Yに対し，空間次元は m=200とし，時間方向がサンプル数 nでありこれを変化させなが

らTLS型動的モード分解を計算した結果が表 1の正弦波の離散化に対する結果である．この例から

も，サンプル数 nを大きくするほど誤差が減少していくことが確認できる．ただし，この問題例で

は，真の解となる行列 Aを [17,§2.3]における定義で与えたため，離散化の違い（サンプル数 nの

違い）により行列 Aが変動し，純粋にノイズの影響のみが誤差に現れているとは言い難<, この点は

慎重な議論を要する．

6 まとめと今後の課題

本稿では，近年注目されている動的モード分解について，統計的な意味での漸近解析を軸にした場

合の研究の歴史的経緯を明確にした．動的モード分解の研究と別途ではあるが， Gleser[8]に誘発さ

れたランク制約付きの TLS問題に対する計算手法の漸近収束性 [11]が数値線形代数の研究成果とし

て存在し，この結果を基に TLS型動的モード分解の収束性を示した．加えて，上記の漸近収束性の

数値実験による検証を行った．

動的モード分解の本格的な漸近解析を行う上で，統計と数値線形代数がどのように関わってくるの

か，本稿でその議論のきっかけを与えることができたであろう．しかしながら，直ちに気づく課題と

して， TLS問題の解の行列 Aがランク落ちする場合，解は一意ではなく TLS型動的モード分解の

計算手法で得られるのは最小ノルム解に対応する固有値・固有ベクトルであるが，最小ノルム解は動

的モード分解において適切かどうか不明である．もう一つの論点として，本稿で示した収束性は行列

としての収束性であり，安直に固有値・固有ベクトルの収束性を断定できるであろうか．特に，対角
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化不可能な行列の固有値問題の解の数値計算は困難であるが，動的モード分解において同様の困難が

生じるかどうか議論の余地がある．以上の疑問点を解決し， TLS塑動的モード分解のよさを数学的に

保証するのが，筆者による最新の結果 [1]である．

上の結果により， TLS型動的モード分解に対する最低限の理論基盤が与えられたことになるが，こ

のことは多くの研究課題を示唆してる．例えば，本稿では合成作用素の性質を基に単純なノイズの確

率モデルを与えたが，このモデルの適性も議論の余地がある．また，本稿では TLS型動的モード分

解のみを考察したが，冒頭で述べた通り動的モード分解には様々な変種が存在し，特に，ノイズに強

いと考えられている変種に対して本稿で示したような漸近解析を検討する価値はある．これらの変種

は， TLS型動的モード分解と同様に何らかの最適化問題に基づいており，それが最尤法として適切な

定式化であれば収束性（一致性）を有することになる．その意味で優れた計算手法を新たに開発する

ことも今後の課題と言える．以上の論点はアーノルディ過程に基づく動的モード分解に対しても当て

はまる．数｛直線形代数の観点から言えば，アーノルディ過程には，歴史的に多項式の零点の数値計算

に関する古典的な技術に端を発し，多くの研究の蓄積があるため，研究の切り口や論点は見出しやす

い可能性がある．筆者に思いつくだけでも様々な研究の方向性があり，整理して記述することさえ難

しいが，他にも論点は多々あると思われ，今後の研究の進展に期待したい．
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