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遠アーベル幾何学の数論的位相幾何学に向けて

(Toward anabelian geometry in arithmetic topology) 

By 
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Abstract 

本稿は研究集会「代数的整数論とその周辺 2024」での講演内容に基づいており，現在進行中

のNadavGropper (U. Haifa/ U. Penn.)とYiWang (U. Illinois)との共同研究 [GUW25]の内
容を主とする．結び目と素数（素イデアル）， 3次元多様体と代数体の整数環の類似性に端を発する
体系的な研究—数論的位相幾何学—の文脈で，素数あるいは素イデアル全体の集合の類似物と見

られるような無限絡み目を 3次元多様体上に固定すると，遠アーベル幾何学の出発点の 1つである

N eukirch-U chidaの定理の類似が定式化できる．その詳細と，関連する幾つかの事柄を報告する．
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§ 1. Introduction 

素数と結び目，代数体の整数蹟と 3次元多様体の類似性は， Gaussの時代から重要

な役割を果たしてきたと考えられる．現代においては， Mazurが最初に文献 [Maz64]で
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岩澤理論と Alexander-Fox理論の類似性を指摘し，後に Kapranov[Kap95], Reznikov 

[Rez97, RezOO],森下 [Mor02,Mor12, Mor24], Kim [Kim20]等々によって様々な類似性

が辞書の形に整理・体系化されてきた．

この観点から， Artin—高木＋Chevalleyによるイデール的類体論の類似が，無限絡み H

を固定した 3次元多様体に対して定式化されている [Nii14,NU19, Mih19].さらに，素数

や素イデアル全体の集合の類似物についての研究が， Mazur[Maz12], McMullen [McM13], 

本稿著者 [Uek21a,Uek20, Uek21b]によって与えられている．

以上については， RIMS講究録別冊から出版予定の 2019年度の同研究集会の報告集

に， H本語での概説 [NU25]が掲載予定なので，そちらを参照されたい．なお，イデール的
類体論の類似の研究については，その後の進展として Hilbert記号の類似 [NU23],Hasse 

ノルム原理の類似 [Tas25b],イデールを用いた Iyanaga-Tamagawa型の種数公式の類似

[Tas25a]といった新しい結果も発表されている．

§ 2. Neukirch-Uchidaの定理

さて，こうした文脈の先に，京都や大阪などを中心に近年盛んに研究されている「遠

アーベル幾何学」の出発点の 1つである，古典的なNeukirch-Uchidaの定理の類似を定式

化することができる [GUW25].以下に概略を述べる．まず，数論側の定理は次のように述

べられる．

定理 2.1(Neukirch-Uchida [Neu69b, Neu69a, Uch76], [NSW08, Theorem 12.2.1]). 

Qの代数閉包豆を取る． E,Fを代数体，つまりQの有限次拡大とし，C内に固定されて
いるものとする．もし同型cp:Gal(ij/E)~ Gal(ij/F) があれば，自然な同型 E~F が
ある，すなわち，元び EAut豆であって， F＝(J'(E)であり，かつ oがゃを導くようなもの
が一意的に存在する．

今回は主に，文献 [NSW08]の議論を参考に研究を行った定理の証明の鍵は，無限

次拡大に対する Hilbertの分岐理論， Tate-Poitou双対性， Chebotarevの密度定理であり，

とくに次が大切なステップである．

定理 2.2([NSW08, Theorem 12.2.5]). F/Qを有限次Galois拡大，E/Qを有限次
拡大とする．もし E/Qに被覆次数1の素因子を持つような全ての素数pE QがF/Qに

おいて完全分解するならば， FcEである．

さて， M を有向連結閉3次元多様体とし，基点 bMと，可算個のtameな連結成分から

なる絡み目 K= uiEZ>o凡を固定する． Kの有限部分絡みHで分岐する有限次分岐被覆の
全体を Cov(Mぷ）と書く．（Mぷ）の絶対Galois群を Gal(Mぷ） ＝四hECov(M,JC)Gal h 
によって定める．このとき無限次被覆に対する Hilbertの分岐理論が定式化できる(§ 3). 

さらに KがChebotarev則を満たすとする(§ 4).このとき Kは安定Chebotarev的

である，つまり任意の hE Cov(Mぷ）に対し，逆像h―l(K,)は再びChebotarev則を満た

すことが示される．定理2.1の類似は以下のように述べられる．
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定理 2.3([GUW25]). G1, G2をGal(Mぷ）の開部分群， h1,h2 E Cov(Mぷ）を対

応する分岐被覆とするもし位相群の同型'P:G1 ~らがあれば，分岐被覆自然な同型
h1竺加がある，つまり，ある aE Gal(Mぷ）であって， h2oび＝加であり，かつびがゃ

を導くようなものが一意的に存在する．

大切なステップである定理2.2の類似は次のようになる．

定理 2.4([GUW25]). h1, h2 E Cov(Mぷ）とし，柘はGaloisであるとするもし，

h21(K)が被覆次数 1の連結成分を持つような全ての結び目 Kc/Cが加でも完全分解

するならば，加は柘を経由する．

いったん定理の主張が眼前に現れれば，類似性の体系化を目指す研究の文脈上に，今

後取り組むべき仕事が数多く見えてくる．ちなみに，［Neu99,Chap.VII]末尾の記述によ

れば，代数体の拡大において分解する素イデアル全体の集合を決定することは一般には非

常に難しく， “Langlandsphilosophy"の一部であるらしい．

また，トポロジーの側では双曲多様体が基本群の同型類から決定されるという Mostow

剛性が古典的によく知られており，また近年は基本群の副有限完備化の同型類からの復元

問題が盛んに研究されているが [Reil8, BJZR23],このような大きな群の部分群に関する

剛性定理は新たな視点であり，類似性の文脈から離れてなお興味深いように思われる．

本稿では証明の詳細には立ち人らないが，ポイントである Hilbertの分岐理論と Cheb-

otarev則について，それぞれ解説していく．

§ 3. Hilbertの分岐理論

学部生向けの導入 最近何度か，学部生向けの Galois理論の講義を担当させていただける

饒倖にあずかった改めて理論の良さを享受することができ，拙い解説を聞いてくださっ

た学生たちには大変感謝している．さて，そこで思いついたクイズから始める．例えば

凶涅Q(v'2,v'3)

を証明せよ，と言われたら，どんな方法で答えたいだろうか？Kummer理論の婦結と見る

のが良いと考える人もいれば，初等的な方法だけで再帰的に示せるということに良さを見

出す人もいるだろう [Sek16]（個人的にはこれが好き）．あるいは，これはひょっとしたら良

い証明ではないかもしれないが，幾何的な直感のもとで理解する方法の一つに， Hilbertの

分岐理論がある．

例えば，体の拡大Q(《コ;)/Qを考えると，整数環の拡大Z[《コ;]/Zにおいて素イデア

ルの振る舞いは分解 (2)= (2, 1 + ✓コり (2, 1- ✓コi），分岐 (5)=(《コ5)巴惰性（7) = (7) 
の3パターンに分かれる．

同様に， 3次元多様体の 2次分岐被覆h:M→炉を取れば，一般的な位置にある結

び目 KcS3の振る舞いは，分解 h―1(K)= K1 UK2，分岐 h―1(K)= K (K上の被覆次
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数は 1で，メリディアンの被覆次数が2),俯性 h-1(K)= K (K上の被覆次数が2)の3

パターンに分かれる．以下では，トポロジー側に限って話を続ける．

有限次Galois被覆の場合 基本的な文献は [Uek14,Section 2], [Mor12, Section 5.1]で

ある． h:(N, bN)→(M加）を 3次元多様体の有限次分岐Galois被覆， LCMを分
岐絡み目とし， hのY=N-h―l(L)への制限を h:(Y，的） → （X,bx)と書く．すると
Galh = Deckh竺1r1(X, bx)/ h* 1r1 (Y.，的）となる．

KcM-Lまたは KcLであるような結び‘目 Kを取り， K'ch―l(K)を逆像の

連結成分とする． K'の分解群DK,と惰性群IK,を

DK,= {g E Galh I g(K') = K'}, 

IK, = Ker(DK,→ Gal(hlK')) 

によって定める．これらは Galhの部分群である．

阪を K の管状近傍とすると， D〖竺 Gal(hlavK,) = 1r1(a阪）／h*1r1(8VK1)となる．
Kのメリディアンと任意に選んだロンジチュードをそれぞれμ，入と書けば， 1r1(8VK)= 

〈μ,入|[μ，入］〉竺宏，また

DK,= 〈µ,入|[µ，入］，µ←入り~ Z/eZ x Z/JZ, 

IK, =〈μIμり

となる．ここに e,fはそれぞれK'の分岐指数と被覆次数を表す．

部分群の列{e}:S:IK’ さDK’ さGalhに対応する hの分解を Mh→T→Z→M と
書けば， KはZ→M で完全分解， T→Zで完全惰性， Mh→Tの中で完全分岐となる．

無限次Galois被覆の場合 以下は [Was97,Appendix, Section 2]の類似と見られる．

Section 1のように (Mぷ）を取る．集合Cov(Mぷ）は，固定された普遍分岐被覆の

商として得られる分岐被覆の全体を考えれば，甚点付き有限次分岐被覆の同型類の全体の

完全代表系となる． hE Cov(Mぷ）がGaloisでなくても， hを経由する極小の Galois被

覆の Galois群として Galhを定める．

Gal(Mぷ）は群

術(Mーに加）＝四印M-L,b叫

と自然に同型である．ここでLはJ(の全ての有限部分絡みHを走り，命(M-L,bM)は位
相的基本群の副有限完備化を表す．

各h:(Mh,bり→ （M,加） ECov(M,/C)に対し応＝ h―l(JC)と置けば， Galois対応
により， Gal(Mぷ）の開部分群G(h)= Gal(Mh，応）と hが対応する．

いま k € J(とし，斥＝（応）hをCov(Mぷ）における結びHの逆系とする． Galois
の推進定理により， Galhの部分群である惰性群IKhと分解群D応たちは自然に逆系を

なす． Kの惰性群と分解群を， I斥＝担馬IKh,DK＝担翫DKhによって定める．これら

はGal(Mぷ）の部分群である．自然に IR竺Z,D斥竺 z2となる．
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§ 4. Chebotarev則

定義と具体例を復習し，幾つかの新しい結果と議論を述べる．

定義 4.1(Chebotarev則）． 3次元多様体M 内の結び日 (S1の埋め込み）の非交

列 (K』 =(Kふ€応。を考える．各 n E N>oとj>nに対し， Ln= Ui:c;nKnと置き，

1r1(M -Ln)における氏の共役類を [Kj]と書く．任意の nEN>O，任意の有限群への全

射準同型p:1r1(M -Ln)→Gと任意の共役類CcGに対し

#{n < j S v I p([Kj]) = C} #C 
lim = 
V→OO U #G 

であるとき，（Ki)は Chebotarev則に従うという．

例 4.2（惑星絡み且 [McM13]). 穴開きトーラス配摩— {O} 上の A=C ~) 
倍写像を考えると，そのmappingtorus X =（配／Z2-{O}) x [O, 1]/(x, 0)~(Ax, 1)は， 8

の字結び目の補空間S3-41と同相である．懸垂流罠へXがt:(x, s)→(x,s+t)によっ
て定められ，その閉軌道たちを一般的な計鼠のもとで長さで順序付けると， Chebotarev則

に従う．そこに 41を込めることもできる．

注 4.3（モジュラー結び目と Lorenz結び目）． 上半平面の商H/PSL迄の単位接束

は三葉結び‘目の補空間S3＿ふと同相であり，そこに定義される測地流の閉軌道はモジュ

ラー結び‘目と呼ばれる．モジュラー結び日が Chebotarev則に従う，と以前に書いたが

[NU25],実は当初想定していた議論には誤謬があり，より繊細な議論を要することがあっ

た懸垂流の場合と比べ，この測地流は oo-fillingによって得られる s3上の一般化された

擬Anosov流に延長されない．自然に伸ばすと，出は 4つの heteroclinicな軌道の合併と

なる．さらには， 31C S3に沿った Dehn手術の結果は双曲多様体にならない(cf.[Sul13]) 

ので，適当な手術によって双曲多様体を作るという懸垂流の場合の議論が適用できない．

代わりに， Tsang[Tsa23, Remark 6.7]によって明示的に構成された Markov分割がカス

プ付き orbifoldにも適用でき，すると McMullen[McM13]の議論を直接適用できる，とい

う方針が考えられる ([Uek21b],最新版）．

モジュラー結び目と Lorenz結び目には密接な関係がある．脱3内の古典的Lorenz流は

dx dy dz 8 
亙＝ lO(y-x),亙＝ 28x-y-xz，亙＝ xy-~z 

によって定義される [Lor63].この軌道について，ある幾何的なモデルがあり (cf.[BW83]), 

その閉軌道がLorenz結び目と呼ばれている． Tucker[Tuc99]とGhys[Ghy07]の結果に

より，モジュラー結びHの全体とふからなる集合は， Lorenz結び‘Hの全体と位相的に同
じものであるただし， Lorenz流の閉軌道には， Lorenz結び目でないものも含まれている

ので注意が必要である (Bonatti-Pinsky[BP21], Pinsky [Pin23]). 

適切な L関数を考察することで，一般に次の事実が示される．
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定理 4.4([GUW25]). (K』が Chebotarev則に従うとき， K= LJiKiとすると，

h E Cov(Mぷ）に対し，逆像h-l(K,)もまた Chebotarev則に従う．

次は [Neu99,Chap.VII Corollary 13.6]の類似である．

定理 4.5([GUW25]). h E Cov(Mぷ）に対し， hで完全分解する結び目の密度が

孟である←⇒hがGaloisである．
iff 

注 4.6(Bauerの定理）． より一般的なBauerの定理[Neu99,Chap.VII Proposition 

13.9],またそれに連なる部分の類似も，同様のレシピによって論じることができる．

注 4.7(p進類数と Lang-Trotter予想）． pを素数とする代数体のZ/p咬；拡大の
列において，類数がp進的に収束することが知られている．この事実は， Sinnotによって

特別な場合について 1985年の岩澤理論の研究集会での講油のなかで指摘され，論文中で

はHan[Han91, Theorem 4]によって最初に述べられたまた，そのしばらく後に，一般

の大域体の場合について，p進極限について結果がKisilevskyによって与えられた [Kis97,

Corollary 2].近年，吉崎によってp進収束の現象が再発見され[Yos23,Theorem 5.3] (see 

also [Yos25b]),結び目や楕円曲線の場合などの体系的な調査が [UY25]にまとめられ，尾

崎 [Oza23]によって一般の副p拡大の場合のp進収束も示された．

ここで「結び目の場合」とは，結び目で分岐する 3次元多様体の分岐Z/p咬：被覆の列

(Mpn→M)nにおける凡(Mか Z)やその non-p部分のトーションサイズのp進収束を
意味する．この結果も， z:被覆の場合へと拡張されている [TU25,Yos25a].なお，この極
限値は Kionkeによって提案されたp進トーションという位相不変量と密接な関係があっ

たり，一致していたりする [Kio20,Yos25a]. 

論文[UY25]での指摘によれば，楕円曲線において素数pがsupersingulerであること

とp進極限が1であることが同値であり，この観点から，絡み方についての均一分布定理

(Chebotarev則）を満たす無限絡み目に対する Elkiesの定理やLang-Trotter予想の類似

を定式化できると考えられる．

注 4.8（絡み目の密度）． Chebotarev絡み目の中での mod2のオリンピック絡み

目の密度について [NU25,Uek20]で論じたが，絡み目の密度の定義については大きな深化

の余地が残っていた大変興味深いことに，数論の側で「x以下の素数3つの組であって

条件を満たすもの」を考えて x→ ooとしたときに Borromeanprimesの密度が 1/27と
なることを示すには，一般化されたリーマン予想が必要らしい [IKZ25].また素数2つの

組の密度についても，密度定理に現れる関数の，少し深いところまで見る必要があるらし

い．なお素数の組の密度は [DKM23,Section 8]でも論じられている．

とすると，我々の Chebotarev絡み目の定義は，素数全体の集合の類似物が満たすべ

き条件としては，まだ弱い可能性がある．実際の具体例は，素数定理の類似から性質が示

されるので，そこには探求すべき事柄が残されていると考えられる．
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§ 5. 研究の経緯など

そんなことには興味がないという読者も少なくないとは思うが，研究の人間的な側面

を記録しておくことが将来の振り返りに役立つ場合もあると考えられるので，敢えて冗長

さを厭わず，いま憶えている範囲で，ここに書き留めておくことにする．

COVID-19の影響が一段落した後，フットワークを回復せねばと考えて，積極的に海

外出張を行うように心掛けた今回の研究は，その時期に新しく始まった関係性に基づいて

いる． NadavGropperはMinhyeongKimのOxfordでの弟子で， 2023年3月に Scotland

のEdinburghで開催された ICMSworkshop -Gauge Fields in Arithmetic, Topology & 

Physicsで初めて出会ったそのあと 3月に福岡でのLDT&NT,6月のCanadaのMontreal

でのgeometricgroup theoryのサマースクールと SpainのMadridでのprofiniterigidity 

の研究集会， 2024年4月に再びEdinburgh,2025年3,4月に大阪のLDT&NT +anabelian 

で会って議論を重ねてきた YiWangは TedChinburgの U.Penn.での弟子で， 2023年

6月に Madridで最初に出会い，以後，自分は直接は面会していない． NadavとYiは時々

会って議論している様子がある．

Neukirch-Uchidaの定理の類似についての overleafprojectは 2024年3月14日に

開始された． Nadavに指摘されて考えてみれば，これまでに築いてきた類似理論が，ほと

んどちょうど甚本的なレシピを与えていて，まさに自分が次に取り組むべき課題だった．

いずれ役に立てばと思って以前の論文に書いておいた部分が役に立つなど，嬉しいことも

あった各種ライフイベントなども挟みつつ， FacebookのmessengerやDiscord,Zoom 

などを使って断続的に議論を続けてきた．とくに大きな進捗があったのは， 2024年4月

のEdinburgh,2025年 1月の京都での集会直前， 2025年3,4月の大阪という 3つの時期

だった

コロナ禍の一時期は，オンラインで何でもできるような気にもなっていたが，いざ日

常生活が再開してみると，誰かと直接会って顔を見て話をすることの，研究上の着想や思

索への影響は非常に大きく，研究集会のような場の意義を改めて感じている．

一方で，例えば乳幼児などが家庭にいるなど様々な要因があれば，必ずしもいつでも

気軽に旅に出られるわけではない．一時期は沢山あったオンラインやハイブリッド形式の

研究集会が徐々に減ってきているが，それらもある程度は引き続き存在していたほうが，

様々なライフステージで研究が続けやすい，ということも改めて指摘しておきたい．

海外に共著者を持つと世界情勢へのアンテナの感度が高まる． 2023年 10月の某Hか

らしばらくして， SNS経由の生の情報に疲れて，ついに十数年ぶりに家庭にテレビを導人

するに至った 2024年3月に子供が生まれ， 2024年度秋からは子連れ通勤の開始に伴い

夜型から昼型へと活動様式が矯正されたこれは幾分ドラスティックな環境変化といえる．

人間の活動として数学を捉えるとき，こうした個人的な事柄も無視できない．
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121

騎男先生，中村博昭先生，山下剛先生），また共同研究者である NadavGropper, Yi Wang, 
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