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反応拡散系に現れる微細なパターンと Young測度

大下承民

東京大学大学院数理科学研究科

1 序

本稿では， FitzHugh-Nagumo方程式

(FH-N) 

Ut=ε2ムU-F' ( u) -v in 0 x 1R¥ 

TVt =ムV+u-γV-m in 0 x 1R+う

θuθu 
on θQ×R+? 

δn 8n 

または， Cahn-Hilliard-Oono方程式

(l.la) 同=ーム(ε2ムu-F' ( u )) -(u -m) in 0 x 1R +う

、、‘，，，，
唱

b
唱
E
ム
T
i
 

/，，‘、 空竺=笠坐2= 0 onθQ×R+? 
δηθη  

(l.lc) 。(t)ニよい(x，t) dx = m for t三0
101 Jo 

の定常問題を考察する.但し T，e，γ>0は定数， 0 C 1RN (N三1)は滑らかな境界を
もっ有界領域， θ/θη は外向き法微分 m は定数，Fは関数で

(A) m ε(0う1); 

(F1) FεC3(1R)， F(O) = F(l) = 0く F(s)VsεR¥{Oぅ1}ぅF"(O)F勺1)チO.

を満たすとする.

(FH-N)方程式は民りを 2種の物質【人 Vの濃度を表す変数とみたとき， BZ反応のよ

うな化学反応に現れる空間パターンの特徴を数値シミュレーションによって
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再現することができる*1 また， Cahn-Hilliard-Oono方程式は， 2種の高分子鎖が連

結した高分子共重合体はの相分離問題のモデルとして知られている.これらの非線形反応

拡散方程式においては，ある条件下で複雑多様な構造をもった空間パターンが出現する.

ここでは， εをOにする特異極限問題を考える.これは，生物の形態形成の観点*3から

も重要なパラメータ一範囲である.F'(u)のような双安定非線形項をもっ場合にこの特異

極限を考えたとき，次のような相分離パターンが現れることが多い.すなわち，領域は，

uが 1に近い領域 01 と0に近い領域。。の2つの相領域に分かれ，その残りの領域が

薄い層(遷移層)となったパターンである.極限では，遷移層の幅は Oに近づき，一般に

界面と呼ばれる領域内部の不連続面が生じる.これについては，類似の方程式で多くの研

究がある刈.これまでの研究の多くは粗いスケールのおとなしいパターンが中心だった.

しかしながら，ある種のスケーリングにおいては解がずっと複雑になることが数値シミュ

レーションによって確認されている.振動の激しさが増していく 一種の「微細な構造を

もった1'¥ターン」である.

本稿では，微細パターンの局所振動の様子を“ヤング測度"で表現する.次に，空間次

元が2以下の場合に，微細パターンの構造について調べる.

2 1次元 Cahn-Hilliard-Oono方程式の場合

u = u(x， t)が(l.la)，(l.lb)を満たすとき uはUt= -(u -m)を満たすから，長は

m に指数的に早く収束する.ここでは長 =mの場合を考える.

f(u) = F'(u)とおく .N = 1，0 = (0，ののとき(1.1a-1.1c)は

(2.1) 町=-(ε2uxx -f(u))xx -(u -m) in x ξ (O，f)， t > 0 

(2.2) ux(x， t) = uxxx(x， t) = 0 for x ε{O，f}， t三0

(2.3) 。=jfudu==: for t > 0 

となる.

ω=ω(x， t)を

(2.4) 
(叫←トニ一一仇幻xx+ fλ+リ哨f六仇(
ω(いx，tの)=ωZ口x(いx，tの)二o for x ε{O，f}， t三0

本 1FitzHugh-Nagumo方程式のパターンについては.[2， 14， 21]を参照.

本2実験 [19].モデリング [3，22， 33].概説 [4，18].数理解析は最初に [30].その後 [10，11， 13， 16， 20， 

32， 37， 38， 39]にある.
添3均一な状態、が拡散によって不安定化して周期構造が現れるという拡散誘導不安定性が，生物の斑点や縞模

様を形成するという考え方

本4[5， 6， 7， 8， 15， 17， 23， 28， 31， 35， 41， 42， 43]を参照.
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の解とするとき ，u=m一切zは (2.1-2.3)の解である.

汎関数

GEE(ω)=hM+F(m一切川内7 凹ば2川 nHJ(O， f) 

を定義する.

命題 1ω を (2.4)の解とするとき，

iGEt(ω) = -li ( W，) 2 dx "" 0 
が成立.各 ε，f>0に対して

Ge，f(ωe，f) = inf . Ge，f(ω) 
tぽ H2(O，f)nH6 (O，f) 

を満たす ωe，fεH2(0，f) n HJ(O，のが存在する.また， ωE:，fは (2.4)の定常解である.

2.1 スケール変換

f>Oを固定して極限 ε→ Oでの Wεtの振る舞いを調べたい.次のような変数変換

x=fνぅ νε(0う1)

を行うと，

6=??f=Lε1/3 

川)ニト(f外 GE:，f(ω) = c<TO，L(W) 

<TO，L(W) = / %(Wyy)2 + ~F(m -Wy) +与W2dy
JO 

となることが容易に分かる.まず，L > 0を固定して極限 6→ 0を考察することにより，

ε→o (f :固定)のとき何が起こるかを推測することにしよう.

2.2 <Td.L のF一極限

F(m-Wν)を小さくするために，Wνrvm または m-1でなければならない.

[0ぅ1]全体で Wνrvm または Wyrv m-1は，W の境界条件 W(O)= W(l) = 0を満

たさない.そこで，Wyが m-1とmの聞を遷移する領域が存在するはずである.遷移層

の幅は 6スケールである ([6]参照).実際，遷移層の近くで Wν(y)rv m-Q(:1:(ν-z)/ 6)， 

ここで Zは遷移層の位置， Qは

f Q(と)-f(Q(ご))= 0 う V~εRう
(2.5) ~ 

1. Q(-∞) = 0， Q(∞) = 1ぅ JIR~Q(ご)dご =0

-81-



講義ノート

の一意解である.最後の式は正規化条件であり，

，0 ，∞ rQ(O) r1 1 _c  

(2.6) I (2ニ I(1 -(2)宇中 I I~ ~ / ， ds = I ~ 
J-∞んん J2F(可 JQ(O)J2F(s) 

と同値である.各遷移層に対してがWyy)2+ ~F(m -Wy)の積分は，およそんがQ)2十

F((2) df" =σ， 

σ:=J1南 ds

と近似できる.

極限 6→ Oでは遷移層の幅は Oに近づき界面とよばれる“不連続点"が生じる.次の

(W1)， (W2)を満たす W=W(ν)全体の集合をふ CW~ ， l(O ， 1)とする.界面を k個

もつ関数のクラスである.

(W1) W ε W~ ， l(O ， 1)は連続折れ線関数，W(O) = W(l)ニ O.

(W2) Wy は [0 ， 1]\ {Yi}~l (0く Ylくぬく・・・く仇く 1)内で m とm-1を交互にとる.

汎関数 φO，L: W~ ， l(O ぅ 1) → [0ぅ∞l を Wε Sk のとき，

争O，L(W)= kσ+吋1W2du， σニバ1再 ds

とし，W ε W~ ， l(O ， 1)¥U之1Skのとき， 争O，L(W)=∞と定義する.
争O，L と争δ，L (d→ 0)の関係について， if-極限Jを利用した厳密な定式化がModica-

Mortolaの結果 [25]から得られる (f一極限の概念を利用するために φO，L と <Td，L の
定義域を共通の W~ ， l(O ， 1) にする必要がある .W ε W~ ， l(O ，1)¥H2(0， 1)に対して

<Td，L(W) =∞として，<Þ ð ， L を W~ ， l(O ， 1) 全体へ拡張しておく.そうすると W~ ， l(O ， 1) 

上の汎関数として f-極限を議論できる.)

2.3 Minimizers of <TO.L 

L三0を固定して争O.Lの minimizerを求めよう.WεSkが

{αoY Yι[0，ν1] 
W(y) = ~ αi (yー些守i+l)+ Pi υε [Yi， Y川]， 1三t三k-1
{αk(Y -1)νι [Yk，l] 

を満たすとする.ここで，向 (0::; i ::; k)は，m>Oとm-1く Oを交互にとるとする.

W(O) = W(l) = 0ぅW(些弓i+l)= Pi (1三i三k-1)に注意する.Yo = O，Yk+l二 1，
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hi = Yi+l -Yi (0 ::; i三k)とおく. 1三i::;k-1に対して

f+l W2(U)du=ι(αiS + Pi)2 ds 
=2f/2(αゲ +P;) ds 

=守+d
また m と1-mの調和平均を α(ニ 2m(1-m))とすると

だから，

111  
一一-

2:ail ' 21αi+llα' 
0く tく k-1

バ1W2(U)dyニ学+2222+2竿守子2+z仇
= 占( 互罰右t走古廿:え品;司df刊i戸戸(ρ2

「非線形数理冬の学校」

川 三寸叫占可刊(←トいhoいOけ+苦z子hん川川t汁i+ hk叶叫h仇k)"/ベ(布+zU古+2罰ヰ古剖t志白吋:主おサi可d1) ) 
=占(剖/{三(訪+出)}ニ長

ここで，不等式

乞 3'-(2: OiAi)3 
Oi入
t - (2: Oi)2 

を使った.また， (2.7)の等号成立は， Pi二 o(1三t三k-1)， 21αolho二 |αllh1=...=

|αk-llhk-1 = 21αklhk =α/kのときであり，これは αo=mか α0=m-1に応じて2
つの場合がある.αo=mの場合を W=W:，α0=m-1の場合を W=Wk-とおく.

wJは半周期 l/kをもっ関数である.すなわち [O，l/k]に制限したものを対称に折り返
して周期拡張したものと一致する.

L 
μ=子?

とおくと，各 k= 1，2ぅ・・・に対して，

L' = (さ)

争O，L(可)=σ (k+ ;~'2) 
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この右辺を E(k，μ)とおく.

f. 1¥f k2+k ¥2/3 
μk=1κ十一 II ，') ， ， ， ~ 1. I ¥一， 2)¥k2 + k + 1/4) k = 1，2，・

に対して， μ=μたのとき ε(k，μ)ニ E(k+ 1，μ) ，μく μkのとき ε(k，μ)< E(k + 1，μ) ， 
μ>μkのとき E(kぅμ)> E(k + 1，μ)である.また，

μkε (k，k+1)， k=1，2ぅ・・

に注意する.μ0=0として，次がわかった.

命題 2 (i)φ0，0の nlIninlIzerはwf.
(ii)μ= L/L*ε(μn-1，μn)， nど1のとき，争O，Lの ill1山nizerはwt.
(iii)μ = L/L* =内， η 三lのとき，<TO，Lの凶山nizerはwιw乙1・

f>Oを固定して極限 ε→ 0を考えるのが，本来の目的であった.L/L本 ε(μη-l，l1n]
となる η に対して切e，i(X)が W!(x/f)と同じ周期 2f/η をもっと仮定すると，その周期

は4L*ε1/3/ij3を超えないことがわかる.従って， ε→o(f :固定)のとき ωυ が激し
く振動していくことが予想される.

3 微細構造パターン

以後 γ三0を非負の定数として， (l.la)-(l.lc)の定常問題 (γ=0のとき)と (FH-N)

の定常問題 (γ>0のとき)を統合して考察する.

3.1 汎関数

本節では汎関数を定義する.まず

K = {(u，υ)ι (H1 (0，))2 Iームυ+γυ =u-m in 0"竺 =0
on 

on θD} 

とおく .i>Oのとき，各 UεH1(0，)に対していうり)εKとなるりは一意に定まるの

で，汎関数

r (E2 ，_  ，') 1， r) ， _  ，r)， i 
(3.1) E(U，E) = I ~ -" l¥7ul辺+F(u) + ~(ìV~ + l \7vlつ~ dx， (u，υ)εK 

JDL2' 2" '/J 

が定義できる.γ=0のときも E(.，E)はい ζ H1(0，)I市んu=m}上で well-defined
である.
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(3.2) 

Eのオイラー・ラグランジュ方程式は， γ>0のとき

(品川)-υ=0 in n 
ムυ-iV + u -m = 0 in n， 
立竺一立主=0 on an. θη ー θη

また γ=0のときは，制約条件合んu=mからくるラグランジユの未定乗数を入と

して

(3.3) 
(仙-F'(u) -V =入川
ムυ+u -m = 0 in n， 
立笠ー立主ニo on δQ θη 一 θη

となり， (l.la)-(l.lc)の定常問題と一致する.

注意

I(山 )k{E;1日 |2-jlb|2+印 )+ω-γ-mv} dx 
とおく.叫りを独立に考えたときの Iのオイラー・ラグランジュ方程式も (3.2)と

なる.

(u，む)εK==> I(u，叩)=E(U，e)

がわかる.なぜならい?り)εKのとき，ームV+γV=u-mの両辺にりをかけて，

Q 上積分すると，

k l'Vvl2 +γ何=え(u一山z
だからである.

3.2 微細パターン

E(・?ε)は，H1 ノルムに関して弱下半連続であり，コアーシプでもあるので，各 ε>0

に対して，

(3.4) E ( U e ， e) = ， i~f _ _ E ( uぅε)ぅ (Ue，Ve)εK
(u，v)ξK  

を満たす関数(ぜうが)εKが存在する.

本節では ue はε→ Oのとき 0と1の聞を激しく振動し，その局所平均は m に近づ

くことを示す.次の結果が成立する.

定理 1(A)， (Fl)および

(F2)ある定数 C1，C2> 0に対して，F(s)三C1S2- C2 for all s εIR. 

F
h
d
 
oo 
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を仮定する.(Ue，りe)を(3.4)の解とするとき次が成立.

(i)連続関数 hεC(IR)に対して，{h(ue)}が ε¥、oのとき L1(n)で弱収束するなら
ば，弱極限は関数

h(x) = (1 -m)h(O) + mh(l) 

である.

川任意の hE Co(R) := {ρεc州lk内)ニo}肌て，八Oのとき
h(ue)ム瓦(x) = (1 -g ( x ) ) h (0) + g ( x ) h (1 ) weak女 inL∞(f2) 

である.

注意 h εCo(IR)のとき，h(x) = fr~. h(入)dμ(入)とかける.但し，

μニ (1-m)do + mdl 

はR上の確率測度である.族 ν={μ}託 Q は， ε→ Oのとき d が生成するヤング

測度と呼ばれる.これは 各 Z の近くでピがある特定の値をとる確率の極限であ

る.今の場合 xの近くでランダムに点を選んだときのいε}の値の確率分布は，

極j浪においては， 0をとる確率が 1-m，1をとる確率が m，それ以外の値をとる確

率が 0ということである.これは直感的には次のことを示している.ε → Oのとき，

d は， 0または 1の近くに値をとりつつ，その局所平均は m に近づく.そのため，

d はOと1の聞を激しく振動していく.

定理 1の証明:まず，次を示す.

補題 11ime¥、oE(ue，ε) = O. 

証明.

Qε(x) = qε(Xl)う x= (Xl" ・.，xη)εQ 

とおく.但し，

R

R

 

ε
ε
 

η，

s
 

、、、，
a

，Ji
l
l
l
1
1
1
t

、htノ

1
1ム

3η

一

j
f
/
 

1
i

守

t
1
1
1
1
1
」

一

S

一つ“

ε
「
ー
ー

〆，，‘‘、ρ

2

 

バ

一

勺
&一

l
L
山ー

ヤ
一

J

一m
¥

/

二

η
川，

¥
l
j

/

1

Q

U

 

E

/

l

k

 

q

ρ
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Qは (2.5)の解， [8]はSを超えない最大の整数である. (2.6)を使うと

、l
l〉
1
1
J

1
1
j

々

C

、
k
f

，
d

y

l

川

、
}
ノ

C
ら

作

山

ロ
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vv
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v
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い

1

i

3

 

m

∞

山

中

f
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f
n

f
l。
い

一

J
u

c'
、

c

d

/

l

、

何日、
j

ハ匂

υ

c

'
、

ー
ム
m

Q

M

ト

3

η

E

、i
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ν

↓

3

ν

h

J

 

E
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2
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E
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l
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o
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r
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J
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P
I
I
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故に limε¥。土 (0Ue = m. ここで、u101山口

; = u， -(I~I 10 uε-m) 
とおく.

q
u
 

rf' 
っ“

ε
 

C
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f
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より

(3.5) lim叫 j三l"¥7u;12+ F(u;) dx = limsup I三l"¥7uel2+ F(仏)dx = 0 
E¥o Jo ~ e¥o Jo ~ 

γニ Oのときは古んu; m に注意して，(u;うり;)εKとなるりをとる u;~m 

weakly in L2 とーム +γ のグリーン作用素のコンパクト性より，

(3.6) JUi(|刊 1

2+叫)2)dx = 0 

よって， (3.4)ぅ (3.5)，(3.6)より

o ::; lim sup E( ue ，ε)三limsup E( u;，ε)=0 
E\~O e¥0 

カぎわかる.口

ヤング測度の生成定理を思い出そう.

命題 3[36ぅTheorem6.2] [2 c ]Rn を可測集合， Zj: [2 →]Rm を

刊以|川
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を満たす可測関数とする.但し， g: [0，∞)→ [0，∞]は limt→∞g(t)=∞を満たす連続

非減少関数である.このとき，ある部分列 {Zjn}と]Rm 上の確率測度の族 ν={lIx}xεQ 

で次の性質をもつものが存在する.

(P)任意の Caratheodory関数*5ψ(xぅ入): 0 X ]Rm → Rに対して， {ψ(x， Zjn (x))} 

が L1(0)で弱収束するならば，弱極限は関数

百(x)ニんω
である.

定理 1の証明の続き (1)が成立しないと仮定すると， 関数 hξC(IE.) ， <pεL∞(0)，数

列仏、 0，定数 6>0があって，{h(ucn)}はL1(0)で弱収束し，

(3.7) 11 <p(x)h(ue:n) dx -1 <phdxl三d for all n三l
IJo. Jo. 

を満たす.仮定(F2): F(u)三C1U2- C2と(3.1)より，

(3.8) C111ucn IIi2 三1 F(ucn) dx + C2101 三E(ue:nうら)十C2101く ∞ 
Jo. 

なので， {ucn}は L2(0)で弱収束していると νてよい ucn ーム uweak in L2 (0)とし，

(u，り)εKとなる関数りをとる.ーム+γ のグリーン作用素のコンパクト性と (3.1)より

o ::; ~ I lV'vl2 +γv2 dx = lim ~ I 1 v' 1ハ12+γ(vcn)2dx三 limE(uεぺεη)= O. 
ー Jo. η→∞-Jo. 

したがって U 三 0，Ucn ~ U 三 mweak in L2(0)がわかる.また，

0::;1同司1:2二 L附礼)dx三町n，En)→ O
に注意する.ここで， (3.8)と命題 3から， {Ucn}が性質 (P)を満たす確率測度の族

ν= {Vx}xξ口を生成しているとしてよい.特に，

UCη ~m=1 入dzノ'x(入) weak in L2(0)， 
JJa 

JF(ue:n)→ 0= I YF丙dvx(入) in L2(0) 
JJa 

が成立.JJa YFび)dvx(入)= 0は，確率測度内がVFの零点入 =0と入 =1に集中し
ていることを意味しているので，

内=(1 -B ( x ) ) do + B ( x ) d 1 ， B ( x )ε[0ぅ1]

本5X E 0について可測，入 εJRrnについて連続な関数 ψ(x，入)
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とかける.よって， m=jk入d内(入)=B(x)となり， h(uE:n) ~瓦 weak in L1 (0)がわか

る.これは (3.7)に矛盾.よって (1)が示された.

(2)が成立しないと仮定すると，関数 hεCo(IR) ，ψε L1(n)，数列 εη¥、0，定数
6>0カ宝あって，

(3.9) I I <P ( x ) h ( U E: n ) dx -I <p h dx I三6 for all n三1
IJO JO 

を満たす.Ilh(uεn) IIL∞三 IIhllL∞(lR)く∞より ，h( uE:n)は L∞(n)で汎弱収束，L
1(n) 

で弱収束していると仮定してよい. (1)より，

J吋川(u<n)dx = l <phdx 
となり，これは (3.9)に矛盾.よって (2)が示された.口

3.3 補足

(3.1)で形式的に ε=0とおいて，汎関数

Eo(匂)= I F(u) + ~(刊2+ l¥7vI2) dx， 
JD. 

(uうり)ιK 

を定義する.0三limsupε→oEo(uE:)三limsuPE:→oE(uE:，ε)= 0より Eoの下限は Oで

あるが，これは達成されない.なぜなら Eo(u)ニ Oならば v三 Oよって U 三 m で

なければならない.このとき Eo(u)=ん F(u)= InIF(m) > 0となり矛盾である.
N=  1，γ= O，m = 1/2ぅF(8)= 82(82 _1)2とすると， Weierstrassが与えた Iminimizer 

を持たない最小問題jの例とよく似ている.

Eoの定義域を，ヤング測度 νニ {νx}xε口の全体へ拡張する.

色。(ν)= I ~ I F(入)dvx(入)十 ~(γυ2+ l¥7vI2) ~ dx，ν={ν'x}託。
JD. lJlR ) 

とおく.ここで，v=v(x)はu(x)= JlR入dvx(入)に対して

Q
 
no n
 
o
 

ハU一一

引

U

一
れ

θ
一θ
Q
 
n
 
m
 

u
 

一一
例

U~ー+
 

りム

を満たすとする.ここでも， γ=0の場合は制約条件前んん入dvx(入)dx二 mの下で考

える.明らかに Eo(ι)二 Eo(u) (但し ι ニ {6u(x)}xξ0)が成立.
Eoは下限 Oを達成する.実際 minimizerはν={m61 + (1 -m)6o}xξQで，このと
きり(x) 0， u(x)三 m となっている.もともとヤング測度はこのように変分原理を一般

化するために導入されたものである.
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4 微細パターンの構造

4.1 1次元の場合

n = (0， f)ぅf>Oの場合に，微細パターンピの構造を考察する.命題 2と同様の解析
ができるが，ここでは繰り返しを避けてもっと

形式的に議論する.まず，vニ jjftlをりの平均としたとき，V に対する方程式を積分

して， γむこu-mとなる.IIvlli2 = IIV -Vlli2十IIvlli2なので，

(μ似川4.1刈1り)E卯仇仲川，E)εけ)=[0ド戸怜州♂ん判2U必3μμ+刊F引印刷い糾仲u吋)+叶去(伊tト一叩吋m刈州川)戸η市2づ}d批Z+ Jft {位i討Udか:μ+ぺ小i七判抑γ刊仰十(いトりト一→匂吋げ)戸削2
と表される.第 1項を「界面エネルギーJ，第 2項を「相互作用エネルギーjと呼ぶ.

界面エネルギーを小さくするためには uはOか 1に近くかっその平均は m に近くな

ければならない.uがOから 1へ変わる遷移層(拡散的界面)は εスケールである [6]. 
実際，界面の近くで，u(x) rv Q(:f=(X -z)/ε) ，ただし zは界面の位置， Qは遷移の

プロファイルで， (2.5)の一意解である.各遷移層の界面エネルギーはおよそ σε である.

したがって，界面の数が少ないほど，全界面エネルギーは小さくなる.

一方，相互作用エネルギーは，相領域 (u"-'Oまたは urv1のところ)の長さの3乗に比

例する.実際， 2つの界面間の距離を lとし，りに関する方程式を v"= m+γυ-u"-'m 

or m-1で近似すると，相互作用エネルギーはおよそ m2(lim)2l3となる.故に，エネル

ギー密度(界面エネルギーと相互作用エネルギーの和を長さで割ったもの)は

Hσε+m 川
で近似できる.これは[rv L*ε1/3? 

のとき，最小値

(4.2) 

L* = (m2(ffm)zt 
(εσ)2/3 As(m)， As(m):= ~ [3m(1 -m)]2/3 

をとることが容易にわかる.従って微細構造は ε1/3のスケールで、あることが期待される.

この微細パターンの構造について，次の結果が得られる.

定理 2([9])γ=γ(ε)ε[0ぅγ0](γoは固定定数)とする.

十分小さい ε>0に対して，正の定数 fcニ L*ε1/3[1+ 0(1)ε1/3]，ん(ε)ε(ηfc，(η+ 

1 )fc) (n三1)うん(ε)= f1(ε)/2が存在して，次を満たす:
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(i)各 n三lに対し，

(a) f ε(ん-1(ε)うん(ε))ならば， (4.1)は一意に minimizerを持ち，それは半周期

f/η の関数である.

(b) f =ん(ε)ならば， (4.1)はちょうど2つminimizerを持ち，一方は半周期 f/n，

他方は半周期 f/(η 十 1)の関数である.

(ii)η ど1に関して一様に，

ん(ε) (_ 1¥「 η2十ηl2/3
(れ+~ ) I っ ~I +0(1)ε1/3 

fc ¥ . -. 2 } I n2 + n + 1/4 I 

が成立する.

ここで，一意とは半周期の平行移動を除く一意性を意味する.但し，解は(ームf)に偶関

数として拡張したあとさらに R全体へ周期的に拡張しておく.

4.2 2次元の場合

2次元の場合に xεQのまわりでの ε1/3スケールの微細構造パターンを考える.実

際の実験や数値シミュレーションで無数の水玉状の界面をもっ微細な周期構造が頻繁に現

れることが以前から知られている(図 1).しかし，これまで数学的な解析が行われたのは

本質的に 1次元の問題である直線状界面の場合だけで，水玉状界面の厳密な解析はなされ

ていなかった.直線状界面の周期的配列は「縞模様Jであり，水玉状界面の周期的配列は

「斑点模様Jである.

空間2次元でどのような微細構造パターンをもっているかを調べるために，簡約エネル

ギーを導入する.いろいろな斑点模様の中で，正六角形格子の構造が最小エネルギーを与

えることがわかる.これにより，正六角形構造の斑点模様が頻繁に現れることの理論的裏

付けを与えることができる.次に，斑点模様と縞模様とでエネルギーの比較をして，縞模

様と斑点模様のどちらが現れやすいかを分ける m の臨界値を計算することができる.

4.2.1 斑点模様

微細構造パターンにおいては，領域 Qは2つの相領域。o(u rv 0)と01(u rv 1)に分か

れ，その残りの領域がオーダー εの薄い遷移層となっている.r:= {xε01 u(x) = 1/2} 

を界面とみなす.Modica-Mortolaの定理 ([25，40])より，

I ~与|マul 2 十 F(u) ~ dx rvεσIrl・
JD lム j

但し， Irjはrの長さを表す.これは，次の汎関数εを考察することが自然であること
を示唆している.

1
1
よハ同U
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(4.3)ε(U，e) =εσIIDull(O) + ~ I (l¥7vI2 +γv2) dx. 
JO 

但し uは，特性関数のクラス

Y(O， m) = {u E BV(O) 1 F(u) = 0 a.e・in0土 Iu =m} ， 101 Jo ~ "UJ 

上で考え，IIDull(O)は uの全変動を表す.

m ε(0，1/2]として，空間周期的な斑点模様

U勾乞χθ(Zi，r) 

を考える.ただし，B(z， p)は半径 ρ，中心 Z の円板で， χBは Bの特性関数とする.み

は二重周期的に配列されていて，面積が IDI=πγ2/mの多角形 D に対し，

IR 
2 = U 1¥， Di = {Zi + Y 1 Y εD}ぅ Din Dj =日ifiヂj

が満たされているとしよう.

このとき，近似式

り(x)何 m IDI V(x/ω万1)
により，

(4.4) 
101 (n_~21 r. 12AI r. \1 E(u ， ε) 勾ー~ 27rTeσ+ m21DI2 A(D， m) ~ IDIL -... ~~ ， .. ~ I~ I 4 -，~ ， .. ~ / J 

となることが期待できる.ここで，

A(D ぅ m):=~/A(γIDIV2+ I¥7VI2)dy， 
JD  

D
一一川

Vは

ームV+仰=江χB(zdViDT，r/ViDT)-1 in IR2 

の一意有界解である.

εが小さいとき，(4.4)の右辺は Dが正六角形で

IDI勾訂 εσ ) 2/3 
m¥Aホ (m，)+ ，u Dp. ) } 

のとき最小値

(4.5) E(U，e)勾 (εσ)2/310IAD(m)
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図 1:2次元における縞模様と斑点模様

をとることが示される [10].但し，

AD(m) = 3m [A*(m) +μ(D6)11/3， 
m-1-1ogm 

A*(m) = 8 

/3¥ I 3/2-1og(4π) 
μ(D6) =πR(e

7rtj6
)十 日 二 0.000312・・・

時)=ーかogI州市〆16白(1_ e2n7ri() 21ぅ(E C， Im(() > 0 
次に m ι(1/2，1)のときは匂ニ 1と u 0を入れ替えた斑点模様を考えて

AD(m) = AD(l -m)と定義する.

ここでも， 2つのスケールが存在することに注意する.

(1)界面領域の厚さを特徴付ける O(ε)スケール:簡約エネルギー汎関数ε(u，ε)が元
の汎関数E(u，ε)のよい近似になっていることを保証する.

(2)局所平均が m となる U の局所振動の周期を特徴づける O(ε1/3)スケール.

4.2.2 縞模様と斑点模様

(4.2)， (4.5)より ，As，ADが縞模様と斑点模様それぞれの正規化したエネルギー密度

と考えられる.AsとADのグラフから，次がわかる.

(i) m く 0.3548または m>0.6452のとき ，ADく Asより斑点模様が期待される.

(ii) 0.3548く m く 0.6452のとき，AD > Asより縞模様が期待される.
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