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1 はじめに

1.1 揺らぎの定理とLangevin方程式

マクロな物質の熱平衡状態の特徴づけや、平衡状態関の移動やそのときの物理量の性質など

は、種々の熱力学法則を通じて熱力学としてよく説明されることが知られている。また、その

平衡状態の世界のミクロからの特徴づけは、ボ、ノレツマンのミクロなエントロピーの表式や等

重率の仮定、同一粒子識別不可能性の原理等を通じて統計力学としてよく説明されることが

知られている。そして、そこから求められる分配関数や自由エネルギーをはじめいろいろな物

理量や物理現象は、多くの実験と比較され、その正当性が検証され続けられているのだろう。

しかし、平衡状態の性質はこれら理論体系でよく記述できる左言われる一方で、平衡状慈で

ない状態の性質を説明する網羅的記述は十分でないと聴く。非平衡な状態と言っても様々であ

り、平傷状態に近いと言われるもの遠いと言われるもの拘束条件や境界条件の違いなど色々だ

ろう。また、集屈の中でどの自由度に着巨すれば良いかというのは難しい問題だと思う。そん

ななか、構成要素ひとつひとつの自由度の従う運動の記述に法Newton方程式やSchrodinger

方程式などの運動法期が知られている。コンピュータの進化に伴い、非平衡状態を知る一つの

研究方法として、構成要素の自由度をとってきて、それぞれの従う運動法期を直に解く事によ

り系の発展を諒べる方法がある。その手法は、ミクロカノニカノレ分布をとるものや、湿度が一

定になるように結工を旋すものなど色々ある。

本論文では、そんな数笹シュミレーションの中での発見に端を発する、ゆらぎの定理[1，2， 3] 
に注昌する。以下、本論文では古典系にだけ限って話を進めることにすることにしよう。もと

もとのシュミレーションは SLLODと呼ばれる粒子群に外からシアーをかけた状況を表現す

るモデルで、エネノレギーを一定にする条件が課された可逆な系で、あった。具体的には、そのと

きのストレステンソノレから決まる散逸或いはエントロビー変化率2が、適切な初期分布から
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記章効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

シュミレートさせた場合iこ、ある分布p(E)を持つわけであるが、その分布関数が初期待刻か
ら始まる任意の時刻tで次の関係式を満たすことを発見したものである。

p(Et = +A) _At 
(1) 

p(Et = -A) 

ここで分母はA>Oとすると 2が負植を取る確率のことになる。これは特に雪組sien七Flu-

cutuation Theoremとも呼ばれている。この等式の可逆系での証明は、 Nose-Hooverタイプの

調節器による、時間発展の位相体積の変化率を使ってLiouville方程式から示される。特に重

要な性質としては 系の時間発展と逆な軌道も実現可能であること、初期状態の分布関数が位

置と運動量の位桔空間点(X，がとい，-p)で同じ笹を持つこと、そしてある時開発展後の位相
空間点 (Xt，Pt)に対する逆点 (Xt，-Pt) ~こ初期状態が取られる確率がゼロでないことであったo

そして証明を行う際にはあるエントロピ一生成と伴う軌道と、逆の軌道の比較が重要になる。

この各々の軌道の比がp(+号とp(-E)の比に関孫する。
このゆらぎの定理式は可逆な決定論的システムを離れて、 Langevin方程式で代表されるよ

うな確率論的時開発展をする系についても成立することが示されている [4，5]0この場合には
時開発展の通る経路自体が確率的な重みを持つことになる。 [4]では初期分布として温度Tで

与えられるカノニカル分布を復定しており、逆軌道との比較は外力摂動を切ったときの詳細釣

り合いの式を利用している。ノイズは白色ガウシアンノイズで、第二種揺動散逸定理を満たす

ようなものである。この定理は 1905年のEins七einのブラウン運動考察から導かれた定理で、

摩擦係数と温度と拡散係数を関係づけるもので、熱平衡分布を保証する。エントロピ一生成率

として外力と速度の積を定義して、彼は演算子を捷ったやり方で、島る時間発展におけるエン

トロビー生成率の取る確率分布が、やはちゆらぎの定理と閉じ関係式を満たすことを示した。

また、 [5]ではMaster方程式等を使い、ゆらぎの定理を適当な定常状態から初めて長時間時間

がたった時の確率の大偏差関数の性質としてまとめている。このように時刻無摂大での定常状

態から作られる揺らぎの定理はSteadyState Fluctuation Theoremと呼ばれる。このほか、外

部からの外力等の操作iこ対して、異なる操作を施した異なるダイナミクス同士を比較した場合

の等式も、揺らぎの定理のひとつとして知られる向。そして、 (1)式の確率分布の比をわけで、

片方を積分して 1にしてしまうと、もう片方からはJarzynski等式問など非吉明な重み関数

の平均値が1となる等式が得られる。こうして得られる等式はまとめてIntegralFlucutu瓜lOn

Theoremとも呼ばれている。これらの定理は数値シュミレーションだけではなく、タンパク

やコロイドを用いた実験などでもその正当性が確かめられている [8，9ヲ10，11， 12Jo 

Master方程式やLangevin方程式またはFokker-Planck方程式で記述される系は、その系

に働いている力やコントロールパラメータの、時間発震における影響が、ノイズの特徴を通じ

て、比較的容易に明示的に評錨できる利点がある。また、 Langevin方程式は、例えば溶夜中

の一つのコロイド粒子の運動を表すモデルであり、システムの一部分を切り抜いてきた時の時

間発展の様子を調べることができる。また、ゆらぎのエネルギー論 [13]では、これらゆらぐ

変数の運動論の中に熱の概念を導入して、 Langevin系と熱力学との架け橋を作っている。そ

うして定義されたゆらぐ量としての内部エネルギーや熱、仕事に対して例えばJ紅 Z戸lski等式

が成立することを示されている。これはつまり、ある平衡状態から仕事をかけた時に、その平

均の仕事量が、終状態で与えられるの自由エネルギーと初めの平衡状態の自由エネルギーの
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差以上になるという熱力学第二法知を含む。このほか、白色ガウシアンノイズではLangevin

方程式から Fokker-Planck方程式を立てることが出来るのを応用して、そこで与えられる定常

状態や、その上での仕事、熱のやり取りの議論をすることもできる [14，15]0これらの意味で

Langevin方程式はゆらぎの定理や非平衡状態の開題を取り組む際にひとつ便利なモデルであ

ると，思う。

通常、白色ノイズの熱的なシステムのLangevin方程式は次のように書かれる。

mx十?土 -F = ~(t) (2) 

例えばコロイド分散系では、 mは粒子の質量であり x(t)はその{立置を表す。 γは低レイノ/レ
ズ数での漆媒との散逸・摩擦係数を表していると考えられる。 Fはポテンシャルカを含めた

外力で、ご(t)が溶媒分子から来る相互作用を理想化して書いたノイズにあたる。重要な坂定と
しては、ノイズを受け持つ溶媒の緩和時間は、コロイド粒子分子の緩和時慢に比べてはるかに

速く、常に定常なノイズが犠いているように見えること。コロイドの粒子達は、例えば平衡分

布が定義できるような集団あるいは運動性を持つこと。仕事に関しては外部ノミラメータによ

る仕事がコロイド粒子自体に作用はしても、ノイズの部分には明らかな作用はしないという

事が仮定されている。また、数学的な開題として例えば熱を定義する時には確率変数の積を

Stratonovich聖で解釈することなどが約束されている。このほか、レーザー発緩や化学反応、

生物現象など様々な系でのモデルとしてLangevin方程式が用いられる [16]。また、以上の話

は、比較的さらさらの水の中の粒子の振る舞いに対して有効であるが、もっと時間スケールの

分離が不十分な系の場合には一般に、ノイズが散逸の部分が時間相関或いは記憶関数を持つ

ことが知られる。例えば、粘弾性体中のコロイド粒子の運動はまわりのレオロジー効果を反映

して記樟効果を持つことが知られており、それを利用してまわりの粘弾性挙動を観漉しようと

いう試みもある [17，18]0 

これら揺らぎの定理の面白いところは逆の軌道を積極的に用いて、初期の分布に制約があ

るものの、時開発展の関の系の様子には殆ど制約がなく、色々な外部操作による摂動に対して

成立する点にあると思う。そしてガウシアンノイズの働く Langevin方程式では、それら摂動

の遷移確率に対する怯存性があらわに書くことが出来る。揺らぎの定理邑身は例えば、平鋳状

態の近くで展開すると、所謂線形応答理論による揺動散逸定理を含むことがわかっている。そ

のほか大偏差関数のもつ対称性などを捷った Onsagerの相反定理の一般化や、定常状態にお

ける散逸と揺動散逸定理の破れの関係など、揺らぎの定理そのものやその考え方を応用した、

非平衡状態のもつ新しい性質も明らかにされつつある。確率分布をそのまま使った表現や、指

数関数のよくわからない重みが現れているままではあまり痩利でないのだろう。このことは論

文 [19Jのイントロ部分にコメントが書かかれているのを見つけた。加えて、ゆらぎの定理自

身も各時間刻みの状態の遷移行列のみたすミクロ可逆性を十分に活用しており、第二種揺動散

逸定理が成立しない場合、特にノイズの時間相関関数と散逸にかかる孫数の関数系が異なる

場合iこ、揺らぎの定理がどのような変更を受けるのか自明でないと思う。

本論文は、岳色ガウシアンノイズの働く Langevin系に対して得られている沢山の結果を、

ガウシアンノイズに時間棺関がある場合、また、散逸部分に記憶関数をもっ場合について拡

張できるか調べようというものであるc 構成としては、第2章では、主に白色ノイズ系での
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種々の揺らぎの定理に関するレビューを行う。第3章では定常状態の散逸について、いわゆる

ヨarada-Sasa式 [20]の拡張を考えた。これはその非平衡定常状態を非摂動状態に考えること

によって、その線形応答に対する第一種謡動散逸定理が破れている可龍性があるのだが、その

破れの量と定常状態の散逸が釣り合うという等式である。ここでは、形式的には、第二種揺動

散逸定理を仮定することなく同様の等式が得ることができた。第4章では記憶効果をもっ系

に対して、揺らぎの定理全般について考察する。ここでは第二種揺動散逸定理が成立する特殊

な場合について、経路積分表示によって時開発展経路の実現確率の評価を行った。これによっ

て、記雷、が長時間働くような系についてでも、熱浴に熱ムQを排熱するプロセスと、反対に

ムQ吸熱するプロセスの実現確率の比が、この熱量を温度エネルギー kBTで誤った量の指数

関数の重みで評価されることが一般のダイナミクスについて示される。ここで熱ムQはゆら

ぎのエネルギ一議を拡張して定義した。これから様々の揺らぎの定理の式を導出することがで

きる。ただし、任意の時間の第二種揺動散逸定理が成立しないような一般の場合については、

未だまとまった結果に至っていないことを予め記しておく。第5章は、第4章の理論解析に対

応した簡単な数値シュミレーションの結果を紹介し、第8章はまとめにあてられる。シュミ

レーションは、調和振動子の形をしたポテンシヤノレに粒子がトラップされている系を考え、そ

のトラップの位置を外部から操作するような仕事量に対して謡らぎの定理式を検証した。本論

文では特iこ断らない限り、確率変数の積はS七oratonovich型で解釈しているとし、(・)は確率

の平均操作を表すとする。

1.2 謝辞

忍が京都大学修士課程に入学してから、本修士論文に至るまでの関非常にたくさんの方に
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く過ごさせて頂きました。彼らなしには私の京都の一人暮らしは成り立たなかったかも知れま

宅

i
q
J
 

F10 



大慈孝広
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2 非平衡系で成立する関係式とその周辺のレビュー

2.1 自色ガウス過程の揺らぎの定理式の復習

近年、 Liouville方程式やL組 gevin方程式を直接使った時開発展する系に対して、揺らぎの

定理と呼ばれる関係式の発見が多く見られる。それは平衡状態、定常状態などの制約なしに線

形・非線型に関わらず、任意の非平衡状態の時開発展に対して成立する関係式になっている。

それら関係式を導くにあたっての運動に対する仮定としては主に次の3つが挙げちれていたと

思う [22]0(1)マルコフ過程であること。 (2)初期分布は定常状懇であること。 (3)各瞬間に与

えられる状態遷移行列に対して定常分布が存在すること。これらの仮定の下に、ある頼軌道を

粒子が取る確率とその逆軌道を取る確率の比が仕事や熟に関係していることに注目して考え

る。 (1)の仮定は特にガウスノイズが用いられる事が多く、 (2)の条件は元々の揺らぎの定理

[3]ではもう少し一般的な条件だったが、確率過程でよく見かれるのはこの恢定であり、定常

状態として平傷状態を選ぶか非平衡定常状態を選ぶか2通り見られる。 (3)は緩く初めと最後

の状態での定常分布に注目すれば十分というものもあるし、詳細釣り合いの形を仮定するもの

もある。以下白色ガウスノイズの働く Langevin系に注目して、文献[23，6]を中心iこレゼュー

する。

2.2 平衡状態からの経路確率欝係式

白色ガウスノイズの系の最も便利な特徴は、粒子がある軌道を取る経路確率が具体的に書き

下せることと、 Fokker-Planck方程式のような分布の発展方程式が立てられる点にあると思う。
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記檀効果をもっ非平禽確率過程での揺らぎの解析

仕事としては、後にこのシステムに非保存力 f(t)をかけて非平衡状態にするような事を考え

よう。この節ではポテンシヤノレU(りに外部コントロールパラメータを含むような場合は考患
ないことにする。また、 γは溶媒流体中を動くときの摩擦係数であり、定数とする。 Tはその

溶媒の温度を表し一定とし、溶媒から受けるノイズはこのγとTで第二種謡動散逸定理を満た

しているとした。この時の経路確率はFokker-Planc孟方程式から Feynman-Kacの公式を使っ

て、単純な拡散方程式のグリーン関数から簡単に求められる [24]0また、 Stra七onovich型の離

散化をして導くこともできる [25，26， 27](Appendix A.l)。このようにして初期条件判的に対

して軌道x(t)を進む確率は

P[xlx(O)] ~ exp ~ -~. {r dtb:i; +マU]2+土(rdtV2U(x(t)) 1 (6) 
l 4，ん 2，ん j

という形で与えられる。この経蕗積分はStratonovich形式[19]である。逆軌道x(t)= x(アーの
が実現する確率は、 x(t)がもとのLangevin方程式に従っている事から x(t)は、

-，土(r-t) = -VU(x(ァーt))+ご(ァ-t) 
に従う。この結果からその比は

ごいIx(O)1=ε一βJOT批判t)U'(x(t))
P伊Ix(O)]

(7) 

(8) 

ここで、 U'は空間 Zの微分。U/δx=マUを表す。たとえば一様外力がある場合にはU'→ 
U' -f(t)と置き換えて、経路に依存した散逸

制 =β{dtxf(t) (9) 

が得られる。ここで、企[xlx(O)]の意味は外部パラメータについても時間反転の処理をすると

いうことでPの頭iこも Aがついている。つまり逆軌道の運動方程式において/的 =f(r -t) 

となっていることに注意する。

ところで、 Langevin方程式から明らかなようにx(t)の運動はと(t)によって決定できる [28，
29， 30Jo つまりある粒子の軌道 x(t) はある揺らぎの履壁 ~(t) の発生確率と関係付けられる。

この時、 P反応(O)Jから P[xlx(O)Jを求めるときに問題になるのがごと ZのJacobianである。

この場合は経路積分の作用の中のポテンシヤノレの2田微分がそれに対応している。

最後に平衡状態を初期分布とした場合の経路確率関係式を書いておこう。ここで初期という

のは、額プロセスと逆プロセスそれぞれの初期のこと。任意の経路iこ依存した物理量F[x]に

対して、

(F[X])F = 工作品(xo)P[xlx(O)J

て.........-r 1 ¥ ¥ nr ̂ I I ¥ 1 Pi(X(O)) P[xlx(O)J 
= ) ~ F[x]Pf(X(ァ))P[xlx(ァ)]
会:;Pf(z(ァ))的Ix(ァ)] 

一乞F[x]pf(x(r))的 i仲 )]e-βsF+βAUe-d批判t)(U'(x(t))ーf(t))

一 (e-S[x]F[X])R 、EE'
'
'
Aυ マi

j
'
E
E
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または、

(F[x]e-S[xJ)F = (~含[X])R (11) 

が成立する。 [6]に対応した実験としては [12Jが挙げられる。下付のF、Rはそれぞれの軌道

のようすを表しFでは外力がf(t)で働き、 Rではf(rーので働くようなダイナミクスでの平

均を表している。ここで、ムU=U(x(ァ))-U(x(O))である。また今はポテンシャルに待問依

存する外部コントロールパラメータを含まない場合のみを考えているので、ムF=Oである。

この関係式〈経路確率関係式と呼ぼう、 Crooks'FlucもuationTheoremと呼ばれる)から揺ら

ぎの定理と Jarzynski等式が導ける。この関係式は、経路に依存する物理量Fの取る平均の

僅は、タト界からのパラメータ f(t)を逆に操作した場合のダイナミクスで得られ殖と、指数関

数の重みで釣り合う事を言っている。

揺らぎの定理と Jarzynski等式

まず揺らぎの定理を示す。それにはF[x]を以下のように選べばよい。

F[x] = d(tσt -S[x]) (12) 

この時、

F[x] = d(tσt + S[x]) 

だから、前節の経路確率関係式から直ちに、

PF(十円) ~t(jt (14) 
PR(一円)

を得る。分子と分母でダイナミクスが違う事に注意。しかし、特に外力fが[0，r]の関に時間
に依存しない場合、この関で通常の揺らぎの定理になる [4]0またJarzynski等式を導くには、

(13) 

F[x] = 1 (15) 

とする。すると、

(e-S[xJ)F = 1 (16) 

が得られる。これが今の場合のJarzynski等式になる。実際は、比較する逆軌道の平均からは、

確率が規格化されていることのみを使うので、初期分布だけが平衡分布であればいい。

外部ノfラメータによる仕事と、その関のパラメータでの自由エネノレギーの差の関係を結び

つけた形のJarzynski等式は次の場合に得られる。もし、非保存カfではなくて、ポテンシャ
ノレが変化するような場合U(ι叫がでかつ、。(0)，α(ァ)で平額分布が存在でき、そのときの規
格化因子、つまり自由エネルギーがF(ai)，F(αf)であるとすると、

f δUδu  dtx -_ -=ムU-f dtα一山)δx I ---8α 

において、右辺第二項を仕事W = J; dta(δUjδα)と定義することによって、
(e-βW)=ε一βd.F (18) 

A
H
・
q
J
 

F
h
u
 



記憶効果をもっ非平祷確率過程での揺らぎの解析

を得る。つまりこの等式が成立するためには、 Fを上手く選べば初期分布として平衡分布であ

ることと、終状態のパラメータにおいて自由エネルギーF(af)が定義できる事が必要で、あった。

揺動散逸定理の導出

事iJとして外力による速度の応答を考えよう。速度の平均に対して外力の一次摂動を見ればよ

い。温麦勾配があるような系はここでは扱えない。

.1"[斗=土(t) (19) 

とすれば、

R(t -s) 
8(x(t))¥ 

81(s)ノf=O

-L(ε小川(均的))寸
81(s) ，- -，-" ~l.} (=0 

-β(x(s)土(t))。
-βC(t-s) (t>s) (20) 

1=0を基準に考えるので、平均に対して FとRの違いがなくなる。

2.3 定常状態からの経路確率関係式

初期分布を平衡状態に設定したことによって、よく知られた結果が導けた。では与えられた

運動方程式(遷移行列)に対する定常分布が非平衡定常状態のものであれば、上の関孫式はど

う変更をうけるのだろうか。ここでは運動方程式の時間依存性はx(t)の飽に外部パラメータ

λ(t)の2つによっているとし、各瞬間のパラメータ値λに対して定常分布が存在するとする。
このとき経路確率の関係式は

州 R - JVX飴£伐eげ川一サ哨叩φ剥怖桝(伊例£針(山
一 (.1"[凶Z斗]e一ムφ+βJ:土(U'(伊x(例主吟)，βα叫(例州t吟ω)乃)ト一f汽(t伶附z吟引)片)dt)片

F (21) 

となる。ここで、非平衡定常状態を特徴付ける種種の量を定義しておこう。まずLangevin方

程式は、

γ土=-VU(x(t)，α(t)) + 1(t) +ご(t) (22) 

なるものを考察する。パラメータ0:，1をあわせて入と書くことにする。このゆらぐ系での熱
のやり取りを

Qtot = lT dtb土-c]x (23) 

民
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とする [13]0ただし、排熱を正とした。このシステムの定常分布を九s=eψ(x，λ}と書き、確

率流を Jとすると、局所的な平均の速度として、

(X(t)d(X -X(t))} 

(d(X -X(t))} 

1 IδU . l' • n-1δ手l
- ーヲ la~ + f +β-].一|lδxl  

を得る。またこの局所平均速度を使って、 house-keepingheat[15， 14]が定義できる。

ジ(x，λ) = 

(24) 

Q仏ωh砧k= 'Y 10' dt似州仰土針仰(収附t
また系にされた作用量として、

[T J.L¥δ争(x(t)，λ(t)) [T _11'δ 
W = J(¥ dtλ(t) δ入 = L dtλ(t) :， lnん (x(t)ヲ入(t)) (26) J(¥ .. ，/ aA ./(¥δ入

を定義しよう。

非平衡定常状態における Jarzynski等式のようなゆらぎの定理式として、 W とQhkに対し

て次の恒等式が知られている。

(e-W) = 1 

(e-Q地 ) = 1 

(27) 

(28) 

ここでQex= Qtot -Qhkである。前者はHatancトSasa等式[15，11J後者はSpeck-Seifert等式
[31Jと呼ばれる。 (Qhk)は一定の定常状態を系が保っている際に発生する散逸を表しており、

W は系を異なる定常状慈の場合へと操作した時に発生する量であるが、 Jensenの不等式から

(W) ::; 0が成立する。書き換えると(ムφめ)一 (Qto抗t+Qh叫心』
ントロピ一を定常状態に適応した形になつており札、第二嘆はパラメ一夕の操{作乍によつて余剰に

排出した熱とみられる [15可i。等号は準静的なパラメータ入の変化の際に成り立つ。
また、 uやゅの Zを再び確率変数だと患って、運動方程式に代入することができる。この時

のLangevin方程式は、
1δ争

γx = '"'(vー β-].否Z+ご(t) (29) 

の形になる。定常状態の場合、こちらの方程式に注自したほうがわかりやすいことがある。経

路確率もこの表現をすると、

P[xlx(O)] rv exp ~ -~ (T dtbx一切十p-ZW12-ifaV17u-β-lV叫 (30) L 4'"'( J
o 
_. l I T J 2'"'( J

o 
_._. l I J J J 

となる。以上の準錆から、経路確率関係、式は、

(:F)R = (:Fe一βQhk-W)F = (:FeーβQtoもームφ)F (31) 

が得られる。
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記穣効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

揺らぎの関係式と擬Jarzynski等式と線形応答

E[x] =βQtot +ム争 (32) 

とすれば、定常状態揺らぎ、の定理PF(+E)=♂PR(-E)が導出できる。このムゅはシステム

のエントロビー変化と関係する [32]0Integral Fluctuation Theorem(IFT)は

(e-(Qto七十ムφ)}= 1 (33) 

HatancトSasa等式にはならない。これについては比較する逆軌道を修正して、定常流が反対iこ

流れている状態および外部ノミラメータの取り方を変えて比べることによって誼抗anかSasa等

式やSpeck-Seifert等式の形を導出することができる [23Joまた Fokker-Planck方程式を利用

した Under-damped系な議論もされている [33Joこれら定常状態での恒等式については、記

偉効果がある場合において Uの中身や分布の発展期が自明ではなく本論文では扱えないので、

詳細の議論は省略する。

次にこの非平衡定常状態に微少な外力の摂動fP(t)をかけた時の速度土の志答を調べてみる。

8(土(t)}¥
R(t -s) = 一一'~~ ) ~4) 

8fP(s)} jP=o 
ß.~"rδU. . ，，1 

= :: (x(t) 1，土(s)+ :~~ (x(s)) I}o (35) 2， ¥ --¥. -/ L ，--" -/ . 8x ¥. -¥. -/ / J 
= ~(吋 +βC(t-s) -，-lJ(t -s)) (お)

(37) 

ここカミら

kBTR同)=;(三十C(+O)-，-lJ(+O)) 
。=;(ubC〈-0)一γ-1J( -0)) 

(38) 

(39) 

両式を足すと、

J = ，v; -，kBTR( +0) + ，C(O) (40) 

ここでJ(t)= (x(t)δU(x(O))jδめとし、 J=-(土(t)θU(x(t))jδ'x)は初めの定常状態における

単位時間あたりの散逸を表す。この式は非平鑑定常状慈での揺動散逸定理に関孫して Harada-

Sasa等式と呼ばれているものになっている [20，34， 35]0 

2.4 エントロビー増加率でみるIntegralFluctu話ionTheorem式

もともとのJarzynski等式では自由エネルギーの差が、不可逆部分も含めた仕事と関係づけら

れていた。またCrooks流の揺らぎの定理も仕事をどれだけされたかの確率分布に関する関孫式

で、あった。これらをエントロぜーの見方で書き換えるとどうなるのであろうか[32，36， 37， 10]。

ヴ
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これから示す関係式は、初期分布としてカノニカル分布であるとか、非平復定常状態であると

かの制限はない。ここでは論文 [32Jに従い、コロイド粒子のー軌道に立綜した、 2つのエン

トロピ一変化量を定義する。 1つはシステムのもつエントロピ一変化から示唆させるもので、

もしある時刻の分布がp(x，t)で与えられる場合、系のエントロピーとして次の量を定義して
みる。

s=桝 =-kBf物問的，t) (41) 

ここで、 s(t)三 -kBlnp(x(t)， t)で定義した。分布関数の位置には、そのときのコロイド粒子

のstocha話ic変数である位量判t)を代入している。このs(t)はゆらぐコロイド粒子のその瞬

間の構報だけで定義されているので、単一軌道中の罵所エントロピーとみなせるだろう。この

s(討の時間変化を諦べてみる。ここで分布関数p(x，t)が次の Fokker-Planck方程式iこ従う事
を用いる。

生=-divJ = ~\7 [-F(い(t))+ kBT¥7] p 8t 'y 

簡単のため、白 =1としよう。

(42) 

S 一字)戸時)ーデ)x~x(t) i; 
δ'tV¥ pyJ -F1.3¥ 一一-==-J 十， _ A I 
p / X=X(t) .1 P / X=X(t) 

一一割戸時)+仰0川
ここで、第一項は分布が変化したことによるエントロピ一変色で、第二項はOnsagerによる熱

力学的力7V(X，t)=γJ(x， t)/p(x， t) = F(x，入)-T¥7p(x， t)によって系に為されたエネノレギー
韮uxにあたる。第三項はコロイド粒子に直接作用している力Fによる仕事で、もとのLanvegin

方程式と比較すると、

F(x(t)，入(t))dx(t) = (γ£ーと)dx(t) (44) 

とみられる。これは、システムから溶媒に流れた熱を表していると考えて、溶媒が得たエント

ロピ一変化Smと見なすことができょう。

TSm = F(x(t)雪入(t))土(t) (45) 

このシステムのエントロピ一変北sと溶媒で、のエントロビー変化Smをあわせて、単一軌道中
の全系のエントロビー変化主ot(t)= s(t) +ら(t)を定義できる。熱力学第二法員IJの制約から
ぬot= (Stot) ~ 0を満たして欲しい。これは実際に平均を計算することによって示すことが出

来る。規格化の条件からJdx8tp(x， t) = 0に注意して、

Stot (γβν(x(t)，λ(t))土(t))

一 / ω 山 (t紡酬t吟削似仰))以抑榊)(財(伶土
一 γβ(伊例ν叫(x(t)，λ(t吟))2)~三三 0 (46) 

oo 
q
U
 
F
O
 



記寵効果をもっ非平禽確率過程での揺らぎの解析

である。

つぎに Jarzynski等式型の桓等式を示そう。これがメインのIntegralFluctuation Theorem 

と呼ばれるものである。今まで見てきたように、 Langevin系の時陪発展において、

ご[xlx(O)~ = e + JOT dtsm ( 4 7) 
P[xlx(O)] 

であるから、

(eーム8tot) 一 (e-Asme-s(ナ})-
e-S(O) 
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1

一
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一 (48) 

がなりたつ。従って、ム8to主=(ム8tot)には熱力学第二法員ぜから、ムS主0主主 Oをみたすもので

あるが、更に加えて単一粒子軌道中のゆらぐ量 8totは、

(e-ll.Stoづ=1 (49) 

を満たすのである。この等式は、 Fo孟ker-Planck方程式が定義できるような Langevin系で、

任意の初期条件に基づく一般の時開発展において成立する。

2.5 非平衡定常状態での散逸と揺動散逸関係の破れの復習

Harada・Sasa等式

この関係式はある定常状態を基にした一次摂動を考えればよいので、非摂動的に成立する揺

らぎの式を用いずとも、証明できる。元の論文のやり方は、 overdamped系、 underdamped系

いずれについても、白企ガウシアンノイズが作用している事を利用して、 Fokker-Planck型の

演算子を定義して、速度変数をその演算子の固有関数で展開するやり方で示した [20，34，38]。

定常状態で平均を取れば、基憲状態だけが残り、励記状態は消える。この時、非平衡定常状態

を作る外力・コントロールパラメータが、速度に依存しない事が重要である。

より一般的には、Furutsu-Novikov-Donsker(FND)の定理を用いると楽である [39，40ぅ41](Appendix
B)。たとえば、

(xα=Fα(x) +ごα(t) (50) 

なる系に対して、物理量A(t)= A付制)について FND公式は、ごがガウシアンノイズであれ
ば(白色である必要はない)

(A(t)ゲ(t')) r
t
α 1¥ rs 1_ ¥¥ I JAピ(t)]

= I d8(CO!(t')ゲ(8))(一τ一)J --\~ ¥ -n. ¥ -" ¥ dミペ8)
2DαβO(t -t')RAfβ(t -t') 

= {~向付-t')， (t 
DαβRAf戸β(+0的)， (t = t') 

(51) 
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となる。ただし、記α(t)♂(ず)}= 2Dα，β8(t-tうとした。ここで応答関数R(t)がR(tく 0)= 0 
である事を用いて、 F皆設関数8(t)を排した。ただし、ここで、パーの意味は、言(0)= 1/2とな

ることを意味する。普通のO(t)はよくわからないので定義域から外しておく事にする。
以下では、 t=l=ずだけを問題にし、 f→ t土0において上手く接続される事を期待する。ま

た添え字についてはアインシュタインの規約に従うとする。

この公式をLangevin方程式に使うと、

γ(A(t)xα(t')) =.(A(t)~α (t')) + 2DαβRAfβ(t -t') (52) 

が得られる。この式は、非平衡定常状態はもちろん、過渡的な時開発展にも成立する等式であ

る。少し書き換えると FDTと比較できる形になる。

(A(t)~α〈め}+ (A'(t')~a' (t)) 
2 

ー-DαβRAfβ(t -t') -Da'βRA'fβ(t'ーの

(A(t)xα(t')) + (A'(t')xαI (t)) 
+，' " '" 2 

一一DαβRAfβ(t-t') + Da'
βRA'fβ(t' -t) 

(A(t)xα(t'))一(A'(t')土αI(t)) 
+，' " '" 2 

(53) 

(A(t)~α (t')) -(J1'(t')~α 。))

2 

(54) 

平衡状態において、 (A(t)♂(t'))が時需反転に対して対称なら上の式を、反対幹なら下の式
を使うことにしよう。例えば、

A(t) = A' (t) =土α(t)，α'=a 

と選ぶと、 (A(t)土α(t'))は時間t-t'に対して{再開数になる。

(J1(t)土α(t'))+ (A(t')土α(t))
=γ(xα(t)土α(t')) 

2 

(55) 

(56) . 

また、左辺の方は

(xα (t)~α (t')) = ([γ£α(t')ーとα(ど)Jxα(t)) (57) 

になるので、特にず =tでは揺らぎのエネルギー論におけるシステムから熱浴に向かう排熱
dQ/dtを表す。なので、 f→t-Oを考え、 R(-O)= 0を使い、相関関数や熱が上手く定義で
きるとし、 Foureirの定理

にご -iwt'il¥  f(t +勺f(t-0) -~-e ωtj(ω)= (58) 

を考慮すると、

dQ 
27=7(♂(t)xα(t)) -DαβR炉 fβ(+0)

，.， r∞ dω:::. _ _ _.c> r∞ dw.=. 
，v;+ ，λ∞ ;~C抑制 -2Dα1∞ ;~Rxafβ(ω) (ぬ)
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記護効果をもっ非平衡確率退程での揺らぎの解析

の結果を得る。ただし、 ω全域の積分なので奇関数部分はキャンセノレして、

ι去伊炉長ι£白f戸刈a
これから(符59釣)はDαdβ =d♂αβ，k均sTとして Ha紅，rada-Sa飴sa等式に一致する。
ただし、この文章を通して Fourier変換は次のようiこ定義されているものとするに

j(ω) =にdteiwtf(t) 
f(t) = に争吋

(60) 

(62) 

(63) 

Fokker-Planck方程式で見る揺動散逸定理の破れ

前節の方法は、 Lanveginの運動方程式を使ったやり方で見た場合の証明である。これは

Fokker-Planck方程式が書ける場合には、こちらの方法でも示せる [42，43]0 

Overdampedした多自由度Langevin方程式を扱う。

〈♂ =Fα({x})+ごα(t) (64) 

ノイズの強度は、一般的に

くとα(t)cβ(t'))= 2Dα，sd(t -t') 

とする。但し、白色ガウシアンである。

この時Fokker-Planck方程式は、

δ1  a rー Dαβδ1_ 
目一 一一一一一一一δt ( δzαi‘，  (δzβj轟

(65) 

(66) 

今この定常分布が存在しているとして、それをPoと書く事にする。またFokker-Planck方程

式から確率流れは以下のように定義できる。

τ I __."" Dαβδ¥ 
Jα( { x }) = (-1 ( Fα({x} ) 一一一一'-~ } 
¥(  8x{:J 

(67) 

摂動を考える。今は話を眼定して、時間に依存するが空間には依存しない外力fα(t')が作
用した所の物理量A(坊の応答RAfOt(t -t')だけを考えよう。
Fokker-Planck演算子を非摂動部分と摂動の部分の二つにわける。この摂動の線形応答を考

えよう。

2 p = 叫的州Z吋x)P伊附P
1儒関数のブ一リヱ槙数も{偶寓関数。逆もまた然り。

ル fdteiwtル fdteiwt (土f(-t))=十 ε咋

-Eム
d
斗
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n(t) = no + n1 (t) (69) 

f Ddθ1  
= 一一'_~ I-Fα 十一一一一 (70)
(8xαL ~ I <; δzβj 

1 8 r δ1  n1(t) = 一一一 IYα(x)Fα(t)+ F~(t) ~~.~ Zα(x)1 = n' . Fα(t) (71) 
<;8xαl-' '"' J.L 1δzαj一

ここでも noの定常解九の存在は仮定する。初期状態として Poを選ぶと、線形の範囲で、

P=九十P'(t)と書くと

δ 
:...p = n(t)p 
δt 
δ 

nop' + n1(t)九件::-p' 
δt 

持 P'(t) =九+10' dse'O('叫) (72) 

ここで初期待刻を t=むとし、そのとき非摂動定常分布九にあったとした。摂動が入った時

の任意の物理量は、線形の範圏で以下のようになる。

附 )) = 州 0+ J dx吋dx10' dsAいdゐ似州sA叫A(x問
一 州 }o+[主ン〉dゐ州S

一州}o+[州s). J dx J dx' A(x) (é~(X)(t-S)的 -x'判精ゲ)

-叫0十fゐF(s). (A(x， t)B(x， s))o (73) 

ここで

B(x) -po(x)-lnヤ)乃(x) (74) 

である。

一様外力による応答

一様外力の場合について具体的に計算を進める。

Lpp 
δ

一M

M
Y
一一-r，，•• 

、
+
 

F
 

一α

円。

δ
一Z
-
F
O
噌

i

l
主
ら

(75) 

n'α 
ぐδzα

(76) 

摂動n'の時の定常分布ポテンシヤ/レによる共役量Bは以下になる。

Bα=P510f九

1 7'")-1δ九
一仁 O δzα (77) 
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記寵効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

確率流の定義から、
;:)及が=((D-1)αβ(F句 -(Jβ) (78) 

なので、代入して、

BCtα = 一f:庁r肘刷1な切((伊(
一 (D一→1)γαβ(α(1/

β
一Fβ今) 

= ((D-1)Ctβ(1/β_(-lFβ) (79) 

を得る。ここで、烏所確率流れとして vs= Jβ/九を定義した。一方、外力fβ に共役な変数
d を用意して (75)のLFPの一般的性質

1'1_ ， 1 8 r ___ D刊 δ1， 1'1 
LFP(xP九) = 一一一トF'+一一寸I(〆九)

C δzγL 
- ， 

( 8xo J 
1 8 r Q ___ Dγd _~ Q _ Dγd Q8艮1

= 一一一 l-xsF
γ十一ーが，β九十一-d--4j

C δzマL
-- ， (- -v'  (-8xd J 

1 8 r Q ___ D，d _~ Q _ 1 
一一一一 |-CJP÷--SM九!
C δ'X' L 

~ -- ， (- -U J 
Q 

__ ___ 
Q 8 Dマβδ

ー -dP勺 ，-xP-;;'-J' +一τ一一一九
が Vδzγd

n、FマYβ
一 一-Js+そヤT戸Cα伊(伊D-炉一→叩

l

一一2J
β
十C仁一1FβF九も

= ((-1 Fβ- 2vs)九
nβα 

-vP九一二τ内 側)

に注目する。これによって、

Bα = _((D-1 )CtsVs 
_ ((D-1)

αβ
[LFP(xs PO)] pc正1 (81) 

になる。ただし、 DCtsが対称行列である事を考慮した。次に、 [LFP(x九)]PO-1の意味を考え

てみると

d r 
五
(A(t)xα(8)) =一 /d命ι似xA刷4d8 I 

一 一f釘似A剥仲(伊Z円 t←一→叩s

一一(はA(助t吟)[匹LF即p(伊ZαF九も)]pcよ♂1(い8)) (担82幻) 

が成り立っている。以上あわせて、

(A(t)Bα(8)) = ((D-1)
αβ
[ (A(t)土β)一(A(t)νβ(8))J 

= ((D-1r~
β (A(t) (xβ(8) -vβ(8))) (83) 
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が成立し、応答関数でみると、

RAfO: = ((D-1)αβ(A(t) (土β(8)-vβ(8))}B(t-8) (84) 

となる事がわかる。右辺第一項は普通の線形非平衡での揺動散逸定理から導出される相関関

数で、第二項が非平衡定常状態を非摂動状態に選んだことから来る構正になる。 v~ま確率流れ

から来る局所流れ、またはエントロピー力も含めた熱力学的力iこ対応している。

(xν) :が熱流、またはエントロビー変化率になるとと

これまでの話はoverdampedしたマルコフ系でのみで、の話だったことに注意。非マルコフ型

での処方はよくわからない。解釈を国定させるためにここでは温度Tを使って第二種揺動散

逸定理を満たしている場合を考える。

Dαβ = (kBT8αβ (85) 

(86) C土α=Fα(x)+ごα(t)

対応する確率流れνの式は、定常分布関数九s三 exp(一手)として、

唱 kp.T d 
Uα =(-1Fα÷ 三一一τφ(x)

C δz 

であるD これをもとのLanvegin方程式に代入すれば、

1δφ 
C土α=ゲ -β-1石~+ ca(t) 

になるので、 Sekimoto流の熱の定義から、排熱を正とすると、

dQ = ((xαーごα(t))dxf

(87) 

(88) 

(89) 

今、 J三 (dQ}jdtとすると、

J = <[(Vαーβ-12Lim))
= ((να£α)一β-1(ゆ)
= ((να土α)

(90) 

(91) 

(92) 

結果、今はHatano-Sasaで考えているような定営状態から定常状態への遷移など時開発展的

なものはみていないので、熱流と乞α((να土勺が一致するのである。また (43)でみた様に、

定常状態においては令α£α はゆらぎのエントロピ一変化会ot(吟に等しいこともわかる。

t = 2.:(vα£α 
α 

(93) 

(94) Stot 乞((νザ)
α 

このような解釈ができる事は、第二種揺動散逸定理が或立していることが重要だ、った [44J(し

ていないと (D-1)asFα£βの解釈に困る)。
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記憲効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

3 記憶効果のもつ非平衡定常系での散逸と揺動応答関係

非平衡定常状態は外界からのエネルギーの注入と散逸によるエネノレギーの損失が釣り合って

いる状態にある。この散逸はhousekeepingheat[14)と呼ばれその定常状態を最抵限維持する

ための熱にあたる。白色ノイズの作用する Langevin系において、この定常的な散逸の量Jは

定常速度と速度場に対する第一種の謡動散逸関係が破れていればその破れ具合と関係するこ

とが知られている。つまり

，.， f∞ dw.-:::. 
J=γ(♂)三十iI ::=[C(ω) -2kBTR'(ω) ] 
-'-∞ 2π 

(95) 

の形になる。ここで、♂は定常状態での速度であり、 C事長fは速度梧関関数と速変の線形fZ答
関数である。プライムはFourier成分の実部を表しているo iは摩擦係数。今西はこの等式を

有色ノイズの働く、散逸iこγではなく記憶関数r(t)の付いた Langevin系について拡張する
ことを考える。この場合も自色の場合とそっくりな等式を得ることができる。

丹 1 f∞ dw~ ， ， r-:::... ， _-=_， ，1 
J = ;;r(O)( VS)~ +;; I n_  r(ω) IC(ω) -2kBTR'糾 (96)

2 J_∞ 21r / l ~ ¥ / J 

しかし、一般的にどの記意関数やノイズ相関関数の減衰の度合い(指数減衰やべき減数)につ

いてどのような違いがあるのかないのかは自明でない。ただし、ごく最近同様の結果が海外で

独立に得られた [45]。

両者の違いを見ると、白色ノイズの系では散逸にかかる速度相関関数や線形応答関数は、同

時刻相関でありその瞬関の応答関数だけが影響するのに対して、有色効果がある時にはの働い

ている時間の需をその重みで考慮せよということを表していることになっている。自訂ada-Sasa

等式を検証した実験椀としては[35]が挙げられる。

3.1 設定

多島由度Generalized-Langevin系での等式

前提としてダイナミクスが以下の Generalized-Langevin方程式(GLE)においてε=0の場

合に従うような系を考える。

mi吋叫叫必ム刈£ふ州i(仲 £ 町印附川Z♂州Nη(t肋伶刷州川t吟吟川川);川州州;バ刈刈入川持刷刷(σ例附ル1吟幼))ト)ト=一〈かE只4ω以i，j(tバρj(t-8トtト山一→S附
さらに重要な仮定としてノイズご~i(t的t吟)はガウス分布をした確率変数であるとするD 非ガウスノ

イズは考えない。 XNはN個全てのXi(t)の自由疫を形式的に表し、 to，まこの系の初期待爽jで

ある。 ξ=0において十分時聞が経過した後にある定常状態に達しているものとし、この持の

定常的な散逸のエネノレギーについて調べる。ノイズの棺関関数は一般的に以下の形に従うと

しよう。

(Ci(t)) = 0 

(ふ(t)も(t')) = Mi，j(t -t') 

(98) 

(99) 
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特iこ、第二種揺動散逸定理の成立する場合は

ri，j(t) =βMi，j(t) (100) 

となる。 s= (kBT)-lo 今はこのようになってない場合も含めて考える。ただし、 ri，jもMi，j
もXNによる依存性はないことに注意。このノイズとしての揺動散逸定理が成立していない

と、この確率微分方程式で我々は一体何を解いているのか一般的にわからない。が倍々の場合

にこのような状況を考えるべき場合もありょうか。しかし我々はこのシステムに対してエネル

ギーを定義したい。例えば系全体の内部エネルギーとして次の量を定義できるだろう。

N~ 

H(t) =乞;md(tHU(zN(t);入(t)) 、B'
s
J

1
i
 

n
u
 

噌

i，，z
‘、

また入。)はポテンシヤノレに与える外部コントローノレパラメータである (s七ochおもicな量でな

い〉。外界からの操作による系への影響、ポテンシヤ/レエネルギーの変化を表しいて、

dWト芸州 (102) 

を系に与えられた外界からの仕事として解釈したい。もし非保存的な力 Fiが系に加えられて

いれば、

LFidxi(t) (103) 

も仕事として勘定することにする。

この2つの量と運動方程式を見比べよう。 t番目のLangevin方程式にお併を掛け算しょう

か=0の場合iこ)。この時GLEの右辺を集めたものは上で定義したdH及びdWの差になる
ことがわかる。

ε;δU -mdd(t)÷du--d入(t) = dH(t) -dW(t) 
δ入

一 [-1:九(
一一dQ(t助t吟) (104) 

最終行は形式的に dH一dWの量をdQと定義した。実際r(t)=βM(t)の関係が溝たされて

いる場合にはSekimotoによる吸熱量 [13]のー毅化になっている。ただしここでは排熱を正

とした。また、一般的に言って非平衡定常状態で辻dH=0であることを期待して良いと思

われるので、 dQは決定論的な外部操作入(t)による、系へのエネルギー注入に対応した系の

stocahsticなエネルギー損失の量を表していると考えられよう。ノイズはガウス分布を仮定し

ているが、一般的にXNはガウスプロセスとならない。しかし、ポテンシヤルが講和振動子の

場などは運動方程式が線形になって XNもガウスプロセスになる。また仕事dWも特別な場

合iこはガウスフ。ロセスになることがわかる。一方でこの排熱dQは本費的に確率変数の非線形

になっていて揺らぎの性質は良くわからない。
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記檀効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

定常的な場合についての入仕事率(散逸率)み =(dQ)ξ=o/dt = (dW)e=o/dtを実際iこGL

Eを使って計算してみよう。

J入(t) 一(害〉
-LM一山 (105) 

ここで〈ふ(t)お)~こついて考えてみる。 Xi(t) は当然運動方程式であるGLEのある初期笹iこ対

する解であるのでお(t)= xdc;xs-r](t)としてご(t)の況関数と考えることができる。例えば

鳩山t)=さえかかa~il}(九 ， 7n ;山九州山) (106) 

とノイズ (8もochasticたる源)に対して完全に畏関した形に書けるだろう。これに対して Ci(t)

を書けて平均を取ることを考えると以下の公式を得る。

rt J _1 r /.L ¥ r / _ ¥ ¥ 18土i(t)
(Ci(t)為的)= I ds(ξ(t)ご(s))(一一一) (107) J

to 
WO¥o"t¥，-"o"J¥oJ/¥8cj(s) 

を得る (Furutsu-Novikov-Donsker公式、 AppendixB)。

ここで (8Xi(t)/8む)について考えてみよう。摂動を入れた運動方程式(97)に戻ると、この

摂動εfi(t)とノイズCi(t)は和として効いてきている。よって、このGLEの解Xi(t)は、やは

り次のように書けるだろう。

勾(t)=241乏かかdt}hruzh
×ドム(71)+ Cil (7dl X ・・・ x[tf九(7n)+とら(アη)] (108) 

従って変分に関して次の関係式が成立すると考えられる。

6主(t) 8色(t)

6む(s) 8ε/j(s) 
(109) 

これに対して ε→ Oの極複を考えれば摂動による線形の応答関数を得る。従って、

必i(t)
Ri，j(t -s) = (一一一)
J ¥ - -I ¥ 8cj ( s) 、ES'

'
'
Aυ ti
 

'
i
 
，，z
‘、

ちなみに応答関数が本当に摂動と応答の時間の差だけの関数になるかは、初期{直依存性のた

めよくわからない。しかし一般的に言って解の初期僅依存性は記憶関数ri，j と向じスピード
で減衰する。この初期値抜存性が十分無視できるくらいの待問久s>>toを考えれば線形応答

関数も R= R(t -s)と書いてもいいだろう。気をつけてRち(t;s)としておこう。
次に非平衡定常状態の速変格関関数を考えたい。運動方程式(97)のε=0の解を考えよう。

その時、速度相関隠数は以下のように定義する。

cb(t;s) = (ねが)Xj(s))-争点))(土j(s))

→ ([ふ(t)-vf][xj(s)ーす])

= Ci，j(t -s) 、、.aa，，，
宅
2
ム
ー
i
宅

i
〆
'
S

也、
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この CtJO-s)には速度相関の待問併進対称性が考書、されており、時間反転対称性も持って

いるとする。

これらから λ仕事率〈散逸率)は

み(t)=l:dSF4j(Z-s)仰 (112) 

となる。そしてri，jにたいする最大緩和時間TGよりも十分長い時間t>>TGたった定常状態
を考えよう。簡単のため一般的にお =0とおしそうしてt→∞を考える。このとき積分変

数の時刻 Sについて、積分の上限tに近いときには誌答関数や速度相関関数の初期値依存性は

なくなっていると考えられる。また、積分の下摂近くになっているときも、 t→∞では初期

値依存性はなくなっているで、あろうし、さらに記櫨関数やノイズ相関間数が十分にダンプして

ゼロに近くなっている系ではより有意で、なくなる。この時みもある一定値に収束しているで

あろう。、

み = i ι 咋 tωi，j(バ(桝U;戸+刊ri，j引MM4ωωi，j(tバ点州(t例t吟叫) (113) 

となる。ここでR(tく 0)= 0とrを偶関数拡張して速度相関関数の時間反転対称性を使った。
これにフーリエ変換を行うと、

Jλ j に芸[ドト阿阿討M州π吋5引(品，jぷ刈刈j〆μ州(μωω吋)附U守:汚弓÷ ι九ω，jぷ点刈jバ山州(いω同ω吋)陥ι，jぷ点刈j〆μ州(μωω叫)ト一2減広恥，jぷ点jバμ(い仇ω
i ~Lι::: Z ト[27r8同 ，j(ω)附勾例弓÷M)陥ιι九ω，jぷ点刈jバμ(μωω吋)一玖 jバμ州(μ糾ω叫)丘身ιι恥何Ii，j (ιωi，j(ぷjバμμ川(いωω叫叶)] (114) 

となる。プライムは実部。 λ仕事率(散逸率〉は応答関数と速度相関関数の差で表されていて、

非対角成分も考慮させる。これがGeneralized-Langevin方程式系のHarada-Sωa式になる。

Fourier変換の定義は以下の通り。

3.2 いくつかの倒

ん)=列1]=にdt飴dte-iおιte-iが一→咋4
六印I(t)の)=:F寸:F-一1明:的jJ=ι 主争ei戸川州4ωω吋吋ωω吋wtj(ソ吹f六(ω ) 

第二種揺動散逸定理が成立する場合及び、白色ノイズの場合

この時、みは熱浴となる粒子集冒とのエネノレギーのやり取り、熱と解釈できょう。

ri，j(t) =βMM〈t)

であるから、

1 r∞ dw.::::.. .. r~. __ _.:=. ， .1 
み =~ri，j(O)vivj 十三/∞ EErd

-548-

(115) 

(116) 

(117) 

(118) 



記種効果をもっ非平衡確率遅程での揺らぎの解析

になる。自色ノイズの場合について一志見ておくと、

ri，j(ω) = 2，di，j (119) 

だから、

Jλ=ì~{句)2+乙21GM)-2kBTkh(ωl]} (削

となる。式(120)はHarada-S邸 a等式[20]に他ならない。

第二種揺動散逸定理が成立している一自由度において一定の非保存力が慢いている場合

この時、ポテンシヤノレの入による変化iまない。一定の外力 Fが作用して(屑期境界条件とか

で)非平衡定常状態が実現しているとする。熱浴粒子にはこの外力は作用していないと考えて

いる。定常状態では散逸と外力からの仕事がつりあうのでW = Fvs = Jとなる。第一種揺動

散逸定理の破れの具合を

V=;乙ま器[e(ω)-2ksTR'(ω)] 
と書くとしよう。この時、 Harada-Sasa式は

FvS = ~Ï'(O)[附 +V] 

キ v
S 

=品イ(長y-V 
=べ誌-V')

(121) 

(122) 

(123) 

(124) 

やぶれの程度はは(凶)の定義で最大凡ax= (品)2までしか第一種揺動散逸定理ずれるこ
とができない。これは質量の大きさや系のポテンシャルの形iこ依存していなし、。一方熱力学第

二法則の式 (46)から、 FvS三Oである。これはVに V~ 一 (VS)2 という下摂を付け加える。

実際に相関関数と応容関数を測定しなくても、定常速度と静的牽擦係数、外力から揺動散逸関

係の破れの具合がわかる。

速度相関に時爵反転対称性がない場合

前章ではCi，j(t-s) = (九(t)ちい))一(ふ(t))(令(s))の速度相関関数に対して時間反転対称
性 cdt-s)=C4J(s-t) を課した。そのようなら仰を C~的と記し非対称部分 C!;(t) が

あったとしよう。その場合

Ci，j(t -s) = Clj(t -s) + ctj(t -s) (125) 

とわけるとすると、

fJuhW一拍=;にdSri，j(S)~乙仲 fdSFtj(s附
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図 1:考えている系の状況。粒子が調和振動子ポテンシヤルでトラップされており、そのトラッ

プを動かす。

第二項が加わる。従って、

1 r∞dJ.V r.::::. ， ，;::'Q " _ _ -_ ， ，.:::. . " 1 f∞ 
J入=ri，j(めぐり十三/∞EElf山)ぬい)-叫，j(ω)RU(ω)J+ Jo 叫，j(s)G.会(s)

(127) 

この非対称部分が効いてくるのはEの非対角成分がゼロでない場合のみである。

4 記憶効果をもっ系でのゆらぎの定理

熱揺らぎの過程が時間相関のない白色の振る舞いをするときには、種々の揺らぎの定理が成

立することを第2章でみた。ここは、それら揺らぎの定理を有色ノイズ過程にまで拡張できる

かを調べよう。ただし、今回は線形の方程式だけに限定する。なぜなら、 Langevin方程式を

まるまる解くこ左が出来、そのため初期植依存性をなまに見ることが出来るからである。その

とき次のことに注臣した。TransientFlucutuation Theorem (TFT)や、 Crooksの経路確率関

係式は"そのまま"成立するのか。そのときに比較される逆のダイナミクスには何か新たな制

約が要るだろうか。また、 Jacobianをどう処理すると良いのか。コロイド粒子の時間反転軌

道と溶媒の運動の関係はあるのか。白色ガ、ウシアンノイズのLangevin方程式の定営状態と有

色ガウシアンノイズのLangevin方程式の定常状態は詞じだろうか。ゆらぎのエネルギー論は

同様に成立するか。特に熱力学第二法即の対応や、非平衡状態のエントロピーをどう定義する

と良いのか。これらについて考えたいと忠弘具体例としては調和振動子中にトラッフ。された

粒子を考えて、そのポテンシャルの底を動かすような仕事を考える。同様の白色 Langevin系

での解析としては [46，47， 48]がある。また似た状況として高分子のRouse鎖を引っ張るよう

なモデルでの解析もある [49]

ハ
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記護効果をもっ非平禽確率過程での揺らぎの解析

4.1 設定

Generalized-Langevin方程式

方程式は次の Generalized-Langevin方程式(GLE)を考える。

m材£十l'ρt、r引(t-t') 
(詰凱ご訂(伊例t吟))= 0 

(C-(t)ご(t'))= M(t -t') 

(128) 

(129) 

(130) 

ここで、 f(t)は散逸にかかる記憶関数であり、 M(t)はノイズの時間相関関数である。特に、
第二種揺動散逸定理が成立している場合には、

M(t -t')= kBTf(lt -t'l) (131) 

となる。さて、今粒子はポテンシャルU(x)= !mw2x2の中にいるわけだが、そのポテンシャ
ノレの患をある一定のスピード Uで平行移動させる場合を考えよう。

U(x，入)

入。)

q
A
 4ι 1八z

 

q
e
 ω

!

 

1
一2
臨

一

一

(132) 

(133) 

この時、系を次のようにガリレイ変換をすると見やすい。

y(t)三 x(t)-ut (134) 

方程式は

m吋U十1'r叩(tト山μtト山一→イtずr鴻胤悌)iJ(t'οσtずt')dt'
となる。このとき、解は以下のようになる。

y(t) mvoH(t) +馴 (t)+ Y加かいすが)

H(t) =ζ-1  
1 

ms2十sf(s)+ mω2 

χ(t) 一 1 -m;.，;
21' dt' H(t') 
ま t'

Y(t) 一 イH(t-t')dt' l' dt"r(t") 

(136) 

(137) 

(138) 

(139) 

ここで乙はLaplace変換を表す。

同様にして、仕事は

W(t) = l'似宗=ω2Ul' y(t) (140) 

で定義できる。
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以下では、第2種揺動散逸定理の成立する場合だけを考える。また、あとの便利のために次

の記号を定義しておこう。

h(t) = 
dH(t) 

(141) 
dt 

冗(t) = l' H例 (142) 

8(t) ニ ρω (143) 

川) = l' Y(t) (144) 

2種類の平均操作について

以下で2つの平均操作を定義する。一つめは、初期値Vo，Yoが与えられた確定f甚だと患った
場合のノイズとだけによる平均

、、，，，
• ，，t
、、

(145) 

もう一つは、その初期鐘に対して初期分布p(ro)が与えられている場合のりo，Yoおよびとの両
方に対する平均

(146) 

とする。今まではどちらの場合もあまり区別せず、前者の記号を用いたがこの章では初期値依

存性についてきちんと評価したいので記号をわけることにする。この持、

σw(t) = ([W(t)一(W(t)))2) 

σw(t) = [W(t) -W(t))2 

(147) 

(148) 

と約束する。

グリーン欝数H(のの一般的性質

関数H(t)は具体的なf(t)の形なしにいくつかの性質がいえる。まず初期位量と初期速震が

t=Oで無矛着のためには

H(O) = 0ぅ刷=去 (149) 

が期待される。これは次のようにも理解される。逆Laplace変換の公式を見ると、 C>Oと

して、

S
 

《

He
 
s
 

，d
 

吋

ゆ
p
a
t
s
-
C
 

1
一知一一H

 

(150) 

であるからI'.-v Sa， aく 1とすると t→ Oで S→∞が効いてきて立.-vm-1s-2になる。こ

れは逆変換によってH.-v t/m'こなることがわかる。また、時間無限大の極摂では初期値依存

っ
，
山

田
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記壌効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

性が失われることが期待されるので、

H(t) 

冗(t)

0

1
一
向

(151) 

(152) 

が成り立つ。これより、 8(t)→ tjmw2+ 0(1)となるであろう司このことはあとで 8teady
8tate Fluctuation Theorem (88FT)を証明する時に必要になる。

単位

以下では

m = 1 

(153) 

(154) 

kBT = 1 

という単位系を採用し、方程式に温度と質量が現れないようにしよう。

4.2 Hopf汎関数

ここでは仕事とノイズiこ対する Hopf汎関数[50]を求める。ノイズがぶり、仕事が時刻t，こ
W をとる確率を

φ(W， t， c(.))dWVc (155) 

としよう。 Hopf汎関数ψ(h，t， g(.))とはその W ととりをFourier変換した汎関数のことであ
る。一連のノイズぷ・)と初期条件Vo，Yoが分かればW(t)は先のGLEによって一意に決定さ

れる。従って、初期値をro、その分布をp(ro)とすると、

山ラJぷ訓g浜副耐{ωω))ト)= J州
でで、与えられる。雑音に対する過程から一般的に

川 tz(t)c(t)) J Vcp附 eiJ…t)
一 位叫P{一~JdtJdt仰刈F匂川w川Z科4桝(t助t吟)庁件r(

となる。これが今の有色ガウシアンノイズの定義でで、ある。しかし、今必要なのはg=Oの場合

であるからそれだけを考えよう。解は式(136)、(140)から、

W(t; ro) = _w2包 Ivo冗(t)十YoIχ(t)dt + Y(t) + I冗(t-t')と(t')dt'l (158) 
L JO JO J 

だ、から、

z(t') = -hu.ん冗(t-t')B(t')B(t -t') (159) 

qu 

四
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とおいて、

仰)= ! dfω叫E恥fop(訓(側ぽ叫p{一→t仇伽伽ωh加伽uωdωw2附
r h2 必内 f言 rt _ . _ .. . _ .. .. ~ . .. ) 

×叫{-yJuzl吋附(抑(s')f(s-s') ~ (160) 

を得る。この定常状態での値(y(t))ss= lim Y(t)を-l(u)としてカノニカノレ分和と定常分布は
以下のようになる。

Peq eーさいけ包)2ーをω2y2

ーさ匂2ーさω2(ν+l)2
Pss e ~官 Z

(161) 

(162) 

両方とも似たような関数形をしているので、初期分布としてここでは、

Ptrial = eーをい宮+ν)2ーをω2印+1)2 (163) 

を採用しよう。 v=民l=Oとすれば定常分布はカノニカル分布と一致し、 ν=O，l = l(u)と

すると定常分布になる。すると、

h2 A ..， rt _ rt 
lnψ(h，t;v，l) = 一一ω4U~ I ds I ds'冗(s)冗(s')f(s-s') 

2 . Jo -Jo 
1..2 1..2 / rt ¥2 

ーヤ4u21i(t)2ーラω2U2¥Jo X(t)dt) 
-ihω2uY(t) + ihw2ul(t -8(t)) + ihw2uv1i(t) (164) 

となる。一方、このとき分散σw(t)は以下の式で書き換えられる。

付 (t) = u吋t吋=dsr冗(s)冗削s-s') 
= ! dt(一山2冗桝山(t)-tJ) 
= _W4u2冗件

また、

Y(s) = 乙[Y(t)]

一-d郎防) (166) 

なので、

Y(t) = u1i仲 (167) 

以上から、

h2 r ..， ..，司 rt_ • _ ， ，，1 
ln凶n吋ψ(伊却h，t;ξ;伊U州，

-一イ-イi仇h[トωJ山2U2州2
+判t伽hルLμωw2戸ん2匂匂ul(οt一 ωw2句e(tω附t吟引))+ ihルuωJんνdπ(伶t吟) (帥1路6鎚剣sめ) 
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記塘効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

これを用いるとたとえば、 Jarzynski等式の様な平均値は

(eαW)=ψ(-mj;U =仏l= 0) (169) 

等を考えれば臭い事になる。さて、この時には初期分布も含めた仕事に対する平均や分散は次

のように与えられることがわかる。

W(t) 一 去和ψ何
一 一叶匂2内 (t糾t吟)一包

(170) 
王~2\

勾 (t)ト= 一Z京互ψ仲(伊仇仰州h九仰M亨， t弐ω;

一日-2匂吋主的(t (171) 

4.3 Fluctuation Theorems (FTs) 

宝旨ansIentFT 

GLEとして隷形の方程式を仮定したので、確率変数Zまたはgもまたご同様ガウス過程で

ある。仕事W もUに対して線形でかけているので確率変数W もまたガウス過程になる。つ

まり W の確率分布P(W)dWはガウス分布の形を取ることがわかる。
従って、ノイズごと初期値むがある分布po(ro)に従っている時の時刻 [O，T]の需になされ
る仕事W=W(T)の分布は

1 (Wーす)2

PT(W) = I五=e一寸す
V'"♂IIVW  

となる。この分布関数形から TFTは

ln -pT(+W)=2ww 
号 (-W) ー句

(172) 

(173) 

となる。II"ansientFluctuation Theorem (TFT)では、その初期分和はカノニカノレ分布で、あ

ることが制限されているいるので、 ψ(h，t;払 0)を用いて平均値と分散を計算すればいい。こ
の初期分布がカノニカノレ分布の場合での統計量iこ対して、 Cの上付添え字をつけると、公式

(170)(171 )より、

ず = -U2W41T d制吋包叩

σ品 = 一山lTdt'8(t') + u2w2T2 
(174) 

(175) 
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以上より、任意の時刻Tに対して

P~(+W) 
土 =十時F
Pji(-W) 

が成立する。 (kBT= 1と規格化している。)

(176) 

Steady state FT 

もとの揺らぎの定理 [2ヲ 3]での S七eady8tate Fluctuation Theorem (88FT)は、 TFTが

T →∞で成立するのに重要で、あった初期状態の様子を忘れて、JjIJの定常状態に達しても揺ら

ぎの定理の形の関係式が成立するだろうというものだ、った。ここでは、初めから初期分布を定

常分布にとって、 88FTが成立するにはT→∞が必須であり、どうに漸近するのかをみてみ

よう。この時、 ψ(h，t; 0， l(u))を使う。ただしl(u)<∞は仮定している。この初期分和の意味
で、上付添え字を Sとして書く。

fT -1.L''''I.L'¥ ， 1_.2..2 W _u2ω2冗(T)-u2w4 I dt'8(ず)+~u ω T2 +ω2l(T -w28(T)) (177) Jo -，-/ . 2 
I'T 

σら -2u2ω4I dt'8(ず)+u2ω2T2 (178) 
JO 

つまり、

月(+W)-JJ冗(T)-U2W4 JoT dt'8(t') +れ2w2T2+ω2l(T -w28(T)) 
=2W T (179) 

P~(-W) -...... _2u2w4 J: dt'8(ず)+u2w2T2 
ここでT→∞において、

冗(T) →
1 
2 
仏7

→玉川(1)
中 2

→云τ+O(T)
L，w'" 

(180) 

(181) T

O

 

倒

的
，G
 

T
 
ptass'nu 

(182) 

なので、

浮いW)lim ln i =科F
T→∞呼(-W)

特に、時間平均での単位時間あたりの仕事切でみると2、

η呈九州1
lim -=-ln →一一一=wT→∞T 444  pf(一切)

(183) 

(184) 

ともか~t る。

2平均の仕事 (W(吟)または W(t)は時刻無隈大で O(t1)になっているc

氏
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話憶効果をもっ非平欝確率退程での揺らぎの解析

De土ailedFT 

Detailed Fluctu成ionTheorem(D FT)は以下の形の等式のことを指す [51]0

f守心心fわラ川WI昨ろυ)= ε臥
P町(r巳i，下一WI肝r幻、γf)

(185) 

ここで?は2章と同じ持需の変換であり、 rO.1は位置と運動量をあわせて書いた位棺空間上の
点であるc これを調べるにはある時刻 tにおける封。)=払v(t)= v， W(t) = Wとなる確率
P(y，v， W，t)を求める事が必要である。この特性関数ψ(J，g， h， t)を計算できる。

桝仰州J，川F
xeif[いむ句oH(t吟)+y，約oχ(μt)+Y(t)日i 

x eig[voh(t)一ω2yoH(t)十すい)J

xe-ihω2U[VO冗(吟+YoJotχd山 (t)J
xeーさJ:ds J: ds' F(s)r(ーγ (S') (186) 

このまま先と同じように計算を進めることも出来るが、煩雑になるので止める。 DFTの成立

自体は次の節の経路確率関係式からも蓋ちにわかる。

経路確率関係式

運動方程式の制約からノイズと自由度 Z の関の確率に次の等式が成立する [28Jo

1フごP(ご(・))= DxP(x(・)) (187) 

この内、 P(ご(う)の関数形はノイズ、の定義からわかっている。ただし、 P(c('))やP(x(・))は
と(t)，O三t三T、x(t)，O三t三Tの定義域内だけを開題しているので、あってー∞<tく∞で
はない。

R JごJvωzeiヅf…t吟t)e匂e叶一~Jdtψfρdtめ州仰州tピh向川Fう河，z(t)バ抑刷(作的t吟)件ず吟印削仰〉μM凶z判z(t吋t
この特性関数部分はz巧(t吟)=0ラ(伊tεR¥[抑O，Tη])とできるので、

ベザa吋Jい庁帥件(t一ず叫 (鴎

を考えればいいだだ、ろう久。ただだ、し記掻関数を{縄男関数拡張している。

r( -t) = r(t) (190) 

よってこの定義域でのrの逆襲数Gを

f dt' G(t， t')r(ず-t") = 6(t -t") (191) 

可

t
F
h
d
 

F
O
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で定義しよう。関数GはG(t，t') = G(t'，の=G(T-t，T-tうという性質をもっ。よつて

P哨附な凱削{ω))= 低仰叶P{一~J dtJ 或仰州F匂q仰G(
になる。 Jacobianについては

6ご(t)
J = J[x] = det ;~~-_~ 

ox(s) 
(193) 

としておく。

逆軌道に対する議論をしておく。経路確率関係式は、ある経路をコロイド粒子が進む確率

と、その逆軌道を逆操作のもので進む確率の比を開題にする。ここで逆軌道を与える時間のパ

リティー変換の演算子をもう一度別記号で定義しよう。

定f(x(t)，x(t))= f(x(T -t)， -x(T -t)) 

注意として反転演算子は時間微分の演算子と可換になっている。

d d 
定一=一定
dt dt 

また一般に仕事に関係する外部パラメータ λ(t)もこの完によって

?之入(t)=入(T-t) 

(194) 

(195) 

(196) 

とする。

さて、それではP(x(.))を評価しよう。この時、

一 J[担仇Z

x [卜トトドい川針杓W削吋(μげ的t'ηサ')叫)ぜl'ま~)rR印r(t'ゲ山川t'ιい川山山勺1刈川一→J叶什s'め収Fう加)μ£伶が刑仰山(いμ約仰s'のs')dう')d

一柿却ベ(対Tイdt'糾州仰叫F匂叫初悦G(仰靴仰W引(t仏仰υ川t久Mげ川，t'刈t'ηFう)1'主r(tトh川tト山一→寸Sり)仰s{ρρtど~川，一日r(tゲ山tず卜い勺1一づ-s'附 dおサs} 
xe位叫X却Pイ(村T~d吋イt[d仰t'印削F匂叫G(川 トドドドい0紡和t吟)+芸(吋吋刷山t吟凡似川)，μ，ム入
×ト(t')+勢叫λ(t'))]}

xe叫勾 ( 対T説叫イlTdt'叩F
× トい(t約tず杓rう)+芸(tずηfう)

×位叫寸Pイ(ザイd仰t'印削r匂吹G(叶[r印吋(tゲtピF一S州 d白dιs'卜一[rゲ卜山υ一→イs'川F
×い)+芸(t)]}

oo 

p
h
d
 

民
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記需効果をもっ非平鋳確率遅程での揺らぎの解析

ここで次の3つの等式に注意する。 1つ自はデルタ関数を使って

tfイd削 ，t')10T r(t一桝州榊トドいド(tゲt')+芸伊
一対TaFLT附，-s)i: (s) [x和 Z011
-4T州市必t)]

である。 2つ巨はt→T-tの変数変換を行って

村Tイ州
一対T必吋イ[d帥 ，t'言t'従主1戸r(山一→S附 S十ド山')+芸岳(山')]

一 対Ta吋イ[ρT~d仰 ，t'ザ，
一 j辺[dt吋イ[d削ラ，t'叫r

でで、ある。 3つ目は公式

[宝T守ψど印川G川 [[かかt、h、斗F引叩峠…(tトtト一
×イ[lr印r(t'ゲ十ドυ川t'卜い山山，-8'刈一づイ叶8'めf守〉山F一1，T r印吋(tゲ十υ川t'卜いμ勺1刈一→イ-8')めFう)κ的W削叫山8'めM榊Fう')d8凶w叶斗dゐds']斗s']十←，]←←l卜ト=斗o (伊2捌制G∞O的) 

を使って、

[ρT〉aJfT 仰 ， t'吋t'吟サFう叫〉叫[ρか=VhhF町印(t日t
一 [、d占吋イイtぜイイ[守J一♂れdtダ仰t'印帥r匂G
一[ρT dt 10イ[d帥，t'吋t'ηサFワ叫)ぜ[ρかt、hhいF引印件(οトh山tトい吋一づ寸Sり)冗均附[詳阿£κ〈榊[ρトt~川r(ピ卜い山一→-8'押F

でで、ある。以上3つの式変形によって式(197)は、

一切{-~[イdt'G(t， t巾仙[r(t-s)幻(加元主附坤ll]

×トx(t')+ [' r(t' -s')む (8')…芸川的)]}
×仲ベ-[針。)[X(t)十雲仙(吟)]}
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大熊孝法

= %(冗x(・))ε一(d.H-d.W)三住L
JR['Rx] 

となる。ただし

的)=シ(仙

であり、仕事の定義は

rT ..:δU 
ムW = I dt入(t)一 (x(t)，A(t)) 
10 δλ 

である。頗軌道 (ForwardProcess)と逆軌道 (ReversedProcess)の比の形で書くと

与(x(・)Iri)=f(ムH-d.W)主主L
PR(x(・)Irf) 

~ 

JR['RX] 

(202) 

(203) 

(204) 

(205) 

となる。もし非保存力f(t)が働いている場合には、それも外部パラメータと考えて仕事の定義の

中に入れることにより同じ形式が得られる。 JI虞軌道は次の関係、を溝たすあるRealizationx(t)イ(t)
のこと。適当な初期条件と

rt δU 
x(t) + I r(t -s)土(s)ds+ ~!l~ (x(t)， ..¥(t)) =ご(t) (206) 
Jo δz 

を満たす。逆軌道の定義は

rt δU 
印刷+I r(t-収 [x(s)]ds+一(制球)]，入(T-t))=ど(t) (207) 

10 δz 

を満たすRealization完封t)= x(T -t)，と'(t)の事。ただしごとどは需じ有色ガウシアンの雑
音である。

Jacobianの例として例えば、白色ガウシアンノイズの Overdamped-Langevin方程式の場

合にはFokker-Planck方程式を解くことによってわかっていて、

rT δ，2U 1_1-'.¥ '1....¥¥ ( r J.LL. dx(t+ 0)¥ 
nJizj=-L a夜(刷，λ(t))

¥ 
= -J dt ln 

~ ~ 

ð~ (~) 
~ I 

) ん ¥j 向。) ) 

となる。よって、このときには Jp[XJ!JR[冗x]= 1になる。
しかし非マルコフ型の場合、この手のことはよくわからない。特殊な場合として

U(x，入)=シ(x-λ(t))2 

の形の場合にはGLEをとで況関数微分して

2 dx(t) ， rt nf.J. ....1¥ d dx(t') .:1..L1 ， L dx(t) 
一一一+I町一め「一一夜十k一一 =d(t-s)dt2 dc(s) ん dt'd，ご(s)--

， .-
8c(s) 

(208) 

(209) 

(210) 

となる事がわかる(入は外界から与えられるので6λj8c= 0)のでこの場合に摂り、入(吟が消

えて同じ微分方程式になるから

Jp[x] 
-一一 =1 恒し Uいき入)= ~k(x- λ(t))2 
JR['Rx] 

-560-

(211) 



記電効果をもっ非平衡確率過謹での揺らぎの解析

となる事がわかり、マルコフ型で言われている経路確率関孫式

F)F(X(・)Iri) - Dー(ムHームW)
PR(X(・)Irf) -

(212) 

が得られる。もちろん調和ポテンシヤルの平行移動入(t)=ぱもこれに含まれる。中間の経路

について積分を行えばDFTと等価である。

またri= (Xi， Vi)やrf= (xf，Vf)がそれぞれの初期状態でカノニカノレ分布していたとする
と、!頃軌道、逆軌道の初期値の分布は

Pi(r) = eβ(Fi-H(r，入(0)))

pf(r) = eβ(Ff-H(r，A(T)) 
(213) 

(214) 

として経路に依存する物理量F[xjの期待鑑には

Fizjeu-AWF=FR!?之zjR (215) 

という関係が成立することがわかる。ここでムFとはFf-Fiである。

4.4 幾つかの過程での例

Orns主eIn-UhleIゐeck霊記憶関数の場合

今、ノイズの棺関関数として
t
-
T
 e
 

作
t

一
T

一一、
も2
2
J
4ι ，，g亀、
F
L
 

(216) 

を採用しよう。この時

I'(s) =ーユー
78+  1 

この時、 GLEのグリーン関数Hめは

(217) 

mw 
÷
 
S
 

E
-
-
b
 

十一÷
S

一qr
一
α
一十一S一

一S
 
AH 

(218) 

と三次式の形になる。逆Laplaceのためには三次方程式の根が必要になる。ちなみに、

1 
α=  

T 

b = ω2+1 
7 

(219) 

(220) 

co d一ァ
(221) 

である。 3次方程式の授の性質は判別式

α2b2 b3 α3匂 αbco C3 
Q=一一一+一十一一一一一+一 (222) 
108 
. 
27' 27 6'  4 

の符号から分かる。 Q>Oでは 1つの実根と 2つの譲素様。 Qく Gでは3つの実援。 Q=Oで

は重複がある。

句
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ここでは簡単のため、 Q>Oの場合だけを考えることにする。これは

ァω2 1 
ー「ー〉一=

7 、13
であれば十分である〈必要でなLサ。この時、 3つの根は

(223) 

B

B

 

A

A

 

d
一2
d
一2

十

一

α
一3
α

一3

α
一

3

一

一

一

B

一
B
一

B

+

一2
+
一2

+

A

一
A
一

A

一

一

(224) 

(225) 

(226) 

がある。ただし

= (ι÷子-2+必r
= (妥÷子-3-d)/

(227) 

(228) 

である。このほかに、

p = -A-B十;
A+B α 

q 一 一一一一一一一 2 . 3 

入 = 手(μAト一B)) 
d α(2q -p) -q2一入2 αq _ q2-.¥2 

=q+ 
α-p α-p  

(229) 

(230) 

(231) 

(232) 

Sln α 一一

1α-p 

2q-p-d q2 +入2-p(2q -p) 

C2 ーヤ(d-q)2+λ2
λ 

♂司d-q)2 
d-q 

J京τ(d-q)2 

(233) 

(234) 

(235) 

Cl ー

COS α- (236) 

を定義しておくと、

H(t) = Cl e-pt + C2e-qt sin(λt+α) 

が得られる。漸近形としては

(237) 

H(t) = tーか2÷;)t3+C(め
また、時間無限大の極限を考えると、

旬。)) → 一歩=-l(包)

(238) 

(239) 
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言E撞効果をもっ非平衡確率過謹での揺らぎの解析

(iJ(t)) → O (240) 

σy(∞) 
kBT 

(241) 一 mw2 

σ。(∞)
kBT 

(242) 一 m 
(W(t)) → umw2lt + 0(1) (243) 

σw(∞) 一 2uω 2lt + 0(1) (244) 

となっていることがわかる [52，53]0グヲーン関数H(t)や、その不定積分の関数の振る舞い

は国2~こ示す。また公式 (170) 、 (171) より亘接、平均の仕事と分散を計算して TFTや 88FT

の性質を調べたのが図3と4である。 aveW(C)はカノニカノレ分布を初期分布とした時の仕事

の平均値wcであり、 aveW(8)は定常分布を初期分布とした時の仕事の平均値w'であり、
sigWはその分散笹σすである。横軸は時間になっている。また、図4は縦軸に仕事分布関数

の比ln[P(十W)jP(-W)]jW= 2Wjσすを取り、横軸は時間にしている。

H(t)ーーー-
h(t) ..-・・"

GH(り一一一-
Theta (t)・

O 

40 
t 

剖 100 

菌 2: グヲーン関数万と種々の関数。ただし、時間無限大で残る成分は引いである。パラ

メータはm= 1，，"，/ = 1，ω= 2.0，7 = 2.0とした。ここで、 H(t)は本文中と同じ、グリーン

関数の意味であり、 h(t)はその時間撤分した関数にあたるc また、 GH(t)は冗(t)のことで

Thetα(t) = 6(t)を表している。
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aveWIt (C)一一-
aveWIt(S)一一
sigWIt(S)一一一

3 

2 

1∞ 80 関40 部
-0.5 
a t 

図 3:Ornstein-Uhlenbeck型の場合の仕事率の変化の例。パラメータはm= 1， kBT = 1" = 
1，u= 1，ω= 2.0， T = 10.0とした。それぞれの笹は理論式から計算。乱数を捷ったダイナミク
スのシュミレーションではない。 aveW<C，8)は初期分布をカノニカル分布にした場合と、定
常分布にした場合の為された仕事の平均値である。またsigWはその分散を表す。
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図 4:Ornstein-Uhlenbeck型の場合のTFTと、 88FTの漸近の様子の例。パラメータはm=

1，kBT = 1" = 1ラ包=1，ω= 2.0， T = 10.0とした。縦軸はIn[P(+W)j P( -W)]jW、横軸時
間で、 1の植を取ると揺らぎの定理が成立していることを表す。
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記櫨効果をもっ非平衡確率道程での揺らぎの解析

マルコフ極限

得られた結果をマルコフ極限をとって、白色ガウシアンノイズでもうちょっと詳しく計算し

てみよう。

ァ→ +0 (245) 

の撞限を考える事になる。 Langevin方程式は

my+，y+mω2y= -，包+c(t) (246) 

この時にはω=1として

-r..e与三t_ e-与三
H(t) =ε一言←ーで

ゾザ -4
(247) 

だから、

出) VOヂs山切手(dcoshdtサ帥白)
一叫的(千←1ト一 f苧子子~(仲kぬOωosl叫2
+[ρt)a r官初H町的(t一 fめ収削抑抑附)光胤附wごぷ作U例(tゲ約t'ηFワ) ρ 

ただし、

d= J7仁三一
2 

ここから種々の量を直接計算する。たとえばVO= yo = 0の場合について、

(W(t)) = ，の_，2U2十，u2eサ (γωhdt+三ゴs凶 dt) (2印)
¥ I - ------.  2d --------J 

σw(t) = 2，u2 I冗(t)2dt
JO 

2γu2t十u2(1-e一世)-竺，2U2十 74U2 ，竺乙(1-e一村)4 I - I 4( ，2 _ 4) ，2 -4 

(249) 

十4，2u2e一きtcoshdt-竺二27Ve一γtcosh 2dt ，2 -4 
+空三(γ2_ 2)eードsinh白 -21(72-1)e-7tsinh26t

2d 

が得られる。一方、一般的に導出されたW とσwとを比較してみよう。

(251) 

万(t)

[e伽 r

ーヱ手

1一千(dcoshdt十 inhdt)

一tト一γ什÷打ザεfJ一→号刊t

一 jt2-γt+，2_1 

(252) 

(253) 

ーか2_ l)eーがcoshdt_1(，2 -32eータsinhdt
2d 

(254) 
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これらの結果を使うと、

I e一きま 1_ 'y ¥l 
Wv，l(t) = -u(包 - v) 11一一-t"(dcoshdt +よ釘hdt)I 1- d ¥2  --------J I 

刊 lr，-e-ft (γcoshdt + 三二~sinhdt) 1 l' ¥ I -------.  2d --------J 1 

+が(t) ロ55)
σw(t) = 2，u2t一(，2_ 1)包2

+U
2
(，2 - l)eーがcoshdt+笠ご(，2_ 3)eーがsinhdt (256) 

2d 

である。たとえば非平禽定常状態として1/= 0， l =的を代入するとWutO)=WSO)は計算
すると、

w8 (t)jt = ，U2 (257) 

となる事が直接わかる。

以上、平均の仕事と分散を計算して TFTや 88FTの性質を調べたのが図 5と6である。
一一心aveW CC)はカノニカノレ分布を初期分布とした持の仕事の平均値W であり、 aveW(8)は定常

一__8
分布を初期分帯とした時の仕事の平均値W であり、 sigWはその分散値σwである。横軸は

時間になっているc また、図6は縦軸に仕事分布関数の比ln[P(+W)jP(-W)JjW= 2W jσw 
を取り、横軸は時間にしている。

aveW/t (C) --
aveW/t (S)一一一

sigW/t -一一

1 

o 
G 

国 5:自主ノイズのマルコフ極限の場合での仕事率の変化の例。パラメータはm=1，kBT=  

1，ω= 1，包=1.5" = 0.1とした。それぞれでの仕事と仕事の分散の理論式を使って計算した。

F
O
 

F
O
 

F
h
u
 



記需効果をもっ非平衡確率遅程での揺らぎの解析

5 
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図 6: 白色ノイズ、のマルコフ極援の場合での TFTと、 88FTの漸近の様子の例。縦軸は

In[P(+W)jP(-W)]jW、横軸時間で、 1の僅をとるとそれが成立している事を示す。パラ

メータはm=1，kBT=  1，ω= 1，u = 1.5，')' = 0.1とした。

4.5 考察

経路確率関係式と初期状態について

時刻t=Oを初期とする慣性のある Generalized-Langevin方程式

(tδU  
mx + I dsr(t -s)x(s) + ~~-=-(x，λ)=ご(t) (258) 

O δz 

について、 TFTやJarz戸ski等式などが成立するかを調べた。一般的な経路積分の結果、ポ

テンシャルが線形で尚かっ、

UM=;均一入(t))2 (259) 

の場合には、経路確率関係式

f=>F(X(・)Iri)_ 0ー(ムHームW)
PR(X(.)lr f) 

(260) 

を得る事ができたえここではカノニカ/レ分布まわりのTFTやCrooksの揺らぎの定理式など

に焦点を当てたが、非平衡定常状態まわりで成立する、 Hatancト8a品等式やSpeck-8eifert等式

については何も言えていない。これは、今の非マルコフのLangevin方程式に対してゆ(広言)の

変化とダイナミクスの関係(24)のようなものが必要になってくるため容易でないと思われる。

この時、必要な逆軌道というものはマルコフ型の場合と全く同じものでよく、

えx(t) = x(T -t) 

記入(t) = 入(T-t) 

3appendix Dで非線形な場合を含めもう少し一般の場合を考察している

(261) 

(262) 
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I 1 (tJの操作の下で、

I F(t)の摩擦と、

! t (t)の欝撃を受けながら、

lxikノの軌道を播く。

1 (T-t)の操作の下で、

r(t)の摩擦と、

t ~白jの:衝撃を受けながら、

X(T-t)の軌道を描く。

国 7:経路確率関孫式の比較すべき粒子経路の例

だけ考えればいい(もちろんご→ご)(密7)。そうして r(t)は何もしなくて良かった。

特に、

内)=シ(x-ut)2 酬

の場合に直接運動方程式を角軒、て調べた結果、 TFTと88FTは成立する事がわかった。つま

り、ガウス分布の性質から仕事の平均値と分散が 1: 2になる必要があるが、特にTFT成立

のためには初期分布が非常に大切で、初期分布を何らかの正規分布とすると、それはカノニカ

ノレ分布でなければならない。この持、初期値の分散V5= kBT/m，xo = kBT/kによって、式
(170)は上手くキャンセルを見た。

初期分布を到達する非平衡定常状態に予めセットした特にはマルコフ的な運動の場合には、

仕事の平均植はいつも一定値になる。つまり初めから定常な仕事になっているo しかし、非7マ

ルコフの場合には仕事の平均値が一定とならない。時間をかけて定常状態になった時には実質

的に記信関数の部分が、

L量的 (264) 

になっていると克れる。つまり、 t=Oで、非平衡定常分布にあったとしても、この場合には記

櫨関数が上手く機能していないので、シュミレーションで振動項が発生したのだろう。ただ

し、 WS(t)/tの初期待刻の頃には数値誤差が大きい(桁落ち)。理論的にはt=Oで

W(t) ¥ 2_.2 f2J γ(265)  
/ t=O 

になることを注意しておし
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記積効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

ここで示した経路確率関係式における重要な制約は、隷形である事の他に、仕事なら仕事、

エントロビーならエントロビーを、そしてFを、時刻t=Oから測っている点である。途中

の時亥肋=ら計測した時のことは証明の過程からはよくわからない。これについては次の節で

もう少し解析する。

Jarzynski等式について

これまで見たように、時刻 t= 0から記替が始まる Langevin系での経路確率関係式或立

には時刻t=Oからの援測が必要で、あった。これについて一般のFに対する平均ではなく、

Jarzynski等式の場合に少し考え直してみる。

この時、平均を取られる量はexps(ムFームW)である。ムFは確率変数でなく、ただの笹.

なので、平均操作からはすり抜ける。従って、見るべき量はムW である。

rT δU: 
ム日T= I dt一一λ
Jo δλ 

(266) 

外部コントローノレパラメータ入(t)の変化に対して仕事がなされるので、もし、ある適当な時

間ら (0< tmくT)から仕事が開始される場合、言い換えると入=0 (0くtくら)の場合に

は、平均される物理量exp(一βムW)は時刻tm< tくTの間で平均操作が行われれば良いよ

うに見える。外部操作のない第二種揺動散逸定理を満たすGeneralized-Lanvegin方程式

mx+ l'叫 (267) 

について、時刻t=Oで、粒子の分布が熱平衡分痛を持っていたとする。このとき、 t>Oにお

いても、粒子(x(t)，v(t))の分布は、熱平衡分布に等しいことに注目しよう。これは白色ガウ
シアンノイズの場合には、 Fokker-Planck方程式を固有関数展開することで容易に示すことが

できる。またO<tくらの簡での詳細釣り合い式を用いても示すことが出来る。そうすると、

時刻らで持つ分布の規務化定数、つまり自由エネルギ一部分Fmは初めの分布の自由エネル

ギ一五と一致して、 (0く)tmくt< Tの関の仕事に対する Jarzynski等式が導けることにな
るだろう。

従って、記皆、効果のある系でも、十分過去の無摂動状態に十分な時間のあいだ熱平衡分布に

なっていれば、ある時刻らから Tの間に行った仕事ムW に対して、

(e-βムW)=e-βムF (268) 

が成立する。ここでのポイントは入=0で確率変数W(t)が厳密にゼロになることで、あった。

エントロビー増大関について

第2章で見たように、白色ノイズのoverdampedしたLangevin系の場合iこ経路確率の関係

式から、システムのエントロぜ-s(のと溶媒でのエントロピ一変化率Sm(t)を定義すると、全

Q
U
 

F
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体のゆらぎのエントロビーに対してある等式が成立した。

3tot 3m + 3 
ap(x，λ，t)¥j(x，λ， t) ¥ 
i+j£(t) 

p(x，λt) ) x(t) ， Dp(x，λ， t)ん(t)
(269) 

(270) =今 e-Stot 1 

これによって、

九← rdx4(x，入，t)2¥  
。=Stω = J dx D;(~:;:t) ζ 

の不等式を得ることができる。

この関係式を、非マルコフの場合で検証しよう。その場合Fokker-Planck方程式に対応した

確率微分方程式は一般にわからないので、 s=一委lnpを計算して謂べるという訳にもいかな
いし、 -J dxplnpが単純場加かどうかも自明ではないだろう。
しかし、今線形のu= ~k(x- λ(t))2 に対してだけであるが、亘感的に Sekimo七o の熱を拡

張した

(271) 

Q(t) = ( I dsr(t -s)x(s)ーご(t)， x(t) 
¥JO ノ

とs= -lnpを用いて(匂 =1としよう)、経路確率関係式から

exp(ームsーβムQ)= 1 

が成立する事を示される。これは平均として、

ムQ
ムs+ヲr三o (274) 

となる。ここで再び第一項は、シャノンの形を拡張したシステムの非平衡状態でのエントロ

ビー変化であり、第二項は溶媒でのエントロビー変化にあたると考えられる。これによって、

全体のエントロビー変化ムs十βd.Qは最低援は増大するように見えることが示された。ただ

し、た左え分布関数の関数形が不変であっても、 lnp(x(t))は時間変化をするため、エントロ

ピーの変化分を祷る基点はLangevin方程式の初期待刻と同じt=Oのものに摂定されるけれ

(272) 

(273) 

てしまう。

ミクロ胃逆性について

従来のLangevin方程式系での揺らぎの定理詰マルコフ過程の初期分布を定業分布とした系

でミクロ可逆性の性質に注自して示されてきた。

マルコフ過程であるかどうかについては今回、速度の散逸部分に時間的な遅れを伴うような

GLEでも示すことが出来た。しかし初期状態としての平衡分布の条件は平均操作の持に必要

で、あった。ここではミクロ可逆性ついて少し考えてみる。この問題は経路確率境保式と関捺し

ている。位棺空間点の向きだけを回転する演算子εを導入しよう。

Ep = -p 

(275) 

(276) 

εx x 
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記護効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

符号だけ変えて、時間は変えない漬算子である。

ミクロ可逆性として、例えば仕事のない状態での状態の遷移行列が詳細釣り合いの形を満た

しうるものであることで、

p(ro→r1; t)Pcan(rO) = P(tT1→εro; t)Pcan(εrd (277) 

が成立することかを謂べる。この詳細釣り合い型の式がどこまで成立するのか考えてみよう。

非マルコフ過程のダイナミクスでも、ポテンシヤノレが線形の場合、

与(X(・)Iri) -.，ー{ムHームm
PR(x(.)lr，) ~ 

(278) 

が成立する事がわかったo 途中の経路の過程について平均操作を施すことによって、仕事をし

ない場合において、

p(r1， t;roヲO)Pcan(ro)= p(&rO， t;&r1，0)Pcan(&rd (279) 

が成立する。但し、初期としてみるものは時弟t=Oでのものでなければならない。それには

Lanvegin方程式の散逸部分の記憧の積分範囲に原因がある。いつの時亥紡￥ら運動が始まって

いるのかが重要で¥それは運動方程式の記撞効果が働き始める時刻と一致していなくてはな

らない。一致していれば、通常言うように、 ro→ L という運動が起こりうるものだとすれ

ば、 εL→&r。も起こりうる運動であって、初め、カノニカル分布しているとすると、再者
の実現確率は同じである。もし、途中の任意の時間ちからの軌道の発展を議論しようと思う

と、一般に初期条件として、その瞬間での分布だけでなく、言己憧効果が働く時間関掲の分だけ

昔の状慈を指定しない限り、運動の将来予測ができるわけがない。記憶関数が効く時間i揺を

Tm と有限にとると、 {p(rt，t)}~コi+rTn を初期分布一覧として、何かしらの経路に対する確率

の保存尉があって、 ρ=Pcanの時に詳細釣り合い式のようなものが成立しそうに思えるがま奇

麗な定式化は出来ていない。

5 数鐘実験

5.1 実験系の説明

ここでは、メノレセンヌツイスター [54Jを使って、宥色ガウシアンノイズを発生させて一自

由度の数値実験をしよう。有色ノイズは自色ノイズを重ね合わせる事で生成する。

山)=乙ゐGいい例 (280) 

ここでは、有色の度合いの指標としてァを導入しよう。そして、有色ノイズの相関関数r(t-

t')kBT = (ごcolor(t)ご'color( t') )は

(281) 
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というテント関数を半分に切った物を用意したo T→ Gでr(吟→ 2-yc5(のになる。平均0、分

散 1の正競分布で発生する白色ガウシアンノイズ、(ごwhite(t)C"white(ず))= c5(t)の場合には

J J2-y* (0::; t三T)
G(t) = < o (tく T)

とすればよい。さて、ごcolor(t)が作れた所でシステムを説明しよう。以下では有色ノイズを単
純にご(t)と書く。また Langevin方程式は第二種揺動散逸定理を満たすとしよう。

(282) 

rt δU(x，λ(t)) 
mx + Jo dsf(tーがい)+ δz =50) 

(ご(t))= 0ラ(ご(t)C"(t'))= kBTf(lt -t'l) 

(283) 

(284) 

ここで、ポテンシヤノレは
q
A
 、、aF'
、もき，
r

・手

L
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(285) 

として、入(吟でポテンシヤノレの患を動かすような外部ノミラメータの仕事を考える。仕事W(t)

は次のように定義される。
fδU: 

W(t) = I ds:~ λ(s) 
Jo δ入

具体的な操作としては、全体の時間を0<tく Tとして

(286) 

入(t)= 

G 

lsiI145きがーさ)
G 

l sin4器 (t-T + 2合)。

(0三t壬!:ljω)

(ム/ω 壬t壬2!:ljω)

(2ム/ω 三t三T-2ム/ω)

(T-2ム/ω三t三Tーム/ω)
(Tーム/ω 三t三T)

(287) 

とした。この操作は文献 [55]を参考にした。ここでωは散逸がない場合の講和振動子の固有

期波数で

庁
防

(288) 

である。以下では簡単のため、

kBT 1 

w 1 

7 1 

m 1 

(289) 

(290) 

(291) 

(292) 

としてしまおう。

参考のために基礎となるダイナミクスについて解いてみる。

d2 d 
-τx + c--::-x 十 x=OdF' ~~ ， ~ dt (293) 
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言E震効果をもっ非平衛権率過程での揺らぎの解析

の解はグリーン関数
C~ _ v4ー♂2

H(t) = ゥ二=寺e一言tsinニ二7二-t
V4主-C'" 4 

(294) 

として、

x(t) = ( 1 -I dsH(s)) Xo十H(t)vo (295) 
¥ JO ノ

である。 c=lの場合に減衰にかかる時間はおよそ2.0。また振動の周期はおよそ4π/v3 "-J 7.2 
である。

粒子ダイナミクスの離散化は次のようにした。 K三ア/白。ここで時間揺はdtとする。

Xi十 = Xi + Pidt (296) 

I i-l 0 ¥ 

P削 = Pi -( 0.5r(0)pけ2:r( idt -jdt)pj + 乞 0.5r(idt-jdt)pj ) dt 
¥ j=i-K>O j=i-K三o I 

一(Xiーん)dt+ふdt (297) 

位置X(t)の変分はdx= O(dt1)のオーダーを持つ。一方針t)の変分はdp= O(dt1/2)を持つ
ので、確率変数との積を考える持には注意を要する。

以上の条件のもとで、上記のLangevin方程式で記述される粒子の時開発展が、揺らぎの定

理の式

g[剖=山 (298) 
P(-w) 

を満たすことを数値的に実験操作を繰り返して、データをとって調べるc ここでP(ω)dwは、

系になされた仕事W(t= T)が、 wから ω十dwの簡の値をとる確率をあらわす。

ノイズ及び平衡状態の様子

存色ノイズご(t)の長時間の統計分布は、特性関数から

(♂g引のdt) "-J εーさg2r(O)dt2

時 -c(t))) = • ./ ..._2フポーをと2/r(O)
V2πr(o) 

(299) 

(300) 

で与えられるだろう。また、 x(吟の方の入三 Oの持の長持開平均はその調和振動子での平衡状
態に一致するだろう。

I 1 1_2 
(d(x -x(t))) = ¥/云e-1X- (301) 

V 2π 
次に実際のシュミレーションによる結果と比較しよう。メルセンヌツイスターはOから lの

間の値を均等に返す乱数m である。各植は独立である。それから分散 lの白色ガウシアンノ

イズη01を作るには、
1 て-..N 1 
一、 一-一一nOl = N L....ti=l …Z~ (302) 
1/V12N 

とすればよし件。これは中心極限定理を利用したものである。この [0ヲ1]の籍型から生成させ
4これは確率変数m の平均が 1/2、分散が 1/12である事を使った。
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るガウスノイズは収束性が良いらしく、 N= 6，12が多く用いられる。ここではN=12とし

て許算している(図8参照)0n01およびそこから作った宥色ガウシアンノイズとの長待問平均

の統計分布及び、棺関関数は図 9、10の通り。ここでは例として、ァ =ω-1の場合のみ添付

してあるが、その他のァでも一致が良い事を確認しているけが大きいほどサンプノレ数が要る

ようだ)。ァ=ω-1= 1，dt = 0.01の場合の粒子位霞Zの長時間平均の統計分布は図 11の通り

である。外部パラメータの仕事としては、 l= 3.0を選び、 T=100ヲム=20としよう。パラ

メータ入(坊の変化の様子は函 12に示す。

r守01

《 "test.da'"

0.35ト

J I 号柄引・x12.0) /珂川2.0・pi)-一+一

0.3ト
/1 

0.25ト

g 

0.15ト

0.1ト

J ¥ 
-6 ・4

a 圭

-2 o 2 4 

noise 

s 

図 8:メノレセンヌツイスターから作った白色ガウシアンノイズの統計分布。 100万橿サンプル

した。フィッティングの関数は平均9、分散1の正規分布。

5.2 揺らぎの定理の検証

t=Oからt= 100三 Tまでの時間の粒子軌道をシュミレーションして、そのときに系にな

されたトータルの仕事を計葬する。仕事は次の様にして評価する [37]0

Wi = L[U(X肝入j+1)-U(Xj+ll Aj)] (303) 

参考として、ァ=0.1とァ=1.0の場合のX(t)とW(t)の時間変化の様子の一例を示しておく 0

7 =0.1の場合の例は園 (13)ベ15)。また、ァ=1.0の場合の例は図 (14)、(16)である。記議効

果が長い方が、振動の罵期が堅くなっているように見える。

そして、それを多数サンプルして仕事 W(T)の分布関数を作ろう。最後にこのダイナミ

クスが仕事の分布関数で表現される壬ansie凶 FTを満たすことを調べよう。ここではァ=

0.01，0.1ラGム1.02.0の場合での持関 T= 100の需になされた仕事 W の分布関数P(初)と、

4
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記穏効果をもっ非平賓確率遇程での揺らぎの解析

xlpDF 

/¥ 
"1 Oe+Sxi PDF.daf + 

exp(-x*xl4.0) I sqrt(4.0・pi)・一一一
0.3 

0.25 

0.2 

0.15 

0.1 

2
5
8
 

0.05 

o 
e 6 

国 9:白色ガウシアンノイズから作った有色ガウシアンノイズの統計分布。有色の度合い Tは

今、ァ =ω-1= 1となっている。 100万個サンプノレした。フィッティングの関数は平均0、分

散 2の正規分布。
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密 10:自色ガウシアンノイズ、から作った有色ガウシアンノイズの棺関関数。

した。有色の度合いはァ=ω-1= 1の場合。式 (281)と一致している。
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図 11:仕事なしのLangevin方程式をシュミレーションして得られた、位量の長時間統計分布。

400万ステップサンプルした。フィッティングの関数はこの調和振動子での平衡分布である。
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この様に調和振動子の底が動かされる。縦軸がず
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国 12:外部ノ〈ラメータ λ(t)の変化の様子。
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図 13:ァ=0.1の場合での粒子位置変化の例。図 14:ァ=1.0の場合での粒子位量変化の例。

縦軸が位置で、横軸が時間。 縦軸が位置で、横軸が待問。
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図 15:ァ=0.1の場合での(積算)仕事の変化の図 16:ァ=1.0の場合での(積算)仕事の変化の

例。縦軸がそのときまでにされた仕事で、横軸例。縦軸がそのときまでにされた仕事で、模事患

が時間。 が時間。
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大熊孝広

ln[P( +ω)/P(一切)]を横軸切で、取ったものを示す。特に後者はP仕切)ヂ0でしかデータが定

義されないので、レアイベントの部分で評倍の精度が落ちることになるc

まず為された仕事の分布iこ関しては得られた統計データに正規分布のフィッティングを行っ

た。時開発展のサンプノレ数はどれも 10万留である。度数分布をとるための仕事切の揺は、 0.1

にした。平均値や分散はおよそ 0.2%から 0.5%の精度でフィットできる。ア=1.0の場合につ

いて書いたのが密 17である。平均笹付近で収束が遷くなっているものの正規分布でよくフィッ

トされていることがわかる。そのほかのァについても、圏 18"'"'21にふさく書いておしただ

し、ア=0.01のデータは、この時間刻みでの白色極援にあたる。理由はよくわかっていない

が、記憧の相関時期が長い方が、同じ外部操作に対して少ない平均と少ない分散の仕事になっ

ている。一方、Transie凶 FTの方はどれも同様の一致をみせている(図 23)。

lau= 1.0 + 
Flllir廻一一一ー

0.14 

0.1ト

0.04ト

0.02l ノ
20 

，RFTa212  9 15 Q-削 o 5 
-10 ・5 w 

図 17:ァ=1.0の系での、各試行に対する仕事の分布関数。 10万個の持爵発展をサンプノレし

た。曲線はデータから取った正規分布のフィッティング関数で、平均=5.64、標準偏差=3

.45で、あった。

6 まとめと課題

本論文では、記憶効果をもっ確率過程、其体的には有色ガウシアンノイズ或いは散逸部分

に記憶関数を持つGeneralized-Langevin系において、白色ガウシアンノイズの働く Langevin

方程式系で知られている種々の揺らぎの定理式が拡張可能であるかを検証した。

以下、本論文で得られた結果についてまとめる。

まず初めに第3章において、記櫨効果のある系での非享衡定常状態を考え、そこでの定常

的な散逸とそのほかの物理量との関係を調べた。特に、第二種揺動散逸定理がノイズと記議関

数との関に成立する熱的な系では、これは岳色ガウシアンノイズの系で知られる Harada-Sasa
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図 18:ァ=2.0での仕事分布。平均=5.09、標図 19:T = 0.5での仕事分布。平均=5.95、標

準偏差=3.21でフィット。 準偏差=3.47でフィット。
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図 22:ァ=0.01，0.1，0.5， 1.0，2.0のそれぞれの場合に、仕事の分布関数をフィッティングした

正規分布関数群。 T= 0.01は今の離散化の場合白色ノイズと同じ状況を表す。言己意関数が長
時間働くにつれて、系に為された仕事の平均植が減り、また揺らぎ(分散)も減少しているよ

うにみえる。
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菌 23:ァ=0.01，0.1，0.5，1.0，2.0の場合でのln[P(+ω)/P(一切)Jのグラフo 横軸は初そのもの
である。直線はy=xの線を表しており、データがこの線上にあると、TransientFTを満た

していることを示す。 10万倍の時間発展をサンプルした。ア=0.01は今の離散化の場合白色

ノイズと同じ状況を表す。記嬉関数の働く時間にはよらす罰じように直線に収束しているよう

に晃える。
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記壌効果をもっ非平禽確率過程での揺らぎの解者

等式の拡張の試みにあたる。そして、ガウシアンノイズの性質から熱的な脊色ノイズの系、例

えば粘弾性体中のコロイド粒子の運動、でもその非平衡定常状態における流れの線形応答iこ

対する揺動散逸定理の破れの量と、その時の定常散逸熱が摩擦の記憶関数を分して結びつく

ことがわかった。ここでの違いは、有色の系では、摂動の瞬間だけでなく、記櫨効果の効く待

問範囲すべてでの揺動散逸定理の破れの量が、散逸と釣り合うという点で、ある。ただし、この

結果はごく最近、海外でも独立に得られている [45]。我々は加えて、記憶関数部分に異なる粒

子関のカップリングがある場合についても考察した。この場合には、異なる自由度同士の速産

相関関数の時間の奇関数部分も散逸に効いてくる。また、第二種揺動散逸定理が成立しないよ

うな場合についても、容易に関様の結果を得ることもできる。

第4章では、まず、一般の記憶関数について、調和振動子トラップの熱的な系において、ト

ラップを定速で平行移動させるような仕事を考えて、運動方程式を解析的に解くことにより、

'II'ansient FTやSteadyState FTの成立を調べた。第二種揺動散逸定理と初期分布の条件を

、満たせば、同様の揺らぎの定理式が成立することがわかった。これにより、同じ操作に対して

系に為される仕事が -wである様な過程も、 +wである場合のexp(一βw)信の確率で生じ
ることがわかる。また、指数関数の記議関数を持つ系について具体的に計算している。

次に我々は、より一般的な系で、 Crooksの揺らぎの定理やJarzynski等式などの成立を調

べた。この時もノイズがガウシアンであるという性質を前面に使い、それぞれの成立を示す

ことが出来た。系としては、方程式として慣性項を持つGeneralized-Langevin方程式を用い、

時刻t=Oから記濯が動くようなモデ、ノレで、ある。粒子軌道の経路積分表示から、第二種揺動散

逸定理を仮定した場合に t=Oに出発する軌道のミクロ可逆性或いは詳細釣り合いの式を書

くことができた。このことから亘ちに、この時開発展での経路確率関係式またはCrooksの揺

らぎの定理が成立することが示せる。そして記憶効果のある系で、 Jarzynski等式やエントロ

ピーに関する揺らぎの定理の積分表示、つまり、時開発農の関の不可逆仕事は指数の重みをつ

けて、平均し対数をみると前後の自由エネルギー差に等しいこと、またエントロビーの増える

場合も減る場合も、指数の重みをつけて平均し対数をとればゼョとなることを示した。ちなみ

に指数関数に乗せる場合には、温度やポノレツマン係数を使ってもちろん規格化しておく。詳し

くは、 Jarzynski等式は初期に十分に長い間平衡状態にある系について、任意の時需に作用す

る仕事量について示すことができた。エントロピーについては、 Sekimotoの熱を記樟のある

場合に拡張することにより、 Fokker-Planck方程式のような分布の発展方程式を用いずに、増

大則を示すことができた。

第5章でで、は、第4章で

な外力を{作宇用させる簡単な線形の系だけでで、あるが、熱的な有色の記議関数のある Generalized-

Langevin系で、系に為された仕事が+wであった割合と -wであった割合の比温度と W だ
けで表されて、揺らぎの定理式が成立することが確かめられた。

以上が今回我々が、非平衡状態も含めた記嬉効果をもっ確率過程の系について得られた結果

の大まかなまとめである。しかし、その結果の殆どは第二種揺動散逸定理を仮定している。特

に記掻関数とノイズの相模関数の関数系が異なる場合には、その締麗な定式化は難しいよう

にみえる。またこのときには現れる量の物理的解釈が暖味になってしまうという問題がある。

この解釈付けは今度の重要な課題のひとつで、あると思われる。その位、任意の時間から始まる

ー，ムco 
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ミクロ可逆性や、有色の度合いによる仕事や散逸の違いなどについても考察を加えていきた

い君、う。また、全体として抽象的な議論が多いので、荷か具体的な系を想定して解析すること

も必要であろう。そして、揺らぎの定理式そのままだけではなくて、応用しでもっと実際的な

非平衡状態の特徴を現す何かが主張できると良いと思う。

A 経路積分の方法

A.l 確率微分方程式の経路積分表示

Stratonovich型のLangevin方程式

x = f(x) + g(x)ご(t) (304) 

の遷移確率を経路積分表示しよう [27，26， 25]0ノイズは簡単のため白色ガウシアンノイズで

あるとする。

(ご(t)c(t'))= 2S8(t -t') (305) 

時間短ε=ムtで離教化する。

Xn+l -Xη= f(九)ε+g(xη)ふε (306) 

ここで、

x明 Cn+l十 Xn
山

2

ふムt= V2S(Bn+l -Bn) 

になる。ここでBnは通常のウィナ一過程によるブラウン運動を表す。よって、

(307) 

(308) 

Xn+l 九十f(九)ε 十g(九)ふε

= Xo + E L(!(Xi) + g(却も) (309) 

i=O 

まずはご(のから X(t)に変数変換を行う Jacobianを評価しよう。行列

δ(Xl，...，XN) 
。(ご0，・・・イN-l)

(310) 

は因果律から言って明らかに三角行列になるから行列式はその対角成分だけを見ればよい。

生止と =L(fr(九)+ g'(九)ご)竺註三+g(九)εacn 2'-¥J ¥.vnj I :J ¥，"nj.."n δふ

g (Xn)ε 

1ーをε(f'(九)+ g'(九)ふ)
(311) 
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言と擢効果をもっ非平禽確率過程での揺らぎの解析

よって

七(δ(X1，...，XN))-z
δ(ご0，. . . ，とN-d
日 1ーが1'(ふ)+ g'仇)Ci)
日 g(Xi)E

/N-l ¥ 
土 {-n-_1_'ρーさf:L:~l (t' (xd+g' (Xi)とi)
εN ¥日g(Xi)J ~ (312) 

Onsager-Macklup斧用のほうは、白色ガウシアンノイズの生成確率が

P(co，... ，CN-l) = (右)ぺ一会ξお 1e~ 

で与えられる事を使って、

(313) 

恥 ，xNlx仰向=会(おt2(1I詰)
xexp{守ト)
×仰(÷ZUF川

となる。連続極限をとって

P帥 o)Dx 針山山位叫p{一去訂ldSゐ (~土つiずfJ3rrm;??門Z吟勺)ワr 一i Lfかtン}dゐS州 + ダ州川川(伊糾械制Z吟収梢〉光涼と訂(いs
一 DXexP{-訂イfY-ifペ削+gF(Jf))

となる。 f呈し、
>.Y J~ /N-l ¥ 

pz=AJ(お)"'.llJ訪) (317) 

である。

A.2 温度時空間非一様系の例

一つの興味ある例として温度場が持空間変化している場合を考えよう。

T→ T(x， x(t)) (318) 
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この時Stratonovich型で書いた時のLangevin方程式は次のものになる [13]。

18U 1δT 12kBT 
x=一一一一一一十1/二三二ご(t)
γδx 2，δx . v ， 

摩擦係数γは簡単のため定数としよう。先ほどの対応でみると、

s = 1/2 
1δU(x(t)，α(t)) 1 aT(x(t)，χ(t)) 
γδx 2， δx 

(319) 

f(x(t)，入(t)) 一

(320) 

(321) 

g(x(t)，入(t)) = 
、‘，，
f
目

、
ミ
e
g
/
戸

4
'む
-

J
'
E

‘、-
X
一
ヲ園
、もa
，F-
時一

7

J
z

，‘、-
T一B
一
'K
一

n
L

一
(322) 

である。時刻Oから 7 までの時開発展で考えると、公式 (315)、(317)より、

P([xJlxo) fT J_n.:.. f f 
¥L-Jl-V/  = I ds2xーで - I dsx~ 

P(同 Ixo) ん g~ Jo 9 

fT J_  1 δU(x，α〉ムーや一一 1 ーしーん ¥NVT(x，χ) δz 山一 μT (323) 

となる。ここで Aは時間反転を表し、 x(t)= x(r -t)あるいはふ =XN-iまた、外部ノミラメー

タ操作についても入制→入(r~ t)である。初期分布Piと終分布Pfが与えられれば、それぞ

れの時の局所シャノンエントロピ-Si= -lnpi、S勾f=一ln印p卸f (つまり(←一ln叩p必)=一Jdxpln 
であるo )を用いて、経路確率関係式或いはCrooksのFluctuationTheoremは、任意の経路

に依存する物理量F[x]について

(Fe-E-rームS)F= (タ)R (324) 

となる。または、始状態・終状態で混度揚が一様でポテンシヤノレに対する外界パラメータ αが

ない時には、その温度で与えられるようなカノニカル分者を始状態として、

(e-Tσづ=eーのFf十βあ (325) 

が得られる。 Fはカノニカル分布の規格化因子であり、そのポテンシヤノレと謹度での自由エネ

ノレギーで、ある。この時σ辻

(T _ ___ _ .. 1 IδTδT¥  
σァ=一一 IdsU(x(s))τ{一件一定iJo ---'-'-IIT2 ¥δx aX ̂J (326) 

とも書かれる。前者は誼震勾配のある中を粒子が進むことによる散逸であり、後者は温度場を

外界から操作することによる仕事に対応するとみられるだろう。

B Furutsu-Novikov-Donskerの定理

B.l 汎頭数展開による大雑把な証明

簡単のため一自由度系の場合についてのみ議論する。多自由度の場合にも容易に拡張される

141]o 
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記章効果をもっ非平衡確率遇程での揺らぎの解析

この定理でもっとも重要なのは、ノイズがガウシアンノイズであるという事である。ご(均が

定常ガウシアンノイズと辻、

(ei f d制収(吟)=eーさJdt f dt'M(t一向ψ(t)ψ(め

を満たすような持のことを言う。この時には、

(ご(t)) = 0 

(ご(t)と(t')) = M(t -t') 

である。そうすると、高次の相関関数も 2次の棺関関数に全て分離する事ができて、

(ご(む)…c(t2n))= L n M(tiーち)

(327) 

(328) 

(329) 

(330) 
P i，j 

ここでεpは全てのベアリングについての和を表し、日はそれぞれのベアの積を表す。あら
ゆる可能性について和を実行することから、

(とめと(む)•• . C(t2n-1)) =乞(倒的))(と(t1).• . ~(ti)" ι( t2n -1) ) (331 ) 
i=1 

が成立する。この定常ガウシアンノイズによって駆動される任意の物理量A(t)が

朴 Cω∞S詰七÷ 2訂1>窃向th1 Lかd或山t
と展関される時にiは土、 α(t1，. . . ，tη〉がすべての時間変数に対して対称であるから、積分のダ
ミー変数を書き換えて、

(μ州附州Aκ却州刷刷(t糾械州t吟併似)c矧ご訂(附 = 2 ηn 1: 叩
rt J_'r/JJ¥r/_¥¥/<5'A(t例t吟) 

= I ds(ご(ピ)ご(s))(一一) (333) 
jtGSご(s)

になる。また特にデ、ノレタ関数が積分の端点に来ている場合

l= d(t-s)ds 
にはStratonovich型との類推から 1/2を敢ることとした。

(334) 

C OrnsteIn-Uhlenbeck過程型の記憶関数の系における計算

メモ

C.l 一般解

ここでは運動方程式(128)の初期値問題を解こう。

mx+ l' rμ附 dt'+ω 2X=制 (335) 
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ノイズは第二種揺動散逸定理を溝たす。基本的にはLaplace変換による。
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(336) 

f(t) (337) 

c>Oは実数でs>cでfが正則になるようにとる(密 24)。

lL 

国24:逆ラプラス変換のために取られる積分経路の例。環内のポールに注巨する考え方である。

運動方程式を変換しよう。すると、

m(ゐ -sx(O) -x(O)) + t (sx -x(O)片山2X=斜 (338) 

になる。ここで、判的 =xo、針。)= Voは初期位置と初期速度である。解は

的)=立(s)(mvo + (ms + I'(伸。十去り)

となって、グリーン関数H(t)は

(339) 

I!(s) = 1 
ms2十sr(s)+mω2 (340) 

これを逆変換する。

ms2f:ょ;1ω2=:(1ー制御))
今 1-mサtarH作成) (341) 

などから、

x(t) =明)+ VOX(t) + l'ω-りごい) (342) 
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記穣効果をもっ非平衡確率過程での揺らぎの解析

となる。特に、

r(t) =子-tj¥ r(s) =ーユ-
TS十 l

(343) 

の場合には
Ts+l 

H(s) = ""03 1 ，，2 1 (""，，2 ~ ""，¥ <> ~ ，-，2 (344) S3 + S2 + (ァω2+γ)8+ω2

この分母の3次方程式の根を求める必要がある。これにはカノレダノの公式が利用できる。援を

σ0，σhσ2として、
S 十 11T

H(s) = 一-，
(s-σ。)(sー σt}(sー σ2) (345) 

を分解して逆Laplace変換を行うと計算が楽である。特に、 1つの実援と 2つの複素技を持つ

場合には、 σ。=p，σ1.2= q土仏と書くと
( s +q . d-q λI  

H(s) =一一-C1 ( 十一一 j 
¥(s + q)2 +入2λ (S+q)2+入2)

と書き直せる。ここで、

(346) 

1 
C1 = 2q -p-d 

ァ-1(2q_ p) _ q2一入2

(347) 

d = -1 T-" -p 
(348) 

である。あとは逆Laplace変換の公式

1 
=ミ:> e-pt 

S十p

S +q
、

(s + q)2十入2
入

(s + q)2十入2

e-qt cos λt 

(349) 

(350) 

=今 e-qtsin At (351) 

を使えばいい。そうして、 (218)'""(236)の変数変換によって式(237)を得る。例えばH(t= 

0) = 0はすぐに直接確認できる。そのiまか積分の結果をメモしておく。記号の意味辻第4章

を参照のこと。

H(t) 

(←守
的)=ldt'H約-

8(t) = l dt'1l(t') 一

-qe-pt ÷C2e-qzsin(入t+α)

@
 
a
 

f
i
E
O
 

-Clpeーが -c2qe-qt si吋λt+α)+ C2入e-qt∞s(入t+α)

1 (♂ c?e-qt ，_ " 1 
一一{ニe-pt+ :2""-1 ¥2 (入∞s(λt+α)+ qsin(入t+α))~ ω2 l p - I q2 +八 j

t 'Y. Cl -nt 
~一ーで十一τ:-e r-

W~ w..，. p~ 

C2e-qt 
2" ((q2 +入2)sin(入t+α)+ 2qλcos(入t+α))

(q2十入)

t2 'Yt c， / 
2w2 会す(1-e-Pt) 

(352) 

(353) 

(354) 

(355) 
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C223" {(q3 -3q入2)sinα+ (3q2入ーλ3)COSα}
(q2 +入2)
/>_o-qt 

- 7C2i {(q3 -3qA2) sin(At + a) + (3q2λーが)COS(λt+α)} 
(q2 +入2)3

(356) 

このほか便利な公式としては、

などがある。

C.2 分散

1 

p(q2 +入2)

2pq + q2 +λ2 

p十2q

h JL(λ∞sα+ q sino:) P q2十八島 / 

Cl十 C2 2"( (q2 -A 2) sinα+2q入cosα)
p2 ' (q2 +入2)

一

w2 

ア

ω2+一一7 
ア

1 

ア

1 

w2 

7 
w4 

(357) 

(358) 

(359) 

(360) 

(361) 

同時刻の棺関関数はLaplace変換を用いて、わりと第単に評価する事ができる [56Joまずは

位置の相模を求めてみよう。初期笹依存性は無視する。

句以州(ο1日

一 2 ぽ l' 吋t 叩 r 附 F印吋附(tゲtずf一寸s吋) 

2kBT l' d川明寸III'](め (3聞

と書き換えられる。 Hの中身を{吏って、

であるので、

(ms2 + sI'(s) + mw2) II = 1 

=今 fk=1-mS2-md互
s s 

九 (t) 2kr;T l'叩)(1-mH(t') -mザ山)

(363) 

kBT [叫が-W2(fms)ds)2÷2fms)ds寸側

-588一



記穣効果をもっ非平禽確率退程での揺らぎの解析

ただしH(O)= 0を用いた。 Cは積分定数でσx(O)= 0から C= 0 ~こなる。同様のやり方で、
速度の分散や、揺らぎ、のエネルギー論的仕事の分散が求められる。これらの棺関も微分等をあ

わせて使って求められる。

グリーン関数H(t)の展開

運動方程式のグリーン関数である H約について、 tが小さい所での振る舞いを評髄しよう。

これには先の相関関数を用いる。 m=1，kBT=  1とするc 速度の分散を使うと、
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H(t) = h1t + h2t2 + h3t3 +・・・ (366) 

を代入して両辺を比較する。これによって、
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(367) 

である事がわかる。

D Jacobian について

D.l マルコフ系でのJacobian

確率微分方程式

Dt争(t)-F[争]=ご(t) (368) 

において、初期条件針。)を踏まえて、確率変数争(のがある時開発展経路を進む確率P[φ|争(0)]
を求めたいとする。ここでDtは何らかの時間微分に関わる部分で、例えば、

(Ove吋amped)

(U nderdamped) 

(Generalized) 

Djl}=& 

DF部 sδ1;+，at 

Dr=呼+j'叫

(369) 

(370) 

(371) 

など色々考えられる。しかし、今条件としてノイズご(坊の容性関数は知っている。例えぼブ

ラウンウオークであれば、

{ei J dtg(悦 (t))な e-Df d以 t)2 (372) 

になる。 Dは拡散定数で島る。或いは、ご(t)がある時開発展をする確率P[c]を知っていると
する。時開発展期 (368)を、適当な初期条件のもと解く場合、解の一意性から{ご(t)}のシー
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クエンスが与えられれば、自動的に一つの解抄(t)}が得られる。つまり、それぞれの軌道の

経路確率には

1フゆP[手14>(0)]= V，ごP[c] (373) 

の関係、があることになる [28]0通常P[と]はOnsager-Machlup作用などよく分かっているので、
P[争|針。)]を評錨したい場合に、その変数変換{ご(t)}→{争(t)}にかかる Jacobianを知ること
が問題の中心になる。

J =det 550) 
砂(t')

(374) 

先の AppendixAでは、 Overdampedした系について確率微分方程式を離散化するやり方で

このJacobianを評価した。

ここではその能の場合も含め演算子法の員IJったやり方でJacobianの評舗をしてみよう [30，29]。
まず、方程式(368)をや(めで汎関数微分する。

SF[や](t) dc(t) 
ム一一一 (375) 
d4>(t') dゆ(t')

つまり、 Jacobianは次に等しい。

J = det (Dt-守1) (376) 

ここでDtに対する逆行列〈グリーン関数)をGとしよう。以下ではマルコフ系の具体例とし

て、 D?とDF揺 Sを取り上げる。但し、行列の足は今の場合時間であるが、。三げ三ァの
範囲内で定義させているとする。行列の積もこの積分区間で行おう。まずは、 Dmassを考えよ

う。この時には、

Gm部 s(t， t') = ~ (1ーバイ))B(t -t') 
になる。つまり DF舗 sGm鰯 (t，t') = d(t -t')。この時行列式の誰質から

f _ _____ dF¥ 
J det(Drass) det ( 1 -Gma随一 i¥6ゆ/
det(DrasS)e Tr ln( 1 _Cmass誇)

i よ:..， 1 _ I ~____ðF\m) 
det(DrasS)切{一、-一Tr(Gm部 S~;:-J.) > 

i エゴlm ¥ 作) J 
ここで重要な仮定として、もとの確率微分方程式の力 F闘は、や(t)について時期的に局所的

であるとする。このとき、

(377) 

(378) 

6F[φ(t)i ¥  
=60-tr)-i 

5φ(t') δ争/φ=φめ

となる。よって、行列dF[φ]/d4>は対角成分のみをもち、

Gm蹴 (t，t) = 0 

(379) 

(380) 
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記鷺効果をもっ非平禽確率退程での揺らぎの解析

から、

( rtmassdF[φi¥m 
T旨fcm 一一一 1 =0‘ for m > 1. ¥6争)

である。以上より、 Dflassに対する Jacobianは、

J = det(Drass) 

(381) 

(382) 

になり、ややF[討に依存しないことがわかる。
2つ目の例としてDFを考えよう。この間題の答えはすでに AppendixAに与えられてい
る。 Djl)に対するグリーン関数は

c(1) (t，ピ)= O(t -t') (383) 

である。また、これは

(G(1)? = I dsG(t， s)C(s， t') = (t -t')O(t-t') 、 (384)
JO 

の性質をもっ。同様にして、 (G(1))m(t，t') =誌が_t')m一切-めとなる。 Fに対して
は時間的に局所的であることを仮定すると、

(d)m ， = O. for m > 2. 6φ 

従って、 m=lのトレースだけ残る。これを次に評倍しよう。

f _1;¥ ðF\~δF 
苛 (G(1) ~.L: ¥ =γOt:-t:1dt:長f--¥φ/ 合，，-.，-"，"δゆ

一削{必
1 (T _δF¥ 

2ん -δ手/φ=φ(t)

(385) 

(386) 

ここで、針。)= 1/2とした5。これによって、

J = det(D~l))εーさ JOT dt努 (387) 

deゆ~1)) はだたの定数になるので以前の結果と一致し、 Jacobian を評価する事ができた。一
般的にはグリーン関数の対角成分の笹が重要になってくることがわかる。

記境関数のある系でのJacobianについて

次に流体散逸部分に記憶関数が残っているような GeneralizedLangevin方程式に対応する

場合について考察したい。それについても初期条件の問題などから

DY∞=  1'00叫-s)込 倒的

Dffo=δ1; + 1 dsr(t -s)θ18 (389) 
JO 

5これは Stratonovich解釈の元で都合がよい。Ito型の場合にはθ(0)= 0とすると長い事が分かっている [30]。
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等が考えられる。それぞれの場合のグヲーン関数も Fourier-Laplace (Hilbert)変換やLaplace

変換で調べられるだろう。ここではDMOについてのみ考察することにする。非斉次方程式

DttoC = f(t) (390) 

はLaplace変換

4
L
 

r
t
e
 

eu pU 
4ι d
 

∞
 
Fags-'nu 

一一s
 

r
J
 

乙一一S 
A
r
J
 

(391) 

より、

f (s) c = initial condition dependent + 
S2 + Sr(S) 

となるので、グリーン関数は

(392) 

CMO(t， t') 一 fρd必抗t"内町"吃F吃c-1
ぺ一→
1[民云豆寸](tトいμ一イイtず附F

一的-t')C-
1 [市](t -t') (393) 

だろう。逆Laplace変換は

rC村∞ ι

f(t) =ι-1[f](トム∞おestj(s) (394) 

である。 C>Oは実数で、s>cで、fが正員IJになるようにとる。一般的にr(t)r-.J t-~ は f(s) r-.J s~-1 

になる。前の議論から Jacobianにはグリーン関数の対角成分が重要になるので、逆Laplace変

換においてt→十O近接の性賓を謂べると良い。今は非積分関数はある♂が存在して、 c>♂

では任意の Cについて積分は閉じ答えを与える。今、記櫨関数Eの性賓として、 tく 2を仮定
しよう。この時、 t→ +0において C→∞を考えると、積分は Sの実部の大きいところが効

いてくる。なのでLaplace変換の部分は rvS-2と近似できて、 r(t)→ t@ t →十Oが期待で

きるだろう。つまり、慣性が効く場合には、グリーン関数の対角成分がゼロになり、 Jacobian

において、

u(GMofzl)m=Oラ町三 1 (395) 

千追って、

J = det (辱+[叫一り (396) 

となって、 φやFによらず、 rの関数形にのみ依存することがわかる。慣性が効かないような
場合にはこうはならない。またDff∞で考察する必要があるだろう。

ちなみに r(t)= (γ/寸e-t/T の場合には、

I'(s) =斗て
TS+  1 

であり、グリーン関数はtの小さい所で展開して、

CMO(t) rv制 (t-~lt3 +...) 
¥ {) T I 

(397) 

(398) 
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記櫨効果をもっ葬平衡確率過程での揺らぎの解析

になる。また、 Eがtのべき関数の時には特殊関数Mittag-Leffer関数が関係してくることが

知られている [57]。公式としてα>0，β> O，k E NU{O}のとき

f~∞ω山叫叫(印土封7
β(ωpα 干7竹)k+l1 

(399) 

がある。 Ea，s(z)がその特殊関数で、定義は

山 )=Ezz今 (400) 

ここで"rz はガンマ関数JoOOdxxz-1e-xのこと。もし、記憧関数が

r(t) =αt-H (401) 

だとすると、 Laplace変換して

I'(s) =αr l_USH-1 (402) 

になるから

1 r 1 1 tE2_H，2(-a't2-U) (Uく 2)
G(t) =乙-ii|={(403)  lS2十αIsU J 1 a，-ltt-1 Eト2，U(_a'-ltU-2) (2くの

ただし a'=αr1一言。そうして、 t→O近傍ではそれぞれ、 tI，tU-1で減衰してゼロになる。
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