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NIIGATA UNIVERSITY 

Abstract 

Local cohomology classes associated with a possibly positive dimensional primary ideal in polyno-
mial rings are considered. An effective method is shown for describing such local cohomology classes. 
Some applications to the study of holonomic D-modules associated with roots of the b-function of a 
hypersurface with non-zerodimensional singularities are given. 

1 序

一般にホロノミーDー加群は，その台の genericpointにおいて局所的には． localcohomologyのなす層の

有限個の直和と立加群として同型となる．これだけでは分かりにくいかとも思うので，すこし説明を加える．

複素多様体X上，正則函数のなす層を Ox，正則函数を係数に持つ線形偏微分作用素のなす環の層を 'Dx

とお<.M は， X 上のホロノミー 'Dx—加群であるとする． M の台を supp(M) で表す．このとき supp(M)

のWhitneystratification US。で， M のderivedcategoryにおける解層の各cohomologyが，各 stratum上

で，有限次元で locallyconstantとなるなものが存在する ([5]）．特に，品が最大次元（より正確には孤立成

分）であるような stratumであれば， localに

(i) Sa = supp(M), (ii) Ch(M) = T.よ(X)

を満たす．点 pES。の X における近傍 U を適当にとれば，ホロノミー 'Dx—加群 M は近傍 U において，

smoothなsubmanifoldSanuに台をもつ localcohomologyのなす層B品nu1xnu= H悶閃贋(Sa¥Oxnu)の
有限個の直和に 'Dx—加群として同型である：

MIU 竺 Bふnu1xnu 詞s。nu1xnu ①...詞s。 nu1xnu•

従って．ホロノミーD加群となることが予め分かっているような線形偏微分方程式系の構造を解析する

際は，未知函数の空間として subvarietyに台を持つようなlocalcohomologyの層を想定し，その層に属すよ

うな localcohomology classesで与えられた線形偏微分方程式系を満たすものを求めることが重要になる．

つなり， localcohomologyを解析学の対象として扱い，偏微分方程式系を解くことになる．一般には， local
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cohomologyの台となる subvarietyとして，特異点を含むような一般的なsuvvarietyを想定しておく必要が

ある．

本稿では， D-加群の理論とイデアルの零次元化を組み合わせることで，多項式環における準素イデアルが

定める localcohomologyに対しネター作用素の概念を導入できることを示す．ネター作用素の応用として，

ホロノミーDー加群のlocalcohomology解を求める計算法を紹介する．

2 ネター作用素

Pは有理数体K=Qを係数とする多項式環 k［ェ]=K[x1心2,...,%]の素イデアル， qC K[x]はP-準素

イデアルとする．集合Y= {y1,Y2,••·,Yd} C x = {xぃ四，．．．，Xn}はmaximallyindependent set modulo 

pとする． dはイデアルp.の次元である． z= {zぃZ公...,Zn-d} = X -y C X = {x1, X2,...，凸｝とおく．

イデアルP,qの環K(y)[z]．への拡大をPe=pK(y)[z],ず＝qK(y)[z]とおく．このとき p尺がは K(y)[z]

において零次元である．

Local cohomology H;,三（K(y)[z]）を

H戸(K(y)[z])= kl四Ext';;:は）［z](K(y)[z]/(pデ，K(y)[zl)

で定める．

注意 1pe c K(y)[z]は零次元であるので，イデアル Pefまn-d個の多項式で生成される．従って， local

cohomology H;,-d(K(y)[z])の要素は completeintersectionである場合と同様に Grothendieksymbolを

使って表現することができる．

注意 2Variety V(p) c X =かに台を持つ解析的localcohomologyの層を BV(P)|xとおく．このとき

H;,-d(K(y)[z]）に属すlocalcohomology classは， V(p)のopendense subsetで層Bv(v)IXのsectionを与

える．

イデアルPe=pK(y)[z],ず＝ qK(y)[z]に対し

尻＝｛心 EH;,-d(K(y)[z]) I P心＝ 0,Vp E pe}, 

加＝｛心 EH戸(K(y)[z])I q心＝ O,VqEず｝

と定める．ホモロジ一代数を使うと

と表現できる．

Hpe 竺 HomK(y)[z](K(y)[z]/pe, H;,-d(K(y)[z]))), 

Hが全 HomK(y)[z](K(y)[z]/qe, H;,-d(K(y)[z]))) 

K(y)[z]に係数を持つ偏微分作用素環か＝K(y)[z，羞］を考える．係数環の拡大K(y)[z]c 1Jeにより

H炉竺 Homか (De/Depe,H;,-d(K(y)[z]))),

Hず竺 Homv,(De/Deず，H；三(K(y)[z])))

を得る．左 D巳加群 Mp,,Mq,を

Mp,= De/Deqe, Mq, = De/Deq尺
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で定める．

左 D巳加群としての準同型写像全体 Hom圧 (Mq,,Mp,)を， Hq,の極大独立集合yに関する Noetherian

spaceと呼ぶことにする． Noetherian space は，右 K(y)[z]/pe—加群の構造を持つ． Noetherian spaceの各要

素は，びに属す線型偏微分作用素（の同値類）により表現できる．

Noetherian space Hom圧 (Mqe,Mpe)の体K(y)[z]/pe上のベクトル空間としての基底を表現する線形偏

微分作用素の組を Noetherian basisと呼ぶことにする．

自然な写像

Homか (Mq,,Mp,)x H炉→ H叩

から明らかなように， Hqeに属す localcohomology classは， Hpeに属すlocalcohomologyとNoetherian

b函 s,即ち線形偏微分作用素を用いて表すことができる．

注意 3{R1,R2,...,Rm}はHq,の極大独立集合 yに関する Noetherianb邸 isであるとする．これらの

偏微分作用素の形式随伴を L1,L2,・ ・ ・,Lmで表す．このとき，｛L1,L2,・・ ・,Lm}はEhrenprise-Palamodov

の意味の Noetherian作用素を与える．即ち，多項式 h(x)E K[x]に対し， hをK(y)[z]の要素とみなしたと

き L1h,L砧， •••,Lmh が K(y)[z] における素イデアル炉に属すことは h が準素イデアル q CK［叫に属

すことの必要十分条件を与える．

論文 [15,17, 18, 19, 20, 21]では，零次元準素イデアルが定める localcohomologyに対するネター作用素

とその応用を扱っている．論文 [10,11, 12, 13]では計算代数の観点から多項式環におけるネター作用素の

計算法，応用等について論じている．

3 ホロノミ＿D-加群への応用

bf(s）は，多項式 f(x)E K[x] = K[xぃX2,...,Xn]のreducedb-functionであるとする． DはWeyl代数

K[x,羞］， AnnD[s](fりはfのD[s]= K[x,羞][s]における s-parametric皿 njhilatorを表すとする．

複素数f3に対しイデアル

町 8f 8f 
I(3 ＝ AnnD[s] （fり＋ D[s](f, ——• • •, i::-) + D[s](s -/3) 

枷 1'a五 '8xn

を用いて， D-加群 M(3をM(3＝D[s]/I(3で定める．

超曲面 s= {x E en I f(x) = O}の特異点集合を Sing(S)で表す．複素数 f3が bfの根でない場合，
I(3 ＝〈1〉であり， M(3はM(3=0即ちtrivialである．複素数f3が町の根の場合， M(3はsupp(M)c Sing(S) 
を満たすホロノミーD加群となる．

この節では，ネター作用素を用いて reducedb-functionに付随するホロノミーDー加群のlocalcohomology 

解を求める計算法を紹介する．

例 f(x,y,z)= x炉＋丑とする．イデアル〈f,JJ)はヤコピイデアルみ＝ （xy2,Y叫z〉CK[x,y,z]と等

しい．超曲面S= {(x,y,z) EX  I f(x,y,z) = 0}の特異点は

Sing(S) = {(x,y,z) EX  I y = z = O,x EC} 

である．ただし X＝びとおいた．故，｛x}C {x,y,z}はイデアル〈f,J介の極大独立集合である．

〈f,J介の拡大は〈f,JJげ＝〈y生z〉CK(x)[y,z]である． q=〈y2,z〉CK[x,y,z]とおく，その associated
primeは明らかに汎＝〈y,z〉CK[x,y,z]であり， HqeのNoetherianbasisは{1,(―島）｝で与えられる．

R。=1,R1 =（―嘉）とおき Hp(K[x,y,z])に属すlocalcohomology class Qo, (21を
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go ＝恥［ ylz], {!1 = R1 [ ylz ] 

で定める． このとき I:1=V(y,z)cXに台を持つ localcohomologyの層氏1|xのsectionTであり

fr= h=  0をみたすものは，正則函数 ho(x),h1(x)を用いて

T = {!oho(x) + {!1柘(x)

と表される

多項式 fの s-parametricannihilator A加 D[s](Jりのグレブナ基底は {E,B,A1,A叶で与えられる．た

だし

E = 6s -2疇— 3噂 B=3疇—リ羞，

ふ＝ 2z羞―y湯， A2 = 2z紛ー3xy湯

とおいた．偏微分作用素 A1,A2は D[s]〈f冷ふ給，紐〉に属すことが容易に判る．偏微分方程式系 PT=

0, VP E Annv[s](fりをみたす暦氏11xのsectionで

T = {!oho(x) +{!1h1(x) 

なる形のものを求めるには，偏微分方程式系

ET= BT= 0 

を解けば良いことになる．

さてここで localcohomology class [ ylz]は

y[ ylz] =z[ ylz] =O 

を満たすことに注意し

8 8 8 8 
E = 6s + 5 + 2(-~)y + 3(--i:-)z, B = 3x—+ 1+ --（ By )y 8y 8z 8x 

と書き換える．次に，イデアルD[s](〈y,z〉を法とし，偏微分作用素の積の計算を行う．

を得る．

ER。
ER1 

BR1 

R0(6s + 5), BR。=Ro(3x羞＋1)
(6s + 5)（―翡）＋2（―紛） ＝凡(6s+ 7) 

3噂(-島）＋2（―羞）＝凡(3x羞＋2)

(1)布＝叫o(x)(=R。[1 ]加(x)）とおく．
yz 

mod D[s]〈y,z〉,

mod D[s]〈y,z〉,

mod D[s]〈y,z〉

屈＝ (!0(6s+ 5)ho(x), BTo = (!o(3x偲(x)+ ho(x)) 

より，次を得る．
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6s + 5 = 0, To= ex—½[ylz],cEIC. 
yz 

1 
(2) T1 = {]1柘(x)(=R1[ ］い））とおく．

yz 

恥＝ eo(6s+ 7)柘(x),B冗＝ {]1(3x告(x)+ 2柘(x))

より，次を得る．

6s + 7 = 0,巧＝ CX―i [ yし］， CE C. 

多項式fのs-parametricannihilatorと準素イデアルのNoether作用素の積の計算を，イデアル D[s]〈y,z〉
を法として行うことで，もともとは3変数の偏微分方程式系の問題を，準素イデアルの極大独立集合の要素

ある xを独立変数とした常微分方程式系の問題に書き換えている．この簡略化により得られた常微分方程

式系を解くことで， localcohomology解を求めていることに注目されたい．

E0 = {(0,0,0)｝とおき 51= El -Eoと定める． Localcohomology class To and内は stratumS1 = 

El -Eo上非自明な monodromyを持つ多価解である．これらは Eo上では定義されない． Variety炉の

generic pointsである S での transverseMilnor numberは2である．したがって stratumS1上の local

cohomology解は全て求めたことになる．

Lagrangian TらX上の microlocalb-functionは

尻 x(s)=(s+魯）（s+t)

である． Roots-¾,-t に対するホロノミー Vx—加群を M_ 尋 ,M_t で表す．台と特性多様体はそれぞれ

supp(M＿い＝supp(M_t)=豆

Ch(M＿い＝ Ch(M＿い＝TもXUT.ふX

で与えられる．

柏原の結果 [5,Theorem 3.7] により，原点刃°に台を持つホロノミー D—加群が存在する可能性が分かる．

論文 [25]では Eoに台を持つlocalcohomologu解を求める事で，方程式系を特定したここでは数式処理を

用いることで残されたホロノミーE加群を求める方法を紹介する．

アルゴリズム sup_cgsw([27]）にAnnD[s]Uり＋D[s]〈f,Jりを入力し，条件 (6s+5)(6s+7)# 0の下で，
このアルゴリズムを実行する．このとき sup_cgswは， b-関数が (6s+5)(6s+7)=0以外に根を持つとき，

その根の値と対応するホロノミーDー加群を定めるイデアルのグレブナ基底を返す．この例の場合sup_cgsw

の出力は

[[2s + 3], [x, y3ぶ疇＋3]]

である．

この結果はー｝が reducedb-functionの根であり，付随するホロノミー D加群は

M_; =Dx／応（x,y3ふ疇＋3)
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であることを意味する． LagrangianTふX のmicrolocalb-functionはbT;。x(s)= s 十｝である． M_~ の

台と特性多様体は，それぞれ

supp(M_~) =刃0, Ch(M_~) = T~oX 

である． Localcohomology解は

C. [ X:3 Z ], C E (C 

で与えられる．

例 (swallowstail) f = 9企z-8企炉＋6丑z2-24xy2z + 16炉＋z3

イデアル (f,J1)の準素イデアル分解は (f,J1) =Qin仙で与えられる．ここで

Q1=(y,3企＋z),仙＝ （3丑z2-2y4 -z汽企＋3xz-4y2,5企z-4x炉ー召）

である．対応する素イデアルはPi=(y,3丑＋z),P2 = (x2 -z,xzー炉）で与えられる．

Swallows tailの定義多項式fはweightvectorが（告，告，告）の擬斉次多項式である．，イデアルQi,Q2, P1, P2 
は全て weightedhomogeneousな多項式で生成されていることに注意しておく．

アルゴリズム para_ann([8,9])を用いて A加 D[s]Cfりのグレブナ基底を求めると {E,B1,B2,A}を得る

(0.0935sec)．ここで

E = 

B1 

B2 

8 8 8 
2x — +3y— +4zi- -12s, 
枷 ay'--az 
8 8 8 

（砂＋z)i::+ 3xy—+ （-4xz+8炉）一
枷 8y 8z,＇ 

8 8 8 
8y 
ax 
—+ （9炉＋3z)i::+ l6xy— 

8y 8z' 

8 8 
A = (9企＋ 12丑z-24x炉＋ 3砂）—＋ （16砂y+ 48xyz -64炉）一

8y 8z 

である．偏微分作用素 AはD[s](J,Jりに属す． newcgsw1([8,9]）を用いて，超曲面の redecedb-function 

と付髄するホロノミーDー加群を求めると， b1(s)= (s+1)(4s+3)(4s+5)(6s+5)(6s+7)を得る (0.1875sec).

因子 4s+3,4s+5 に対するホロノミー D—加群は原点に台を持つことが直ちにわかる．因子 s+1, 6s+5, 6s+ 7 

に対するホロノミー Dー加群は 1次元のvarietyに台を持つ．因子 6s+5に対するホロノミーDー加群のグレ

ブナ基底は 20個の偏微分作用素からなりその中には5階の偏微分作用素が含まれている．因子 6s+7に対

するホロノミーDー加群のグレブナ基底は 38個の偏微分作用素からなり，その中には7階の偏微分作用素が

含まれているこれらの極めて複雑なデータだけをもとに localcohomology解を求めることは現実的では

ないと思われる．

以下では，ネター作用素を用いて． localcohomology解を求めていく．

1塁＝ V（P1)上での解析

R。=1に対し (lo=R。[y(z: 3丑）］， To=[!oh(x)とおく． ooは，
a.  a 

Y(!o = (z + 3砂）g＝（元― 6勺亨＝0 

を満たす．
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次に，イデアルD[s]〈y,(z + 3丑）〉を法とし，偏微分作用素の積の計算を行う．

を得る．

ER。

B1R。
B2R。

8 8 
R0{2x(~ -6x;-J -(7 + 12s)}, mod D[s]〈y,(z + 3丑）〉，ax -az 

Ro{-2企（
8 8 

ax 
-2x2(~ -6x~)-5x}, mod D[s]〈y,(z + 3丑）〉，

釦
） 

0 mod D[s]〈y,(z + 3丑）〉

恥 o= Qo{-x(2噂＋ 5h)｝より， h(x)=c•x甘を得る． ETo = -(12 + 12s)Toより， s= -1を得る．
Local cohomology解

To= C ・ X―3 [ y(z + 1記） ］ 
は，非自明なmonodromyを持つ多価解であり，冑の原点では定義されないことを注意しておく．

II喜＝ V（P2)上での解析

イデアル P2の極大独立集合を求めると，｛叫，｛y},{z}を得る．それぞれの場合に，素イデアルのグレブナ

基底とネター作用素を求めると

(a) （炉― x叫 z —丑） cK(x)[y,z], {1,3噂＋8y羞｝

(b) （企— Y2,z —呼） c K(y)[z,x], {1,羞ー2x羞｝

(C)（炉ー2x,x2 -z) C K(z)[y，叫， ｛1,4z羞＋3x疇｝

を得る（項順序は略）．ここでは．（b)を用いて解析することにする．

Ro=l,R1=(―羞）ー2x(―羞）を用いて

1 

eo =R。[(企-yり（丑— z) ]' 釘＝ R1[(企 -y2~(丑 -z) ] 
とおく．

(1) goは，（x3-炉）ea= (x2 -z)eo = 0および

8 8 8 8 8 8 
(2y—+ 3丑— +4xyー） (lo = (2x~ + 3y-;-+ 4丑— +6)eo = o 
枷 8y 8z 枷

+3y 
8y 8z 

を満たす．

イデアル D[s]〈x3-y汽呼— z〉を法として計算すると

8 8 8 8 8 8 
B1 = 2x2 

8x 
— +3xy— +4企— +6x,B2 = 8y— +12炉—+ 16xy-

8y 8z 8x 8y 8z 

を得る．これらより直ちに B辺a=B2eo = Oを得る．偏微分作用素 Eを用いることで， 6s+ 5 = 0を得る．

(2)先ず，イデアル D[s]〈x3-y叫x2-z〉を法とし，偏微分作用素の積ER1,B1R1,B2凡を計算すると
言いたいところだが，

を眺めていると

釘＝ ［ （丑— y2~~砂 -z)2 ] + [田-y2]：：丑— z)) ] 

ゆ＝ ［ （企— y2：呼— z)2 ] + [（企— y2~：田— z)) ] 
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を用いた方が計算が楽になるだろうと予想できる．

x2 
この localcohomology心＝方aは， Q炒＝ 0をみたしその weighteddegreeはー桂である．試しに

y 
B心，B炒を計算すると， B』＝ B匹＝ 0となるので，心が求める localcohomology解であることが分か

る．偏微分作用素 Eを用いることで， 6s+7= 0を再確認できる． Localcohomology (20，ゅは共に，葛上で

定義される．

葛の genericpointsでの Milnornumberは2であるので，羽の genericpointsでの localcohomology 

解はこれで全て求めたことになる．

III原点での解析

イデアル (J,Jf)の準素イデアル分解は (J，み） ＝ Ql n伍であり，原点は埋没因子ではない．しかし，
newcgswlの計算が示すように，原点に台を持つホロノミーDー加群が存在する．このことは，ホロノミーD-

加群が Whitneystratificationと深く係わっていることによるものである．可換代数の概念である primary

decompositionだけでは，複素解析的な対象であるホロノミーDー加群を捉えきることができないことに由来

している．柏原の定理 [5,Theorem 3.7]と1の計算結果から，原点に台を持つホロノミーDー加群の存在の

可能性が分かることを注意しておきたい．

さて，原点に台を持つlocalcohomology解の計算法を考える．

この swallowstailはweightvectorが（合告，告）の擬斉次多項式で定義されていることを思い出そう．

ifの因子 4s+ 3,4s+5から，原点に台を持つ localcohomology解の weighteddegreeがー翡，ー怜である
ことが分かる．

weighted degreeがー告となるような localcohomology classは[x:z ]のみである．また weighted
degreeがー怜に等しいような localcohomology classは，次の 3つの localcohomology class 

[)yz],［心］＇［ x:3z] 
の一次結合で与えられる．

Weighted degreeに注目することで，解の候補に制限を加えることができたので，後は実際に偏微分方程

式系を解けばよい．

4s +3 = 0のとき C[ X:Z ], CE (C xyz 
4s +5 = 0のとき

c(［凸z] ]［心］贔[x:3z ]), c EC 
を得る．

論文 [27]では， Localcohomologyに対するネター作用素の概念とそのホロノミー E加群の localcoho-

mology解の計算への応用について論じている．

今迄幾つかの例で localcohomology解の計算をしてきたが，埋没因子やいまの例のように埋没因子でも

ないようなvariety上で， localcohomology解を求める際も，ネター作用素の概念が有効であった．このこと

については稿をあらためて報告したい．
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