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順位情報に基づく事前分布を用いた多項確率の推定
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確率ベクトルp= (P1, ・・・,PK)をパラメータとしてもつ多項分布Multi(n,p)から，標

本X = (x1,．．．，訳）が得られたときのpの推定問題について考える．ただし，冗:1P;=l,

n=と応 X;である． pの推定量として，最尤推定量 (MLE)である標本割合P＝尤／n
がよく用いられる．しかしながら，総観測度数nが小さくカテゴリ数Kが大きい場合

(n< K)には，しばしば度数0のセルが生じる．例えば， Tuyl(2017, 2019)は二つの極

端な例を紹介している．

1. Berger et al. (2015)の例

K = 1000, n = 3, x1 = 2，巧＝ 1,X; = 0 (i = 3,..., 1000) 

2. Bergerの例

K = 1000, n = x1 = 100, x; = 0 (i = 2,..., 1000) 

本稿では，このような場合に適切な推定量について考える．

度数 0のセルに対するセル確率を MLEにより推定すると， 0.0となる．そのため，

Agresti and Hitchcock (2005)はこのような場合には MLEは好ましくない推定量であ

り，ベイズ法を用いたより好ましい推定量の検討がなされてきたと述べている．ベイズ

法を用いたpの推定問題は， Good(1967), Fienberg and Holland (1972, 1973), Bishop 

et al. (1975)などがある．

ベイズ法を用いたpの推定問題においては，平均母数を用いて議論される場合が多い．

その一方で， Yanagimotoand Ohnishi (2009)は自然母数のベイズ推定量に関する最適
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性について議論している．また， Oguraand Yanagimoto (2020)はポアソン分布の平均

母数の推定において，共役事前分布を用いた自然母数の推定量の逆変換を用いた推定量

を提案している．さらに， Oguraand Yanagimoto (2022)は多項分布の平均母数の推定

において， Zeta事前分布を用いた自然母数の推定量の逆変換を用いた推定量を提案して

いる． Zeta事前分布は，データセットから求められる順位情報を用いた事前分布であり，

Ogura and Yanagimoto (2022)はハイパーパラメータの値を経験に基づき与えている．

本稿では， Zeta事前分布のハイパーパラメータを未知母数として考え，二つの方法で

その値を決定する方法を提案する．一つは，周辺尤度を最大化する方法であり，もう一

つは， リスク関数を最小化する方法である．また，シミュレーションにより提案方法と

従来の推定量について比較と考察を行う．

2 提案推定量

多項分布の母数pに対する（共役）事前分布として，母数a=(a1,...,aK)のディリ

クレ分布を用いる：

r(M) 
K 

n(p; a)= rr:1 r(ai) II約―1.i=l 

ただし， a,i> 0, M ＝区!1aiである．ベイズの定理により pの事後分布は入＝ a/Mと
おくと，母数”+M入のディリクレ分布に従う．このとき，母数pのベイズ推定量

臼；入，M)
叩＋M入
＝ 
n+M 

(i = 1,..., K) (1) 

はよく知られている．式（1)において入＝ （l/K,..., l/K)として， M→ 0のとき Hal-
<lane's priorを用いた推定量となる．同様に， M=lのとき Perks'prior,M = K/2の

とき Jeffreys'prior,M = Kのとき Bayes-Laplace'sprior, M = y'nのとき Trybula's

priorにそれぞれ対応する (Alvareset al. 2018). 

Ogura and Yanagimoto (2022)は，ディリクレ分布の母数として

r = (1/rf,..., 1／咋） （2) 

を用いた．ただし， r;は第iカテゴリのセル度数の降順の順位であり， sは実数である．

同順位の場合には，小さい方の順位を割り当てることにする．例えば， K= 5のとき

X = (1, 5, 3, 5, 6)が得られたならば， T = (1/58, 1/28, 1/48, 1/28, 1/l8)である．式 (2)を

母数としてもつディリクレ分布を Zeta事前分布と呼ぶ． Oguraand Yanagimoto (2022) 

は， s= 1またはs= 1/2を用いることを推奨している． pの推定量として， Oguraand 

Yanagimoto (2022)は自然母数のベイズ推定量の逆変換を用いた推定量として

叫x;r,s)= 
exp｛'l/;(x; + 1／月）｝
区:=1exp｛心（咋＋ 1／弓）｝ (i = 1,..., K), (3) 
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を提案したただし，心（・）はディガンマ関数である．

式(3)のsを未知母数として，最適な sを選択する方法を二つ提案する．一つは，周

辺尤度を最大化する方法であり，もう一つは， Fienbergand Holland (1973)で提案され

たpseudoBayes推定量と類似の方法によって導出するものである．また，式(2)におい

て，同順位の場合には，大きい方の順位を割り当てることにする．例えば， K=5のと

きX= (1, 5, 3, 5, 6)が得られたならば， r= (1/58, 1/3又1/4s, 1/38, 1/l8)である．

2.1 周辺尤度最大化

式（2)のsを以下のように決定する． X= (x1,...,XK)がMulti(n,p)からの標本であ

り，母数pに対する事前分布として母数r= (1/r1,..., 1/r公）のディリクレ分布を仮定

する．このとき，周辺尤度m（エ；r,s)に対数をとったlogm（エ；r,s)は次のように与えら

れる：

K 

logm（x; r, s) = logf(n + 1) + logf(M(s))＋区logrに＋ 1／パ）
i=l 

K K 

ーLlog「（叩＋ 1）-Llogf(l／パ）ーlogf(n+ M(s)). 
i=l i=l 

ただし， M(s) ＝ I:~11/r：である．式（4) を最大にする s を 8 とする．すなわち，

s = argmaxlogm(x;r,s). 
s 

以上から，式(3)のsに8を代入した

か(x;r,s)= 
exp｛心（x;+ l/rり｝
区仁exp｛心（Xh+ l/r~)} 

を提案推定量とする．

2.2 リスク関数最小化

(i = 1,..., K) 

(4) 

(5) 

尤＝（X1,．．．，絃）がMulti(n,p)からの標本であり，母数pに対する事前分布として母

数r= (l/rf,..., 1／咋）のディリクレ分布を仮定する． pのベイズ推定量は次のように与

えられる．

～（）  
n X 1 

p(x;r,s) = ~- + 
n+M(s) n n+M(s) r. 
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ただし， X はMulti(n,p)に従う確率変数である． Fienbergand Holland (1973)は，

pseudo Bayes推定量を次のように提案した：

飢の，入， M*)=(~)~+(~) 入i (i = 1,..., K) 
ただし，入＝ （l/K)l, M* =（炉—区 xf) ／（~xf-n2/K) である．

Fienberg and Holland (1973)で提案されたpseudoBayes推定量の導出と類似の方法に

より， sを決定する． sとrを定数，損失関数を平均二乗損失として， Pのリスク関数を
求めると

R(p,p;s) = (~Y (1ー喜）
+n (n＋い）

2 K t (~ -M(s)pir-
i=l 

となる．推定された R(p,p;s)として， pにMLEであるPを代入した R(p,p;s)を考え
る．（r1,．．．，ば）を固定して， R(p,p;s)を最小にする sを3とする．すなわち，

s = arg min R(p, p; s). 
s 

以上から，式(3)のsに5を代入した

か(x;r,s)= 
exp｛心（ふ＋ l/rり｝
区にexp｛ゆ（咋＋ 1／rk)｝ 

を提案推定量とする．

3 シミュレーション

(i = 1,..., K) 

K (K = 50,300)とb(b = 0, l)を用いて，真の確率分布を

exp{bi} 
Pi= (i = 1,..., K) 
こにexp{bh}

(6) 

によって与える．総観測度数をn= 20, 60, 100とする．多項分布Multi(n,p)からの標本

①に対して，次の損失関数の値を計算する．

K 

KLD: L(p,p) ＝苫か log(~).

これを 100回繰り返した結果をまとめたものが表1である．
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表 1:KLD損失の平均値
K=50 K=300 

b n p P̂z （l) P^z （1/2) P̂ z (8) P̂（z 5) Ps p Pz (1) Poz (l/2) P̂ z （§) P̂ z (§) f>s 
0 20 1.153 1.234 1.077 0.940 1.141 0.086 2.752 2.760 2.258 2. 778 2. 791 0.023 

60 0.477 0.598 0.543 0.220 0.454 0.116 1.740 1.827 1.761 1. 704 1. 786 0.057 

100 0.277 0.371 0.338 0.151 0.280 0.107 1.309 1.428 1.371 0.932 1.308 0.079 

1 20 0 127 0 566 4.430 0.118 0.121 1 028 0 126 19 438 91.267 0.119 0 137 6.553 

60 0 054 0 094 1.302 0.050 0.050 0 208 0 050 2.499 44.126 0.049 0 081 1.150 

100 0 035 0 470 0.694 0.033 0.033 0 106 0 033 0.949 27.671 0.032 0 064 0.498 

表1における各記号を説明する． MLEをPとし，式(3)の推定量をPりと記す．つま
り，砂と紺／2)はOguraand Yanagimoto (2022)で提案された推定量である．また，式

(5)はPりであり，式(6)はPりである． Tuyl(2019)は，度数0のセルが多い場合に適切
とされる Spikeand Slab priorをモデルセレクションアプローチを用いて構築した．その

推定量をfJsと記す．
b=Oのとき，真の確率分布pは一様である．そのため， Kとnがどの場合において

もかのパフォーマンスが良いことを確認できる．その理由は， Spikeand Slab priorが

事前分布として一様性を有しているためと考えられる．一方， b= lのとき，真の確率

分布pは拓く加く・・・ <PKとなり， Kが大きくなるにつれて第Kセル確率PKが他の

セル確率に比べて大きくなる．つまり，本稿で検討している度数0のセルが多く生じる

設定となっている．このとき，提案推定量であるPりとPりのパフォーマンスが良いこ
とを確認できる．この理由は， Zeta事前分布が順位情報を用いるため，度数0のセルに

おいては事前分布のパラメータヘの縮小を小さくし，その他のセルについては度数の順

位に応じてパラメータヘの縮小がコントロールされているためだと考えられる．

統計解析ソフトウェア Rを用いた計算時間の比較について述べる．パッケージtictoc

の関数ticと関数toeを用いて，提案推定量と Tuyl(2019)の推定量の計算時間を比較す

る．カテゴリ数K= 10, 50, 100, 500,総観測度数n= 10,100に対して，各推定量の計算

時間を計測した結果をまとめたものが表2である．

表 2:Tuylの推定量との計算時間の比較（単位：秒）
K=lO K=50 K=  100 K=  500 

n P̂z （8) P^z （5) 'fas P̂z （8) P^z （5) fJs P̂z （ii) P^z （5) fJs P̂z （8) P^z （5) Ps 

10 0.03 0 05 0.03 0 03 0 04 0.51 0 03 0.03 3.51 0.03 0.03 386 47 

100 0.03 0.04 0.03 0.02 0.03 0.43 0.03 0.04 3.66 0.03 0.04 412.08 

表2から，総観測度数nを固定しkを大きくするとき，提案推定量の計算時間にはほ

とんど変化が見られない．一方で， Tuylの推定量はKが大きくなるにつれて，計算時間

が長くなることを確認できる．また， Kを固定してnを大きくしても，各推定量の計算

時間には大きな差がないことを確認できる．
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4 おわりに

本稿では，総観測度数nが小さくカテゴリ数Kが大きい場合 (n< K)に有用な推定

量を提案した．この推定量は，得られたデータの順位情報を事前分布に用いており，客

観的というよりもむしろ積極的に事前情報を取り入れたものである．そのため， 3節で

述べたように従来法よりも提案法の方が良いパフォーマンスを示している．また，計算

時間が短いことも利点の一つと考えられる．
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