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抽象書き換え系には合流性や停止性などの重要な性質が存在する．合流性を証明する手段として， z性と
よばれる性質を利用したものが知られている本論文は，前半では Z性を中心とした基本概念の相互関係に

について， V.van Oostrom[l]にしたがって調査したものを述べる後半ではZ性を拡張した合成的Z定理
について， Honda,Y., K. Nakazawa, and K. Fujita[2]より例を用いて紹介する．

2 準備

本節では，抽象書き換え系と例として用いる入計算について，本論文で使用する記号を含め定義を述べる．

2.1 抽象書き換え系

抽象書き換え系は，任意の集合AとA上の二項関係→の対 (A，→）である． a,b,c,．．．を集合Aの要素と
し，（a,b) E→のとき， a→bと表しaから bへの簡約という． a→bを満たすようなbが存在しないとき aは
正規形であるという→の反射推移閉包を→，推移閉包を→＋と表す．

2.2 簡約列

抽象書き換え系 (A，→）が与えられたとき， ao→釘→四→．．．のような有限もしくは無限列を→につ
いての簡約列というとくに， a,bEAについて， aから始まる簡約列を aの簡約列， aから始まって bで終
わる簡約列をaから bの簡約列というまた， u:a→ bと表記するときバまaから bの任意の簡約列を示す．

＊本研究は京都人学数理解析研究所の助成を受けたものである．

t本研究の一部は KAKENHI(C)20K03711の援助を受けたものである．
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2.3 入計算

2.3.1 入項

Aを入項の集合とし，以下のように定義する．

定義 1（入項）

1.変数x,y,z,..．は入項である．

2. M が入項であり， xが変数のとき（入x.M)は入項である．

3. M,Nが入項のとき (MN)は入項である．

（入x.M)という形を関数抽象，（MN)という形を関数適用というまた，関数抽象（入x.M)のM の中に変

数x現れたとき， xは束縛されているという．束縛されている変数のことを束縛変数と呼び，束縛されて

いない変数を自由変数と呼ぶ．入項M に含まれる自由変数の集合を FV(M)と表す．

2.3.2 (3簡約（→/3）

（入x.M)Nという形の入項を M[x:=N]に書き換えることを B簡約と言い， M を9簡約して M'を得る
とき M →/3M'と表記する． g簡約の反射推移閉包を→/3,推移閉包を→tと表す．（入x.M)Nという形の
項を B基 ((3-redex)と言い， 9基を含まない入項（それ以上B簡約できない入項）を 0正規形という．
また，（A,→/3）の同値関係を＝Bで表し以下のように定義する．

定義 2（→j3の同値関係）

1. M →/3NならばM=/3N

2. M=/3 NならばN=/3M 

3. M=/3 Nかつ N=/3LならばM=/3L 

3 抽象書き換え系に関する性質

3.1 合流性と Church-Rosserの定理

定義 3（合流性）

抽象書き換え系 (A，→）について，以下の性質を満たすとき (A，→）は合流性をもつという．

Va,a1,a2EA, a→ a1かつ a→ a2 ===>ヨa3EA, a1→ a3かつ a2→ a3

合流性はラムダ計算において成立し，関連した性質として Church-Rosserの定理が成立する．

定理 4((A,--+g)の合流性）

VM,M1,M2 EA, M →/3狛かつ M →/3M2⇒ ]M3 EA, M1→恥かつ M2→/3恥

定理 5(Church-Rosserの定理）

VM,NEA, M=/3N⇒ ヨLEA,M →/3Lかつ N→/3L
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(A,→/3）が定理4を満たすことを（A,→/3）は CR性をもつという

定理 6合流性と Church-Rosserの定理について，以下のことが言える．

(A,→/3）が合流性をもつ仁⇒（A,→/3）がCR性をもつ

証明

（⇒ ） 
=/3の定義に沿った帰納法により証明する．

1. M=/3NがM →/3Nから定義されるとき：

M →/3N,N→/3Nより成立する．

2. M=/3NがN=/3M から定義されるとき：

帰納法の定義から，ある Lが存在し， N→13L,M→/3Lとなる．

3. M=/3NがM=/3N',N'=/3Nから定義されるとき：

帰納法の定義から，ある Mぃ島が存在し，それぞれ M →/3見かつ N'→/3払， N'→/3狛か

つN→g島となる．さらに合流性より，ある恥が存在し， M1→/3恥かつ M2→/3兄となる．つ

まり M →/3応， N→島となる島が存在する．

（仁＝）

任意の M,M1，狛に対して， M → M1,M→/3恥を仮定する．＝Bの定義より M1=/3狛である．定理

5より， M1→/3恥， M2→/3応となる恥が存在する．

3.2 Triangle-property 

定義 7(Triange-property) 

ロ

抽象書き換え系 (A，→）と A上の写像fについて，以下の性質を満たすとき関係→は Triangle-propertyを

もつという．

任意の a,bEAについて， a→ b===> b→ f(a) 

a 

＼ 
.• · ヽ ’ ,今,.: b 

f(a)ム”‘

図 3:Triangle-property 
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例題 8((A，→g)における Triangle-property)

(A，→{J)について，並行簡約という二項関係と写像＊（complete-development)を定義する．

定義 9（並行簡約 =7{!)

1. X⇒g x 

2. M 含f!M'ならば入x.M或3入x.M'

3. M 声 M'かつ N声 N'ならば(MN)或f!(M'N')

4.M→gM'かつN=7fJN'ならば（入x.M)N令fJM'[x:=N']

定義 10（写像＊ （complete-development)) 

1. x* = X 

2.（入x.M)*＝入x.M*

3.（（入x.M)N)*= M* [x := N*] 

4-(LN)* = L* N*（ただし Lは関数抽象以外の入項）

VMEAについて，並行簡約はMの中に存在するm基を任意の数同時に簡約できる関係であり，写像＊は
M の中の 3基をすべて簡約した入項を返すような写像であるまた， ⇒(3は→(3C⇒(3C→(3といった大小
閲係となる．並行簡約と写像＊を定義することで次の命題が成り立つことが分かる．

任意の M,NEAについて， M 声 N ⇒ N声 M*

つまり，並行簡約⇒f3は Triangle-propertyを満たす．

3.3 Cofinality 

定義 11（戦略）

抽象書き換え系 (A，→）において，戦略Fとは次の性質を満たすAから Aへの写像である．

1. a= F(a) aが正規形である場合

2. a→+F(a) その他

aが正規形でないとき， aから F(a)を求める際， a→ F(a)のとき Fは1ステップ戦略， a→＋ F(a)のとき

Fは多ステップ戦略と呼ぶ

定義 12（→F)
抽象書き換え系 (A，→）と戦略Fがあり， a→＋ F(a)のとき， a→FF(a)と書く．

定義 13(Cofinality) 

戦略Fが以下の性質を満たすとき戦略Fはcofinalである．

任意のa,bEAについて， a→ b===}ある n(2'.1)が存在し， b→ Fn(a)

定義 14(Hyper-Cofinality) 

任意の a,bEAとA上の戦略Fについて，最終的には常に簡約→F を含む aの任意の簡約列をびとする．

以下の性質を満たすとき，戦略Fはhyper-cofir叫である．

a---≫b ⇒ 6上の cが存在し，b---≫c
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3.4 Z性

定義 15(Z性）［1] 抽象書き換え系 (A，→）について，次の性質を満たす A上の写像fが存在するとき，写
像fはZ性を満たすという．

任意の a,bEAについて， a→b ===s> b→ f(a)→ f(b) 

例題 16((A，→的における Z性）

(A,→/3）について， 3.2節で導入した写像＊は Z性を満たす写像である．つまり，次の命題が成り立つ．

任意の M,NEAについて， M →/3N===} N→/3M*→/3N* 

証明

M の構造に関する帰納法により M →/3N===} N→/3M*→/3炉を証明する．

1. M が関数抽象（入x.M1)のとき：

M ＝入x.M1→/3入x.N1= N と仮定すると，帰納法の仮定より， N1咽 BM「→gN「となる．従って，

入x.N1→/3入x.M「(=（入x.M1)＊)→B入x.N「(=（入x.N1)＊)である．

2. M が関数適用 M1恥のとき：

2-1 M凶＝（入x.M。)M2→/3Mo[x:＝島]=Nの場合：
N=M。[x:= M2]----≫13M0[x:=Mり（＝ （（入x.Mo)M2)*= M*)----≫/3 M。[x:= M2]* = N*と
なる．

2-2 M=  M且→， N心＝ Nの場合：

M1→/3N1(M2 =芯）もしくは M2→/3N2(M1=凡）となる．それぞれの場合において帰納

法の仮定より， Ni→/3M: →/3的 (i= 1,2)である． M1-/J1関数抽象で M;＝入x.M6であれば，
Mi →/3況となる N6について N{＝入x.N6となる．よって，

N1N2---≫/3mM;=M如：＝ M訂

→/3聞 [x:=Mり(=(M凶）＊）

→/3 N~[x := Nり(=(N心）＊）

その他の場合， N1N2→/3M「Mi→/3N「Niとなる．凡が関数抽象で Ni=入x.N6のとき，

NiN2 =（入x.N似）N；→ N{[x:= Nり＝ （N心）＊である．それ以外はN{N2= (N心）＊となる．

ロ

4 相互関係

本節では， 3節で挙げた 5つの概念について，それらの相互関係を述べる．

4.1 Z性と合流性

z性と合流性について次のことが成立する．

定理 17(Z定理）

抽象書き換え系 (A，→）と A上の写像fが与えられたとき，

写像fがZ性を満たす===:,-(A，→）は合流性をもつ

証明

a EAから分岐した任意の項について， Z性を帰納的に用いることで下図のように示すことができる．
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ロ

4.2 Z性と Cofinality 

z性と Cofinalityについて次のことが成立する．

定理 18

抽象書き換え系 (A，→）と A上の写像fが与えられたとき，

写像 f が Z 性を満たす~戦略 f は cofinal である

証明

aの簡約列上の任意の項如について，ある Kが存在し， bn母 fk(a)となればよい． Z性より a→ b。→ b1

のとき， bo→ f1(a),b1→ f1(bo）である． b。→ f1(a）なので Z性より， f1(bo）→『（a)となる．同様に考

えると， aの簡約列上の任意の項如について bれ→戸(a)となる．

ロ

a一bo一b1--------+ b~-1 ~ _bn 
•、
z z 

‘ヽ ， ・’9 'ヽ,’ ,9' ，・', 

ヽヽ 'ヽ ,,' 9 

f'(a) z f'(bo) 
lnduc~on / 
, •, f1 (bn-1) 

‘・ ̀ ', 9 ,‘ 
-、，9,'‘、、
F(a) ，9 9,’,‘' z 

鳥 9,9 9 

、ゞ）、、、
朽 (a)

図4:Z性~ Cofinality 
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4.3 「Z性←＝合流性」， 「Z性~ Cofinality」の反例

以下のような項苫き換えは， Z性仁＝合流性， Z性仁＝ Cofinalityの反例となる．

• i→i + 1 (Vi E Z) 

• -(n+ 1)→n+ l ('vn EN) 

証明

Z性を満たす写像＊が存在すると仮定する． O*= n (n > 0)であり，書き換え規則より，ー(n+1)→ 0, 
-(n + 1)→ n+lとなるので，それぞれz性より，ー(n+ l)＊→ O*, n + l→ -（n+l)＊である．つまり，
n+l→O* = nとなり，書き換え規則に矛盾する．

口

^

3

^

2
 

↓

↓

 

↓
3

↓
2
 
↓ ↑ 
4 → 1 

¥01 
図5: 「Z性←＝合流性」， 「Z性 {c= Cofinality」の反例

4.4 Z性と Hyper-Cofinality 

z性と Hyper-Cofinalityについて次のことが成立する．

定理 19

抽象書き換え系 (A，→）と A上の写像fが与えられたとき，

写像 f が Z 性を満たす~戦略 f は hyper-cofinalである

証明

a→ bとなる任意のa,bEAと，最終的には常に簡約→！を含むようなaの簡約列びが与えられたときに，び

に合流する bの簡約列6が存在することを示す． oは正規形で終わるか， aから cの簡約列び1と， C→fJ(c) 

と， f(c)の簡約列62に分けられる． a→b, a→ cなので，それぞれZ性より b→ f(a),f(a)→f(c)である．

つまり， C→ d→ J(c)となる dが存在し，釘： b→dが考えられる． cが正規形の場合， 6：＝ふとし，その他

の場合，ふと c→ f(c)とU2を合わせたものを 8とすることで6はoに合流する bの簡約列である．

口
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即 6:Z性===>Hyper-Cofinality 

4.5 Z性と Triangle-property

z性と Triangle-propertyについて次のことが成立する．

定理 20

抽象書き換え系 (A，→）と A上の写像fが与えられたとき，

写像fがZ性を満たす

＄ 

ある関係→tが存在し，次の性質を満たす．

Tl.→こ→tこ→

T2. a→t b⇒ b→t f(a) 

証明

（⇒ ） 
a→ b→ f(a)のとき， a万 bと定義する．→tがTl,T2を満たすことを示す．

(Tl) a→ bならばz性より， a→ b→ f(a)であるよって→こ→tである． a→t bならば，明らかにa→ b 
であるよって→ts;;→である．以上より，→こ→ts;;→の閲係が得られる．

(T2) a→t bと仮定すると→tの定義から a→ b → f(a)となり， z性より f(a)→ f(b)である． b→ 
f(a)→ f(b)となるので→tの定義から b→tf(a)である．従って， a→tbならばb→tf(a)となり

T2が成り立つ．

（←＝） 
a→ bを仮定すると， Tl,T2より a→tb→t f(a)となる． b→tf(a)なのでT2より， b→tf(a)→t f(b)と

なる． Tlより，b→ f(a)→ f(b)である．従って， a→ bならばb---≫f(a)---≫f(b)となり， Z性が示された

4.6 合流性と Cofinality

合流性と Cofinalityについて次のことが成立する．

定理 21

抽象書き換え系 (A，→）と A上の写像Fが与えられたとき，

戦略Fがcofinal===> (A，→）は合流性をもつ．

口
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証明

a1← a → a2となる任意の a,a1,a2EAについて戦略Fはcofinalなので，ある n,mが存在し， a1→

Fn(a）かつ a2→ F叫a)となる． k= max(n,m)とすると， Fn(a)→ Fk(a）炉 F叫a)である．従って，
a1→戸(a)炉 a2となり合流性が成立する．

5 合成的Z定理

5.1 弱Z性

定義 22（弱 Z性）

口

a1/¥2 
呵a) F町a)

・・..‘・、ヽ．` ぶ＇

Fk(a) 

図 7:合流性===}Cofinality 

抽象書き換え系（A，→）について，→xをA上の関係とし，その反射推移閉包を→xとする．次の性質を満

たす A上の写像fが存在するとき，写像fは弱 Z性を満たすという．

任意の a,bEAについて， a→ b===> b→X f(a)→X f(b) 

5.2 合成的z定理

定理 23（合成的 Z定理）［2]

抽象書き換え系 (A，→）について，→＝→1LJ→2とする次の性質を滴たす A上の写像f1山が存在すると

き，合成写像f砂 f1はZ性を満たす．

1.→1について， hがZ性を満たす．

2. a→l bとなるとき f2(a)→ f2(a）である．

3.任意の aE Im(fi)について， a→ f2(a）である．

4.→2について， f2of1が弱 Z性を満たす．

図8が上の性質を医示したものであり，合成写像 f2of1がZ性を満たすことが確認できる．
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図 8:合成的z定理

例題 24（入μ計算） ［2] 

以ドのような項と簡約規則からなる入μ計算の体系を定義する．

定義邸(>-μ計算）

項： M::=xl（入x.M)I (MM) I (μa.M) I ([a]M) 

簡約規則：

1.（入x.M)N→fJM[x:=N]

2. (μa.M)N→s M[[a]w := [a](wN)] 

3. [a](μ/3．M)丑 M[/3：＝ a] 

4-μa.[a]M→μ1] M (a¢ FV(M)) 

この体系で Z性をみたす写像を求めるとき，例題 16と同様に考えて，どれかの簡約規則を優先させる写

像を考えたとしても Z性を満たさないそこで，→1＝→μf/,→2＝→fJU→sU→R として，以下のような写

像＊＼立を与える．すると，写像＊＼＆が合成的zの性質を満たし，合成写像＊20 *1がZ性を満たすことが
分かり ，上の体系の合流性が示せる．

定義 26（写像＊1)

1 
1. x•- =X  

2.（入x.M)*1=入x.M*1

3. (MN)*1 = (M*1Nり

4-(μa.[a]M)*1 = M*1 (a i FV(M)) 

5. (μa.M)*1 = μa.M*1 

6. ([a]M)*1 = [a]M*1 

定義 27（写像＊2)

＊ 
2 

1. x•- = X 

2.（入x.M)*2=入x.M*2
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3.（（入x.M)N)*2= M*2 [x := N*2] 

4-((μa.M)N)*2 = μa.M*2[[a]w := [a](wN*2)] 

5. (M N)*2 = (M*2炉）

6. (μa.M)*2 = μa.M*2 

7. ([a](μj3.M)N)*2 = M*2[[/3］w := [a](wN*2)] 

8. ([a]M)*2 = [a]M*2 

6 まとめ

文献[1][5]に従って，相互関係を図9のように整理することができる．また， Z性を拡張した合成的z定
理では，簡約規則が複数ある体系でZ性を満たす写像が直接与えることが出来なくても，簡約規則を分けて

考えることで Z性を満たす写像について考えることができる

合流性

a 

/ ＼  
a1 a2 

z性

a----+b 

Triangle-property 

↑

令

.. -
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-‘ずず‘
- ” 、、
a3 

‘ 
、』

,. 

f(a) ・・・・・・・・..f(b) 

b
 ・
” ,” ず

、

.‘
 

t,~ 

“
 

｀
ー

、a
 

>

，
ー

，

a
 

f
 

↓^
 

応 ↓科 ヽ
M =~ N Cofinality ← Hyper-Cofinality 

p‘•. ,9 

'̀6 L 

Church-Rosser(})定理

図9:5つの概念の相互関係
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