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A. Connesの非可換リーマン幾何学による素粒子理論の標準模型の再構成

原田雅樹（関西学院大学）

1.序

19世紀半ば、Riemann面が導入され、次いでRiemann-Rochの定理が見出されることによ

って、代数関数の集合と幾何学的〈面〉の関係が次第に明らかにされる。それは、関数のな

す集合の持つ代数構造そのものによって幾何学的空間を捉えるという現代数学の考え方の

出発点と言ってもよい。そして、その考え方の到達点の一つが、 Riemann-Rochの定理の拡

張としての Atiyah-Singerの指数定理である。さらにこの見方を推し進めて、通常の多様体

としての幾何学的空間（古典的幾何学的空間）がなくなるところまで行ってしまうのが、1980

年頃に始められた A.Connesの非可換幾何学のプロジェクトであると言ってもよい。

非可換幾何学の幾何学性は、点集合に位相そして多様体という構造を人れた幾何学的空間

によるものではない。非可換幾何学の幾何学性は、幾何学的空間の双対としての関数空間の

代数構造の拡大によるものである。可換から非可換へと拡大された代数構造に対応する古

典的幾何学的空間は失われてしまうのであるが、そこにその古典的幾何学的空間とのアナ

ロジカルな関係は残る。また、非可換幾何学は数論を含む様々な数学領域、さらには場の量

子論についての数理物理学に対して統一性を与えることを狙うものでもある。

位相幾何学的k理論は、ベクトル束に同値類を入れ、その間の「差」として考えられる。

非可換微分幾何学にとって解析的には、 C＊環の K理論が重要になる。すなわち、ベクトル

束が可換 C＊環上の有限生成の射影加群と同値になることを考慮して、その加群の射影（幕

等）作用素に同値類を入れ、その間の「差」としての K理論を考え、その可換性という条

件を外した C＊環の K理論を考えるのである。他方、代数的に重要なものとして、微分的位

相幾何学の空間上で定義された関数空間に対して適用される deRham cohomologyの代数構

造を抽象して、 Co皿 esはcycliccohomologyを導入する。境界のない多様体X上で定義され

た可換環具を考えると、X上のdeRham co homologyはX上で定義された環ell=C00(X)のcyclic

cohomologyと同型になっていることが分かる。ここで、可換な環が乗っている幾何学的空

間を忘れ、可換性という条件を外す。すなわち、環汎を可換環に制限しないで、非可換環に

まで広げ、その cycliccohomologyを考える。そこでは、環の背後に措定されていた幾何学

的な多様体というものは存在しない。しかし、 Connesは、古典的幾何学の対象やそれにつ

いての定理に対応する、様々な対象や定理を、可換なものに制限されない環汎から獲得し、

それらが適用されるいわばヴァーチャルな場を非可換幾何学、ここでは特に非可換微分幾

何学と名付けるのである。

ゲージ理論に基づいた場の理論において、空間の局所的性格を顕わにする微分幾何学が

重要な役割を果たしている。しかし、場の量子論では、 Feyrunanの経路積分や繰り込み理論
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など、未だ数学的に厳密に基礎付けられていない方法がそこに統合されつつゲージ理論が量

子化されている。そこで、非可換微分幾何学に計量を人れることによって、すなわち量子化

されたないし非可換化された Riemann幾何学を構成することによって、場の量子論を再構

成しようという試みがConnesらによってなされている。そこでは、 Connesの三つ組み、す

なわち「Hilbert空間」、「代数（作用素環）」、この「代数」に作用する一般化され、 Fredholm

加群から構成される非有界な「Dirac作用素」が導人される。そして、可換微分幾何学にお

いて計量テンソルによって定義される〈無限小距離〉が、非可換微分幾何学ではこの一般化

された「Dirac作用素」の逆元である伝播函数propagatorとして、〈有限距離〉は二つの純粋

状態の差として、また、〈微分〉演算は「Dirac作用素」との交換関係によって定義される。

Riemannは「幾何学についての基礎をなす仮説について」 (Riemann[1854])の中で、連続空

間と離散空間について述べている。 Connesは、素粒子理論の標準模型を考える際に、スピ

ン構造を持つ通常の連続的な空間 (Euclid空間）と 2〈点〉からなる離散空間（左巻きのカ

イラリティと右巻きのカイラリティ空間）の直積空間を考える。離散空間について、 Dirac

作用素が質鼠行列ないし質鼠を生み出す結合定数によって構成される。そして、幾何学的計

量が、ア・プリオリに与えられるのではなく、質量ないし結合定数から構成される Dirac作

用素を通して与えられるという点も興味深い。

以上のように、非常に広い射程をもった Connesの非可換幾何学であるが、本論考は、彼

の著作NoncommutativeGeometry (Connes [1994])の第 6章に展開されている非可換微分幾

何学に計量を入れた非可換Riemann幾何学による素粒子理論の標準模型の再構成のうち、

電弱相互作用U(1)x SU(2)のモデルと Higgs場の自発的対称性の破れに関わる部分の理解

を試みることである。哲学研究を生業としている筆者は、これまで2023年に「Atiyah-Singer

の指数定理とその非可換化」（原田［2023])を、 2024年4月に『量子と非可換のエピステモ

ロジー』（原田[2024])を執筆し、 Connesの非可換幾何学から哲学的意味あいを引きだそう

としてきた。本論考を、原田［2023]の続編として、また、原田［2024]のAppendixの一つと

して読んでいただけると幸いである。

2. Cannesの非可換幾何学の基本的考え方

空間を何か実体そのものとして直接的に把握するのではなく、その上の関数の集合の代

数構造を通して把握しようとするのは、現代数学にとって本質的なことである。そこには、

空間と代数の間に双対的な関係があるのである。例えば、 19世紀半ば以後の代数幾何学に

おいてはコンパクトな Riemann面から代数関数体へ、 Grothendieck以後の代数幾何学にお

いては affineschemesから可換環へと、反変関手によって圏同値に移されるのである。作用

素環論においては、 Gelfand-N aimarkの定理によって、ルベーグ可測空間は可換 von

Neumann環へ、局所コンパクトなハウスドルフ位相空問は可換 C＊環へと反変関手によっ

て圏同値に移される。この時、包含関係は
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局所コンパクトなハウスドルフ位相空間 C Jレベーグ可測空間

可換C＊環（ノルム位相閉） コ可換vonNeumann環（強位相閉）

のように、空間と代数とで逆になっている。さらに、反変関手によって、 coocx)へと圏同値

に移される可微分多様体、解析的正則関数空間へと移される複素多様体がある。これらの関

数環を非可換化したようなものがあるならば、それに対応する非可換化された作用素環は

C＊環にノルム位相で桐密に入っていて、位相的に閉じていない部分環であると考えられる。

また、 Serre-Swanの定理により、可換C＊環上の有限生成される射影加群は位相空間上のベ

クトル束に同値であることも分かっているので、それを拡張して非可換 C＊環上の有限生成

される射影加群を非可換位相空間上のベクトル束として見ようとするのである。すなわち、

非可換可微分多様体とその上のベクトル束を考えるとは、 C＊環にノルム位相で桐密に入っ

ている、位相的に閉じていない作用素環と、その環上の有限生成される射影加群を考えると

いうことである (Khalkhali[2013] 1.3-1.5, pp. 24-29)。

Connesの非可換幾何学についての考え方を理解するために、古典的で可換な世界と量子

的で非可換な世界において、数学的対象にどのような対応があるのかを見ることが必要で

ある。そのために、コンヌが与えている対応表を示しておく（表 l)。

古典（可換） 量子（非可換）

複素変数 ヒルベルト空間上の作用素

実変数 ヒルベルト空間上の自己共役作用素

無限小 ヒルベルト空間上のコンパクト作用素

オーダー aの無限小 固有値伽がn→00の時に伽＝ O(n―“)とな

るようなコンパクト作用素

実変数ないし複素変数による微分 Fをフレドホルム加群として

df = [F,f] = Ff -fF 
オーダー1の無限小の積分 対数のファクターで発散を抑えたトレース

(Dixmier trace) 

（表 1)

(Connes [1994] Introduction, p.20) 

（表1)の対応関係は、物理学の数学的表現に由来する古典的世界と量子的世界のアナロ

ジカルな対応と言えるかもしれないが、幾何学的空間に双対的に対応する作用素代数を可

換から非可換へと拡大することに基づくものである。ただし、非可換な作用素代数に対応す

る幾何学的〈空間〉は、点集合から出発して、位相空間、多様体へと構造を付加していって

構成されるような幾何学的空間とは異なるものであり、あくまでも作用素代数に双対的に

対応すると考えられるヴァーチャルな空間に過ぎない。可換な C＊環は位相空間と圏同値で

あるが、 C＊環を非可換化すると、それと圏同値であるような位相空間は存在しなくなる。そ
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の意味で、非可換幾何学は典型的な幾何学ではなく、アナロジカルな意味においてのみ幾何

学でありうるのかもしれない（原田 [2024],p. 245)。

3. 非可換微分幾何学

Connesの非可換微分幾何学において、無限小変数の役割をヒルベルト空間”上のコンパ

クト作用素 Tが果たすことになるが、 Tの集合沢は打上の有界作用素全体が作る環の非自

明な両側極大イデアルとなっている。打上の作用素 Tがコンパクトであるとは、任意のc>

0に対して打の有限次元の部分空間を除いて、 TのサイズがEより小さくなることである。正

確に言えば、 nEN、作用素のランクをその値域の次元、

μn(T) = inf{IIT -RII; Rはランクn以下の作用素｝

としてn→00の時、 μn(T)→0となるような作用素がコンパクト作用素である。ここでμn(T)

はTの絶対値ITI= (T*T)112の固有値（実数値をとる）に他ならない（ただしT＊はTの共役作

用素を意味する）。 ITIは自己共役作用素になるので、馬(T)は実数値をとる。

Connesは複素数上の対合環汎上の奇数次元のフレドホルム加群Fを、 1)可分Hilbert空

間如こおける汎の対合表現冗、2)全ての aE汎に対して交換関係［F，冗(a)]がコンパクト作用

素になり、 F= F*,戸＝ i （単位行列）を満たすものとして定義し、（打，F）と書く。偶数

次元のフレドホルム加群については、奇数次元の（Jf,F）の条件に加え、 Ysというl/2の次数

付け作用素を考える。通常、この次数付け作用素は匹＝「 ゜］という行列で表現され、
o -In 

yが打→打は有界かつ自己共役で(y5)2= i2nを満たすものである。ただし、ここでinはnxn

の単位行列である。そして、その Hilbert空間は

打＝ H` 十①打―

と直和分解され、全ての aE汎に対して冗(a)をYsとの交換関係についてy課（a)＝冗(a)rsとな

り、 だ(a)をれ‘土上の表現として、

冗（a)=記（a)厨（a)=［下ふl
と直和分解される。また、 FはYsとの交換関係についてYsF= -Fysとなり、 P：打＋ ~打―‘

P＊：打―→如と作用する作用素 Pを用いて

F=[]ばl
として表現される。

G. KasparovはFredholm加群を C＊環という位相的に閉である環の上に定義する 1。非可

1 Kasprovは、 Fの性格付けを、コンパクト作用素を法として(F2-1)p(a)~0, (F-Fりp(a)~

0, Fp(a)~p(a)Fと定義している (Higson,Roe [2000] Chapter 8)。
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換微分幾何学の構成を目指す Cannesは、環を位相的に閉であるものよりも広く考える。す

なわち、その環は必ずしも位相的に閉である必要はない。位相空間 X上の連続関数製の桐

密な部分環である滑らかな関数環cco(X)のようなものに対する非可換化の文脈の中で

Fredholm加群を構成できるようにしておくために、 CannesはC＊環の桐密な部分環につい

ても環の元の集合が位相的に閉じていない環まで広げて考えるのである (Cannes[1994] 

IV; Khalkhali [2013] 4. 2;原田 [2024]Appendix P)。

Cannesは非可換微分幾何学における微分を Fredholm加群との交換関係によって定義す

る。すなわち、冗(a)の微分を

d冗(a)=[F，冗（a)]

として定義する。この時、 FがFredholm加群であることから、［F，冗(a)]はコンパクト作用

素となっていることを確認しておく。

すると、汎上の cyclicn-cocycleになっている n形式.nn汎上の次数付された閉trace

叩。，a1,…,an)=fa。da1da2…dan
を、 ajE ellとしてn= 2m+ 1の場合には、

仔(a。,a1,…,an)=Tr(a。[F,a』…[F,a』)
n= 2mの場合には

仔 (a。,a1，．．．，伍） ＝Tr(y迎o[F,a1]…[F, an]) (3.1) 

と書き直すことができる孔ただし、ここでは冗(a)を単にaと書いている。ここで問題とな

るのは、traceである Trの作用を適切に定めることである。ただし、ここでtraceであると

は、 Tr(a呼1)= Tr(a但o) を満たし、複素数を値に取る線形汎関数のことである。特に~(T)

を Tの絶対値ITI= (T*T)1!2の固有値として、 Trace(T)= I品。伽(T)とする（Connes[1994] 

IV;原田 [2023]6.4.5)。

4. 非可換リーマン幾何学

a) 計量と距離

さて、可微分多様体X上の 2点pとqを考えると、それを結ぶ経路Yp→qの長さは、計量

テンソルをgμv、無限小距離をds= ~として、 Yp→qに沿った積分fPqdsとなる。 P

とqを固定してYp→qを変化させ、その最小値がpとqの間の距離ti(p,q)である。それはまた、

X上の可微分な関数の集合を汎として、

ti(p, q) = sup{lf(p) -f(q)l;f E汎，lldf/dsll ::; 1} 

2 cyclic n-cocycleはcycliccohomologyに関連する概念であるが、これについてはAppendixAを

参照。
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とも書ける。これを量子化すると、 Dを一般化された Dirac作用素として、

o(p, q) = sup{lf(p) -f(q)I; f E ell, II [D,f]II ::; 1} 

をえる。ここで、点pとqは、作用素環汎に対する正の線形汎関数、すなわち状態（state

ないし weight)のうち、純粋状態と呼ばれるものと解することができる。すなわち、 2〈点〉

間の有限距離は 2つの純粋状態¢と山の間の〈距離〉 d(<p，山）として解することができて、

d(<p,1/;) = sup{l<p(a)-l{;(a) I; a E ell, II [D, a] II ::; 1} 

と書ける。また、この時、無限小距離dsは、Dirac作用素の逆である伝播函数propagatorD―1 

として表現される。また、微分演算da/dsは、 [D,a]によって置き換えられる。

Cannesは、非可換可微分多様体に計量を入れた非可換 Riemann幾何学において、

(ell，冗D)というスペクトル三つ組み spectraltripleを導入する。ここで、打は Hilbert空間、

汎は打上で表現された可換vonNeumann環、 Dirac作用素Dは、打上の非有界な自己共役

作用素であり、すべてのaE ellに対して[D,a]が有界になり、また、すべての入¢罠に対して

(D-入戸がコンパクトになるようなものである。なお、 Dirac作用素は、極分解によって、

Fredholm加群Fを用いて、 D= FIDl,F = Sign Dと書くことができる。そこでスペクトル三

つ組み（cfl，ガ，D）の積分を考えることにしよう。 d次元多様体Xにおける関数fの体積形式は、

局所座標を炉、計量テンソルをgμvとし、

dv = (det(Bμv))叶dx1/¥…/¥dx叶

として

f ~ Ltdv 
X 

で与えられる。（汎俎，D）におけるこの積分は、 Dixmiertrace Tr wを用いて、fE ellとして

Ltdv = c(d)Trw(f|Dl-d) 
X 

と定義することができる％ただし、ここでc(d)= z(d-[d/2])冗n/2r叶＋1）である。ただし、
有限次元部分空間KerDにおいては、 D―1=0とすることにする (Cannes[1994] VI. 1)。

対合＊を持つ代数汎上のK-cycle(Jf, D)とは、 Hilbert空間上の汎の＊表現とそれに作用す

るDirac作用素Dの組のことである。そして、 IDIの固有値入nがn→(X)に対してnl/dのオーダ

ーとなる時、この K-cycleは（d,oo)-summableと言われる。スピン構造を持つコンパクトな

Riemann多様体上の関数の代数において、 Dirac作用素は、 d= dimXとして、 (d,oo）ー

summableなk-cycleを規定する (Connes [ 1994] VI. 1, Definition 2)。

b) Yang-Mills作用

ゲージ理論を考えよう。以下、代数汎は常に単位元を持ち、単位元は Hilbert空間に対し

3 Dixmier traceについては、 AppendixBを参照。
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て恒等作用素として作用するものとする。そして、 Connesは、 Hilbert空間打上の作用素環

汎についての K形式を、 a{E汎として

w=こ吋［D,a}]…[D,af] 

と定義する。そして、このwには、 D=FIDIの関係を通して、 (3.1)のような cyclicn-cocycle 

の構造が人っていることを思い起こしておこう。また、汎に属するユニタリー群Uを

U = {u E汎；かu= uu* = 1} 

とし、 1形式の自己共役作用素処t= u[D，か］により、 Dirac作用素Dは

uDu* = D＋叫

と変換する。このような条件のもとで、ベクトル・ポテンシャル Vは、 1形式の作用素

凸aUD,a{]のはる空間の自己共役作用素の元として定義される (Connes[1994] VI. 1, 

Definition 3)。多様体X上の 1形式oは、スピン構造を考慮することで、 Hilbert空間に表

現される Clifford代数y(w)となる。 Clifford代数において、y(w)2が負の実数となることを

考慮して、自己共役作用素であるベクトル・ポテンシャルは、

V = C1y(w) 

と書くことができる。また、そのゲージ変換は、ユニタリー作用素の元uを用いて

Yu(V) = u[D, u*] + uVu* 

とすることができる。さらに、ベクトル・ポテンシャル Vによる接続'il=d+Vによる場の

強さ、ないし曲率0= dV＋炉の Yang-Mills作用が
YM(V) = Trw(炉|Dl-d)

の形で与えられ、また、 V=I尺『[D,a}]ならば、素朴にdVをふ[D,a『][D,a}]と置き換えるこ
とができるようなベクトル・ポテンシャルの表現を Connesは考える。しかし、それは一意

的には置き換えることはできない。

そこで、そのような表現が一意的に定まるような表現を考えよう。汎上の次数付き被約普

遍的微分代数釘汎を考える。すなわちシンボルdについて汎自身は 0階の代数、 a,b E ellと

してdaを1階の代数として、

1) d(ab) = (da)b + a(db) 

2) d 1 = 0 
を満たす次数付き代数を考える。また、対合＊については、釘上に

(da)* = -da* 

と作用すると定義する。さらに、

d(a0da1…daり＝ da0da1…dan

に定義し、

d如＝ 0 Vw E fl•汎

d(w凸）＝ （d叫西＋ （一1)如呵d西 VwjE fl•汎

という関係を満たすとする。このように定義すると、次のような命題が成立する (Connes
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[1994] VI. 1, Proposition 4)。

1) 等式

冗(a0da1…dan)= a0[D,a1]…[D,か］

が打上の被約普遍的代数釘汎の対合表現1[となる。

2)]。=kerrrc !1＊を、J~={wE !1朽冗(w) = 0}で与えられるn＊の次数付き両側イデアルとす
る。すると、J=]。 +d]。は、釘汎の両側イデアルとなる。

ここで、冗(w)= 0であっても、冗(dw)= 0と必ずしもならない、すなわち凸a{[D,a{l= 0 

であっても、即D,al][D,a{]が 0とは限らないことが、 V= LjaUD,a{]に対して、 dVを

ふ[D,al][D, a{]と一意的に定めることができない理由である。そこで、

塙＝釘（汎）／l

を導入すると、

鳩三 1C（炉）／TC(dU。nflk-1))

という同型が成り立つ。そして、このnぷにおける内積を

〈T1,T2〉=Trw(T5T1IDl-d) V'I'j E冗（配） (4.1) 

として、その内積によりn（位）を完備化して、それぞれのKについてヒルベルト空間J[kを構

成する。 PをJ[kから部分空間n(dU。nn,k-1))の補空間への直交射影作用素とすると、例 E

冗（位）について内積〈P例，四〉＝〈P例，P四〉がn§における族にだけ依存するものとすること

ができる。この内積によって、 n侶を完備化して Hilbert空間とすることができるが、これを
Ak = PJfkと記す。
このような条件のもと、次のような命題が成立する (Connes[1994] VI. 1, Proposition 5)。

1)汎のAkへの左と右からの掛け算作用は、汎のAk上の可換なユニタリー表現を定義する。

2) 汎関数YM(V)=〈dV+V汽dV+Vりは正で、 4次となり、ゲージ変換

Yu(V) = udか十uVu*

のもと、不変である。

3) 0 = n(da +疋）とすると、汎関数I(a)= Trw(『|Dl-d)は{aED.1（汎）；a=が｝について正

で、 4次となり、ゲージ不変である。

4) 汎関数YM(V)= inf {/(a）；冗（a)=V}が得られる。

以上のような条件を満たす表現TCを用いて、曲率0= dV＋炉の曖昧性を除去することが
できて、

YM(V) = infTrw(02IDl-d) = Trw(n(0)2IDl-d) 

と書くことができる。

k-cycleを伴う Riemann多様体の場合、次数付き微分代数nbは、 cycliccohomologyの構

造を持ち、前Hilbert空間の構造を持つ多様体X上の微分形式の deRahm代数と標準的に

同型になっている 4。特に、汎がスピン構造を持つコンパクトな Riemann多様体上の関数の

4 cyclic cohomologyについては、 AppendixAを参照。
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集合の代数であり、 D= axがスピノールの Hilbert空間L2(X,S)上の Dirac作用素である場
合を考えよう。ここで、 d= dimX = 4の場合には、

ax= i-1沢aμ (μ = o, 1, 2, 3) (4.2) 

とする。ただし、沢は DiracのEuclid空間 (Minkowski空間でなく）におけるr行列で、
u=((119(12四）をパウリ行列

<I1 = [~ 乱巧＝ ［！ 間］，63= [i _o1l 
として、 /2を単位行列とすると、

y=（沢） ＝ ［よ，u) (iど］

すなわち、

yO =[ょ i ~2]' y1 =［塁―計，戸＝ ［i2-忍］，炉＝闊―霜l

咋＝yO西ゲ＝仇＿］」

(4.3) 

である。ここで、通常、物理で用いるミンコフスキー時空におけるy行列となっていること

を注意しておく。また、沢やy5はスピン束に関するもので、ここで現れる行列成分とは可

換であること、 YμYs=一y5沢になることを注意しておく。

Cを X上のベクトル束とし、pEX上のファイバーをpEXにおける余接空間の複素

Clifford代数Cliffic(T;(x))とする (Xが4次元の場合、余接空間のd炉を沢で置き換える）。

Cの可測な切断pは打＝ザ(X,S)上の作用素y(p)を定義するが、この時、 dcfを通常の外微分

とし、それを C上の切断と見て、 ro,p,.．．，戸 EJlとすると、

冗(f°dfldf2…d戸） ＝i-ny(f°dずAde戸 A…Ade『)

となる。そして、また

Trw(PIDl-d) = z-dn-叫＋ 1)-1[trace (p(p))dv(p) 

となり、それを用いて

YM(V) = 2王叫＋1）-1Jx||dVIPdv
と書ける (Connes[1994] VI. 1, Formula 3)。

このようなD= axという Yang-Mills作用を、任意のエルミートなベクトル束の接続へと

拡張することができる。ここでは、 Serre-Swanの定理の「可換C＊環上の有限生成される射

影加群は位相空間上のベクトル束に同値である」という主張が重要になる。 0を接続Vの曲

率とすると、

YM(V) = 2ゲ叫＋1）-1J||0||HS2dv
X 
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1/2 
となる。ここで Hilbert-Schmidtノルムは、 ll0IIHs= (trace(0*0)) を意味している。また、

1点からなる〇次元空間においては、

YM(V) = trace(rr(0)り

となる (Cannes[1994] VI. 1, Formula 4)。

c) 加群と Hilbert空間のテンソル積に作用する作用素

(4.4) 

具を単位を持つ＊環、 Cを汎上の有限生成される射影加群とする。 8のエルミート構造、す

なわち各ファイバー£P上の内積〈{,n〉Pは、〈{,n〉(p)=〈s(p),17(p)〉Pによって与えられる半双

線形写像

〈,〉:£x£ →汎

を生成し、

1) 〈{a,nb〉=a•<{,n>b ('v(,1/ EE, a,b E ell) 

2) <{,{>~ 0 ('vs EE) 
3) Eは〈，〉について自己双対

という性質を満たす (Cannes[1994] VI. 1, Definition 7)。

そして、 C上の接続は線形写像V:C→CRQ}が

'V((a) = ('Vs)a + (Rda ('vs EE, a E ell) 
を満たすように与えられる。また、

〈{,Vn〉-〈V{,n〉=d〈{,n〉(V{,nE C) 

(4.5) 

(4.6) 

を満たすとき、また、その時に限りVは計量について compatibleであると言われる (Cannes

[1994] VI. 1, Definition 8; Definition 10)。

また、この接続を用いて、

Dv({R<) ={®D<+((1®n•)V{)< (V{ E £,< €打）

という作用素恥を導入することができる。

(4.7) 

5. 電弱相互作用U(1)X SU(2)モデルと Higgs場の自発的対称性の破れ

a) 非可換微分幾何学によるゲージボゾンのYang-Mills作用

以下、 Cannes[1994] VI. 3, Example (b)に即して話を進める。直積空間（スピン構造を

持つコンパクト 4次元Riemann多様体X) X (2点空間”という直積空間を考える。汎1

を X上の関数環、 (4.2)のようにD1=ax= i―1yd。Ys= [~ ~l] を Z/2の次数付け作用素と

して（打1,D19咋）を汎1上の DiracのK-cycleと定める。また、汎2＝改瞑、 Mを質量行列に
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対応するような行列、 D2＝ ［心 ば］、拓＝均①ガ象をとする。そして、

汎＝ふR汎2

H＝拓R珀

D=D冷 D2

とする。すると、 Dirac作用素は

D=［悶芯勾言l
となる。ただし、ここの YsはX上のスピン束に由来する。

(5.1) 

また、 Yをa,bという 2点からなる空間とし、 aは左巻きカイラリティの純粋状態に対応

し、 bは右巻きのカイラリティの純粋状態に対応するものとする。ここで、fj,gjEellとし、

aにおけるゲージ場を研＝IJJdcg'f、 bにおけるゲージ場を研＝2］庁dcgJ、 2重項の複

素スカラー場を炉＝幻『(g『-gf），炉＝幻庁(g『-g『)として、

p=[ご:：↓閲~*] (5.2) 

とし、 n；における表現としてのベクトル・ポテンシャルを

冗（p)=［戸y（研）R1 8疇 M*] 
炉y凌M i―1y（研）R1

(5.3) 

とする。ここで、研以砕 Eかについて、研l=（研り叫c炉として、y（研り＝沢（研¥L等となる。

このようにしてベクトル・ポテンシャルを幾何学的点上に局所化されていない非可換環の

元として構成する。そして、ベクトル・ポテンシャルやDirac作用素といったダイナミカル

なものが、計量、接続、曲率というような幾何学的構造を生み出すのである。

曲率ないしベクトル・ポテンシャルの強さを求めよう。 Dirac作用素Dと2n+1形式の代

数の元xの交換関係は[D,x]= Dx + xDとなること、 Ysは炉と交換すること、 Ysr(1形式） ＝ 

-y(1形式）Ysなどを用いると、

冗(dp)= [D, rr(p)] = D冗(p)十冗(p)D

= [-y(d西勺R1＋ （炉＋炉）RM*M y5i―1y(Wb - dC炉ー研）RM*

Y5i-1y（研ー d星ー研）RM -y(dC研）R1十（炉＋炉）RM*M]

(5.4) 

となる。また、

冗(pI¥ p) = (rr(p)) 
2 

-y（研 A研）R1＋四喝M*M (-i-1叩（研）炉＋i-1Y5釈y（研））RM*l (5.5) 

= [(i―1Y5巧（研）一i-1Y5y（研）炉）RM-y（研^ 研）R1+8知 RMM. ] 

となる。ここで、点 aは左巻きのカイラリティの状態、点 bは右巻きのカイラリティの状態

を意味することを思い起こせば、それぞれ、 SU(2)とU(1)の対称性を持っているので、

研＝ ［:I: :I:l星＝［WJ1 ば］ (5.6) 
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と表して、式(5.2)に埋め込むことができる。また、

炉＝［：：ぶl炉＝［万亨l
は物理的には Higgs場に関係する 2重項の複素スカラー場に対応する。

このようなpに対してp=fp=pfを満たすような

t=［ぶ~], 12 == [~ ~], e: = [~ばl
について、

V= fd +p 

という接続を考え、その曲率

6 =(td+p)(td + p)f = fdfdf + f(dp)f +PI¥ P 
を考える。そして、 Mとeが可換であることを考慮して、

df = [D叫＝贔＿~e)M -(12 ~ e)M*] 
により

となることを用いて、

を計算する。すると、

fdfdf = -[(lz -~)M*M ~] 
0 0 

6 ＝ ［以：：：以：闘

{j(1,1) = -y（研）Rl+h喝 M*M

{j(1,2) = Ys戸（仰）RM*

{j(2,1) = Ys戸（仰）RM

{j(2,2) = -y（砂）Rl+h啜MM*
という形になるが、そこでは、式(5.4)、 (5.5)を用いて、

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

研＝ de研＋研 A研，砂＝ de研（5.10)

/3a =([門〖1 ばl-[:i: :5:l -[]：：：心l)[i 3l 
+ [:: 3] [］］1 ばl-[:I: :I:l [:~ぶl
= [―dc妬ー（品—叶）（例＋ 1） -of坪2, 0 -d年—吐（例＋ 1) ー（吐—心）仰， 0］
仰＝［； ］］（［認拿]-[WJ1 ぶ]-[def d灼）
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＋［繋烹l［唸覧]-[WJ1 ぶl［可訂
= [-d示＋（岨— wf~)雨＋ 1)+wむ西， 一d岳＋吐（可＋ 1) ＋（岨—叫）呵

0 0 

ha= ［ </J1 
<fJ2 闘＋［可~+[:~ 訓可門＋［ぶ _o1l 
＝ ［ 妬＋妬＋妬例，
妬＋<p2<p1, 

西＋妬予］
<p2<p2― 

肪＝［； o] ［ 妬＋西，0 ({)2, 計［i 闊＋［可門［：： ばl
＝ ［例＋<fJ1+ <fJ()゚1 <fJ1＋翫2,

闊

となっている。式加の中の［ば _o1]は、fdfdfに由来する。

このようにして求まる曲率Vの Yang-Mills場の作用YM(V)を（4.4)に即して求めることが

できる。ここで、表現冗(dp)や冗(pAp)は炉の表現冗（nりであり、 niとするためには冗(dU。n
0り）による商空間n（正）／冗(dU。nか））を考えなければならないが、そこで秤，抒 E,aoとして

T = [y({ao)R1 y({bo)R1| 

が、冗（炉）の部分空間冗(dU。nnり）であることがわかる。このことから、[}(1,1)= -y（砂）R1+

h冷 M*Mと[}(2,2)= -y（砧）R1+h啜MM＊から、 vを実スカラーとしてhaRvidとhbRvidに

関わる部分を差し引いておかなければならない。したがって、 Na=dimJff、 Nb=dimJff 

として、またv(M*M)をtrace(v(M*M)id) = trace(M* M)によって定まる実数として

YM(V) =よ（J（Na||a叩＋Nb||砂|「)dv+ Tr(M* M) i(||仰||2+||即||2)dv
X ..  JX 

(5.11) 

+ Tr((M*M -v(M*M)id)刈(11hall2+ llhb『)dv)
となる (Cannes[1994] VI. 3, Lemma 7)。ただし、ここでのノルムは Hilbert-Schmidtノル

ムである。また、この Trは、行列の対角成分の和をとった通常のtraceを行列の次元で割

ったものである。

(5.11)により、 Yang-Mills場の作用の密度、すなわちYM(V)の連続空間Xにおける積分の

被積分関数YM(V)は、砂と砧に由来する/2ヽ 炉と仰に由来するI1ヽ 杷と柁に由来するI。の三

つの成分の和

YM(v) = trace (rr(iJ)勺＝［。＋11+ 12 
として書くことができることがわかる。ただし、通常の物理におけるミンコフスキー時空に

おける作用と、ここで求められている Euclid空間における Yang-Mills作用では符号に関し
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て異なっているので、注意しておく。

hに関しては、 Na=dimJf号、 Nb=dimJfがとして、 (5.10)を考慮しながら

/2 = Idよ＋研AW叩Na+Id西平Nb
から求められる。また、ノルムは、接続炉と炉についての曲率の 2乗ノルムである。

hに関しては、やはり（5.10)から導かれる接続を考慮しながら

v= dc + [wf̀ wf1 wg2]」
として、仰と仰を考えて、

2 

11 = 2ド［1＋仰;1]I" Tr(M* M) (5.12) 

から求められる。

I。に関しては、 V_j_(M*M) = M* M -v(M* M)idとして、炉と尼を考えて、

I。=(1+2(1-(11+研＋ 1鱈））勺Tr((v_j_(M*M))2) (5.13) 

から求められる。ここで、叶は、行列の Hilbert-Schmidt空間における単位のスカラー倍の

直行補空間への射影である。ここで、 I1＋妬12+|妬[2= 1で［。が最小値をとるが、これは、
これは Higgs機構の自発的対称性の破れに関係している。そして、この対称性の破れは、左

巻きのカイラリティの純粋状態の点aと右巻きのカイラリティの純粋状態の点bにおける

Hilbert空間の次元が異なることに由来している。

b) フェルミオンの作用

フェルミオンの作用について考える。 (4.1)の内積により代数汎をヒルベルト空間と見る

ことができ、また(4.5)の関係式を考慮すると、テンソル積£R打は、

〈s1Rs1ふRも〉＝〈＜19佑，ら〉も〉 cvsiEE, Si E Jf) 

で与えられる内積による Hilbert空間となる。また、式（4.7)で与えられた£R打に作用する

作用素恥を思い起こしておく (Connes[1994], VI. 3, Lemma 1)。

すると、フェルミオンの作用の連続空間上の積分の被積分項、すなわちラグランジアン密

度は、

他 D呼〉（l/JE絞釦打）

によって与えられる。ゲージボゾンとフェルミオンのラグランジアン密度の合計は、ゲージ

ボゾンに質量を与える結合定数に依存する実数をcとして、

£(V，l/J) = C四 (v)+〈1/J,D叫〉（5.14)

によって与えられる。

具体的に見てみよう。 8を汎上の有限生成の射影加群、'I/JEER汎打、y紳＝巾とする。そ

して、 Sをスピン束とした左巻きの切断SR均のペアを［喜lとし、右巻きの切断SR拓，bを
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(5.16) 

〈<,Dく〉＝四xび＋存M*び＋PMび＋西泣

〈も(1釦）Vs〉＝茫駅＋秤i―1y（研炉＋秤M＊に位］ぴ＋PM［可烹]sa 

＋西因＋戸i-1y（叫）がb

となる。 (5.17)と(5.18)から

〈筏⑭＜，筏RDく〉＝〈｛啜び，sa釦 xび〉＋〈｛啜＜a,M＊秒⑭び〉＋〈秒Rび，M(啜び〉

＋〈｛喝び，秒釦xび〉

〈肢R(,(1釦）V筏Rく〉

＝〈（，（四x抒＋~i―1y(w叩＋ ~M* 似：ぶ]Sb 

＋評M［繋繋l→知＋詞y（叫）び）く〉
＝〈｛啜び，a必澤だ〉＋炉R茫，i―1y（叫）抒Rび〉

＋〈伊Rび，M*間]sfRび〉＋〈sfRび，M阿西］｛啜び〉

＋〈｛喝び，axびRび〉＋〈秒Rび，i―1y（叫）秒Rび〉
となる。

(5.19)と(5.20)の計算結果を用いると、ファルミオンのラグランジアン密度は、

〈1/J,D神〉＝］。＋］1

と書き表され、山＝狂奴なので、］。とKはそれぞれ

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 
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］。＝面(ax+i―ly（研））炉＋炉 (ax+i―ly（研））炉

11 =炉M[l+西，死］炉＋h.c.

というラグランジアン密度によって与えられることがわかる。 hは、湯川相互作用によるフ

ェルミオンの質量の生成に対応付けられる項である (Cannes[1994] VI. 3, Example b) 5a 

c) 標準理論との比較

これまでに求めたI。,h,I2, J。,hの物理的意味を考えるために、素粒子の標準理論におけ

る電弱相互作用における様々なラグランジアンを振り返っておこう。標準理論のラグランジ

アン密度を£(t,W,B¢)=£G ＋身＋伍＋£Y+£vと書くことにする。そして、 (5.14)の

£(V，ゆ）が£(t,W,B,<I>)と等しくなることを要請して、結合定数の間の関係を求める。それぞ

れのラグランジアン密度は次のようになる。

£G :SU(2)対称性を持つ W ボゾンのゲージ場をWμa、U(1)対称性を持つゲージ場をBμと

して、 Gμva＝和Wva-avW,w + BEabcWμbWvc,Fμv = aμBv -avBμとすると、ゲージボゾンのラ

グランジアン密度は

1 1 
Le =i(Gμvaず）＋i(Fμv炉）

となる。これは、上記のI2に相当する。

身：フェルミオンの運動項は

身＝一こ［正（和＋ig号Wμj+ ig'苧叫fL+f田（和＋ig'与叫fR]

である。ここで、几は左巻き、fRは右巻きのフェルミオン場であり、左巻きのスピノールは

間］という 2重項で、右巻きのスピノールはeRという 1重項で与えられる。凡と松は左巻き

と右巻きのレプトン電荷であり、凡＝ー1,YR= -2である。また、•jは、弱い相互作用のゲー

ジ場に関わるアイソスピンについてのリー群SU(2)の生成子であり、数学的にはスピノール

についてのパウリ行列crj、すなわち、 (4.3)の6= (61,62,63)と同じであるが、概念的に異な
るので、•jと表記している。この£fは、上記の］。に相当する。

伍： SU(2)の対称性を持ち、 Y中＝ 1をハイパーチャージとする 2重項の複素スカラー場

を<I>=覧］とすると、 Higgs場のラグランジアン密度の運動項は

£o =―|(aμ+畔Wμj+ if Bμ）叶2 (5.21) 

5 ここで、炉等は単に炉の共役作用素であり、物理学での表記のように、共役をとって、それ

にyo=[;2 ~2] を右から掛けることを意味しているわけではない。
12 0 
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となる。これは、 hに相当し、左巻きと右巻きのカイラリティのゲージ場は、それぞれ

研＝ ［霜：認：l=I叶Wμj＝多［叫1W+μ:Wμ2
J 

と書くことができる。

ら： Higgs場とフェルミオンとの湯川相互作用は、

Wμl -iWμ2 
-Wμ3], 

＇ b _g 
叫＝ア恥

ら＝一L[Htt，（几•<t>)f~+ Hjt'位（か・几）］

である。ただし、 Hff，は異なる世代を含めたフェルミオン間のカップリング行列である。こ

のフェルミオンがレプトンの場合、

知 epton= -Ge(Le • <f>)eR -Gμ侶.<t>)μR-c.. (L... <t>)rR + h.c. 

である。ここで、 Leは電子eの 2重項『ご］であり、他の世代μ，礼こついても同様である。カ

ップリング行列Ge,Gμ,G-i:は自発的に対称性の破れた Higgs呉空状態を通して、レプトンの質

量を生じさせる。これは、上記のhに相当する。

Lv : Higgs場の自己相互作用は、 l<t>l2:= <t>ゆ＝ I<t>手＋ 1叱ドとして、ポテンシャル項

£v= µ如<t>)-½A.（炉叶＝卓 (1 <1> 12-f) 2 + f (5.22) 

となる。ここで、入とμ勺ま、入＞〇、 μ2> 0のスカラーである。これは上記のI。に相当する

(Connes [1994] VI. 3, Example b; VI. 5/3)。真空状態の対称性が破れた時の最小のポテンシャ

ルは一Lvmin= -μツ2入となる。

弱い相互作用では、 2重項の複素スカラー場であるHiggs場の対称性が破れ、 WμjとBμの

4つのゲージボゾンに対し、質量を与える。すなわち、 Wμ1とWμ2は質量を持つボゾン (wり

になり、 Wμ3とBμは、質量行列が対角化されるように、tan0w=g'/gを満たす角度0w

(Weinberg角）によってユニタリー（回転）変換されることで、質量をもつボゾン (zO)と

質量ゼロの光子の電磁場 (Aem)になる。 W士の質量はm炉＝μg/..f;豆、 zoの質量はmz= 

μfgす下戸／亭である（Schwartz[2014] 29.1)。

以下は、 Connes[1994]には述べられていない筆者自らの計算の試みである。 I。を標準模型

と比較するために、簡単のため、結合定数の関係をg=g'と仮定すると、tan似＝1であり、

叫＝μ-./2.g／亭となる。そうすると、 £(V，也）に含まれる質量行列Mについて対角化し、そ

の対角成分にmw+、mw-、mz、光子の質量ゼロを並べることで、

1 o o o l r1 

M=`［ぶi直 °ol,M*M ＝言［〗
0 0 0 OJ LO 

となることが妥当性を持ち、
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が得られる。ところで、 (5.13)における11+妬ド＋ l<fJ2仔＝ 1のときと、 11+妬12+ l<fJ2l2 = o 

のときのI。の値の差は2Tr((v.l(M*M))2)= μ4が／4入2であるが、これを(5.22)の一Lvの最小値

—Lvmin = -μツ2入と巾＝ 0のときのーLvo= 0の値の差を比較する。すると、£(t,W,B，巾）に

おける £vに含まれる一Lvo+ Lvmin = μツ2入は、内爪V)における I。に含まれる

2Tr((v.l(M*M))2) = μ4が／4A.2に2g力を乗じたものであることが分かる。同様にして、

(5.12)において例＝<fJ2= 0としたときの/1の値

2 |(W右—心）2+ （岨）21 Tr(M*M) 

= 2(|g:μ3 _苧|2+ |g(Wμ12いWμ2)「)Tr(M*M)
と、 (5.21)において中＝［、似lとしたときの伍の値

(I~_苧|2 + |g(Wμ12つ）「）（り
とを比較する。すると、£(t,W,B,<t>)における£。に含まれるμ勺入は、邪1(v)におけるI1に含

まれる2Tr(M*M) = μ2炉／入にg―2を乗じたものであることが分かる。これらの£(t,W,B,<t>)

と祁（V）の間の比が整合的になり、

£(V，1/;) = L(f, W,B,<t>) 
が(5.14)に即して成立するためには、 C= 2g―4A.=g―2とならなければならない。その結果、

入＝炉／2が得られる。標準理論では、ゲージボゾンの結合定数gとg'、 Higgs場の結合定数入

は独立した定数として与えられ、実験によって与えられるほかないが、非可換幾何学を用い

ると、g=g'の場合には、このような関係が与えられる。

一般のtanew= g'/gの場合には、 mz=μ/g2了；万j..J;.互＝μgcos―1恥／¢豆なので、

1 

゜゜゜
1 

゜゜゜M=-μg - 0 1 

゜
2 2 

゜
1 

゜゜
o M*M=μ -g  -

亭。

゜
COS―10w 0'2入

゜゚
COS―20w O' 

゜゚ ゜゜ ゜゚ ゜゜1 1 2 

゜ ゜ ゜
---cos―〇w
2 4 

゜
1 1 -2 ゚

゜
---cos w μ2g2 | 
゜ 2 4 

1 3 -2 ゚

゜
＋ -cos w 

v.L(M*M) =----;:;-:;-2入

゜ 2 4 ゜
゜ ゜ ゜

1 1 -2 ゚---cos w 
2 4 

とし、
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Tr(M*M) =贔が(2+ cos―20砂 Tr((v.l(M*M))2）＝点玉が(4-4cos―2 0w + 3 cos-4 0w) 

を得る。以下、同様な推論により、

4 cos4 0w -4 cos2 0w + 3 
入＝g2
8 cos4 0w + 4 cos2 0w 

となる。ところで、 Higgs粒子の質量はv=2m叩／g=｛知／｛iとして、 mh＝近知＝mばで
ある。実験によると、 v~ 250Gev、cos20w ~ 0.777、g~ 0.64であるので、 cos20w ~ 3/4と

して概算するとa=(4 cos4 0w -4cos2 0w + 3)/(8 cos4 0w + 4 cos2 0w) ~ 0.3となり、 mh=

v藷g~ 87.6Gevと計算されるが、これは、実測値のmh~ 126Gevに比べるとかなり小さい

（因みにg=g'とした際、 a=1/2になることを示したが、その際にはmh~ 113.1Gevと計算

される） 6。このように、非可換幾何学による結合定数の間の関係は、実験結果と比較可能

であり、実験値に合致しないものではあるが、物理学的に興味深いことである。 Connes自

身は、これよりもずっと洗練された方法で、クォーク質量なども考慮しながら結合定数の関

係を考察し、Higgs粒子の質量をmh~ 170Gevと2007年に予言したが(Chamseddine,Cannes, 

Marconi [2007])、2018年の Tevatronの実験によりこの値は排除され、さらに 2012年の

Higggs粒子の観測に伴う実験結果mh~ 126Gevと合わなかった。

6. 結語

本論考で触れることはできなかったが、 Connes[ 1994] (Chapter 6)は、クォークの 3世

代模型における小林・益川行列も統合しつつ、素粒子理論の強い相互作用までも射程に入れ

た大統一理論U(1)X SU(2) x SU(3)を非可換リーマン幾何学によって創出しようと試みて

いる。さらに、 ConnesandMarcolli [2007] (Chapter 1)では、ニュートリノ振動や重力理論な

ども取り込みながら、現在の標準模型を超える試みもなされている。 Connesはこのような

非可換幾何学により、 Higgs粒子の質量についても予言したが、 2008年の実験の測定値とは

ずれていた。そのため、 Cannesによる素粒子理論の標準模型の再構成ついての物理学者か

らの興味は失われた (Hossenfelder[2018] chap. 7;邦訳p.202)。

とは言うものの、非可換幾何学による素粒子理論の標準模型再構成の試みは、哲学的に非

常に興味深いものである。それは、現在の物理学において、現象と標準模型が大いに合致す

るものの、場の鼠子論が理解されているとは言えないからである。また、そこに含まれる多

くの結合定数も独立に与えられている。数学者ReneThomは、「理解するとは幾何学化する

ことである」 (Thom[1983], p. 6) と言っている。また、彼は次のように述べている。

Diracは、『量子力学の諸原理Principlesof Quantum Mechanics』の序文の中で、量子力学
の根底にある概念には直観的内容を与えることが不可能である、ということを無視で

きることとして切り捨てている。［…］知的理解intellectionの可能性、すなわち所与の

6 このあたりのことは、筆者自身の計算によるものなので、検討の余地が大いに残っている。
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シェーマを幾何学的に解釈する可能性を欠いているとき、人がとる態度には二つの可

能性がある。一つは、そのような状況にもかかわらず、適切なイマージュによって、所

与のシェーマに対して直観的正当性を創造していくことを求める可能性である。もう一

つは、そのような無理解を仕方ないものとする状況に陥り、その無理解が習慣によって

無関心へと変形していってしまう可能性である (Thom[1977], p. 5)。

Cannesの試みは、直観的理解の困難な場の量子論に対して、質量を与えるダイナミカルな

結合定数を、 Dirac作用素を介して、計量や接続、曲率として捉えて空間概念に取り込み、

また、各点上に局所化されえない非可換環の構造を通して、素粒子の標準モデルを幾何学的

に理解しようとする試みなのである。

Appendix Aサイクリック・コホモロジー cycliccohomology 

非可換微分幾何学において用いられるコホモロジーは、 cycliccohomologyであるが、それ

を定義しておく。複素数C上の代数具を考える。その代数汎の(n+ 1)重線形汎関数炉（ell):=

Hom（汎18i(n+1),(C)を考える。このような<pE C町汎）に対して、全てのajE汎について

(b<p)(a。,a1,...,an+1):= f (-l)j <p(a。,ai,・..,,a尺j+V・ ・ ・, an+1) 
j=O 

+ (-1)n+1<p(知+1a。,a1,・・・,,an)
を満たすコバウンダリー (coboundary)作用素bを与えた複体をHochschildcomplex (C*, b)、

また、 b<p= 0を満たす<pE C町cfl)のことを Hochschidn-cocycleと言う。ここで、常に炉＝ 0 

となることを確認しておく。このHochschildcomplexから生成されるコホモロジーのことを

汎のHochschildcohomologyと言い、 HH*(cfl）と督く。

さらに、このHochschildcomplexの部分複体で、

<p(ai,...,an,a0) = (-lr<p (a。,a1,•..,an)

を満たすものを考える。ここで、

（神）（a。，ai,...,an):=(-lr<p(an,a。,ai,..-,an-1) 

匹）（a。，ai,...,an+l):=f (-l)j <p(a。,ai,...,a叫 1，．．．，知）
j=O 

となる入：C町ell)→炉（cfl）とb':C町cfl)→ cn+l(cfl)を考えると、 (1-.:l)b = b'(lー入）を満たす

ことが確かめられる。そこで、 Cれ汎） ＝ker(lー入）と設定すると、 bCf(cfl)C c,r+1（汎）とな
るので、 bを作用させることによって、

b b b 
cf→Cl→吐→…

という複体ができる。このようにして構成される Hochschildcomplexの部分複体を cyclic

complexと言い、(Cl,b)と記す。また、この cycliccomplexのコホモロジーを cycliccohomology 

と言い、 HC*(cfl）と記す。この cycliccohomologyの cocycle、すなわち（1-入）<p= 0とb<p= 0 

を満たす汎上の(n+ 1)重線形汎関数<pE CI(cfl)のことを cyclicn-cocycleと呼ぶ。
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ここで、滑らかで向きづけられたn次元閉（境界のないコンパクトな）多様体X上の複素

数C上に値をとる滑らかな関数の生成する環汎＝ C00(X)を考える。関数fjE汎(j= 

0,1,…,n)についての<pE C町汎）を、 X上での積分

鴫，ん…,fn):= Lfi。df1I¥... /¥ dfn 
X 

として設定すると、 b の定義から (b<p)(foJ1,••· Jn)= 0となること、すなわちb<p= 0となる
ことから、砂沿1上のHochschildn-cocycleとなっていることが分かる。一方、多様体X上の

r次微分形式を釘(X)として、その全体を

り(X）＝④？＝0nr(X)

とおく。そこで、通常の微分位相幾何学における作用素dをdeRham微分d：釘（X)→nr+1(X)

とすることで、 deRham cohomologyが生成される。多様体Xに境界がないことを考慮して、

ストークス (Stokes)の定理を用いると、 X上の deRham cohomologyはX上に定義された環

汎＝ C00(X)のcycliccohomologyとなっていることが分かる。すなわち、

Jxd(f晶df1I¥... /¥ dfn-1) = J(f叫f。I¥df1 I¥... /¥ dfn-1 -(-1)叩df1/\ ・•．I\dfn-1 I¥ dfn) 
X 

という一般に成り立つ等式の左辺は、ストークスの定理より 0となるが、右辺が 0である

ことは環汎が cyclic複体となっていることを意味している (Connes[ 1994] III. 1; Khalkhali 

[2013], Chapter 3;原田 [2024]Appendix Q)。

Appendix B Dixmier trace 

ヒルベルト空間打上のコンパクト作用素 TについてITI= (T*T)112の固有値μn(T)を考え
る。ここで、スペクトルの値が 0以上の実数値であるコンパクト作用素 Tのμn(T)について

の和を考え、
N-1 

叫 T)＝こいT)
n=O 

とする。 Nを無限大にもっていくと、対数発散する可能性があるため、 logNで割って、極大

フィルターwによる極限をとって、

1 
Tr w (T) = Limw―知(T)

logN 

とし、これを Dixmiertraceと呼ぶ (Cannes[1994] IV. 2{3, Definition 2)。すなわち、 Dixmier

traceとは、 1/nのオーダーで収束する対角項の1/Nのオーダーまでの和をlogNで測ったト

レースの極限のことである。

この Dixmiertraceは次の 4つの性質を満たす。

A)正値性 Tが正作用素の場合、 Trw(T)2::〇となる。

B)有限性 ITIの固有値がIり謡μn(T)= O(IogN)を満たす場合、 Tr゚（T)< ooとなる。
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C)共変性 いかなるユニタリー作用素 Uに対してもTrw(UTU*)= Trw(T)となる。
D)消滅性 Tがトレースクラスの作用素の場合、 Trw(T)= 0となる。
このうち性質 D)は、 Tの有限階の揺らぎ、さらにはトレースクラスの揺らぎに対して、

Trw(T)が不変であることを意味している (Connes[ 1994] VI. 1)。
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