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多変数整関数からなる

Banach空間の巡回ベクトル

泉池耕平（山口大学）

1 導入

複素数Cの領域をQとし、Hol(D)によって、Q上の正則関数全体を表すことに
する。本研究では、Hol(D)からなる Banach空間について、その不変部分空間に
ついて考える。一般的に不変部分空間とは次のようなものである。

BをBanach空間とし，TをB上の有界線形作用素とする。
Bの閉部分空間 M が

TMcM  

を満たすとき，M はBのTにおける不変部分空間であるという。

部分集合 EcBに対して、Eを含む最小の不変部分空間を [E柘で表すこ

とにする。また、E={J}である場合は、

[j]B = [{J}]B 

で表すことにする。

関数fEBが

[f]B =B 

を満たすとき，fを BのTにおける巡回ベクトルであるという。

B c Hol(D)の場合、

Tf=zf, f EB, 

つまり Tが座標関数の掛け算作用素であるとき、Tにおける不変部分空間を、単
に不変部分空間といい、Tにおける巡回ベクトルを、単に巡回ベクトルであるとい
う。巡回ベクトルはその関数を含む不変部分空間は全空間となるため、その不変

部分空間の構造を知る上で重要な情報をもつものと言える。
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1.1 1変数整関数からなる空間

s EN、a>Oとする。 lsp<ooに対して、

闊(C,s, a) 

= {1 E Hol(C): ll f llt~(C,s,a) = [ lf(z)IPe―alzls dA(z) < CX)} 

と表すことにする。ここで、dA は C 上の Lebesgue 測度である。このとき、L~(C,s, a) 
はBanach空間であり、特にp=2、s=2のとき店(C,2,a)はFock空間と呼ば
れる。

この L~(C,s, a)では、多項式の掛け算作用素はすべて非有界であり、不変
部分空間は存在しないことが知られている。つまり、閉部分空間M で

pMcM, p:多項式

となるのは、pが定数またはM={O}の場合のみである。しかし、ほとんどの関
数fEL~(C,s,a) は

JC c ~(C, s, a), C：多項式環

を満たすことから、ここで巡回ベクトルを次のように定義することにする。

Banach空間Bc Hol(O) (0 c (Cは領域）において、関数fEBが巡回ベ
クトルであるとは、

{f p : p E C, fp E B} 

がBで桐密であるときにいう。ただしCはC上の多項式全体である。

掛け算作用素が有界である場合は、前述の定義と同値である。この巡回ベクト

ルについて、Fock空間L杯(C,2,a)のときは次が成り立つ。

定理1([2])次は同値。

(]) fが L~(C,2,a)の巡回ベクトルである

(2) f =砂， h(z)= c2z2 + c1z + co, le叶＜号

(3) f E L~(C, 2, a)はC上零点をもたない

実際には、p-/=2のときもほぼ同じ証明手法で同様のことが成り立つ。
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定理2次は同値。

(]) fがば(C,2,a)の巡回ベクトルである

(2) f =砂， h(z)= c□ +c1z + co, le叶＜げ
(3) f E L~(C, 2, a)はC上零点をもたない

ここで定理 1の証明の概略を述べる。証明では、店(C,s, a)の再生核が重
要な役割を果たす。

定理 1の証明概略．各入 ECに対して、

〈f,K刈＝f(入），¥:ffEL訳(C,s, a) 

を満たす k入€闘(C,s, a)を再生核という。ここで、〈・，・〉は店(C,s, a)の内
積である。

補題3(Guo-Hou) 

〈J,l応）→o(I入I→ OO) 

この補題から、十分大きい囚に対して

If(入)|< ||K入 ll=exp(~)

であるので、これをもとにして (2)←⇒(3)が得られる。
(1)⇒(3)は明らか。(2)⇒（1)は次のように示すことができる。

h(z) = c2在＋叩＋Co, |c叫＜号

のとき、

ヨNEN, (1 +~)le叫＜； 
この Nに対して、Lebesgueの収束定理よリ

J Iz加eh_Z化（l-点）hl2e―alzl2 dV(z)→0 (n→ CX)） 
c 
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が得られる。ここで

四（z)=文｛ーり!(z)}k
k=O 

である。これを繰り返すと、

Cce虹CC・・・ C e(lーtt)hcC江

となり、（1)が成り立つことがわかる。

2 多変数整関数からなる空間

自然数nに対して、

Z = (z1, Z2, • • ・, Zn) E en  

lzl2 = lz1l2 + lz計＋・・•+ |z計

とし、Hol(Cn)によってび上の整関数全体、dV(z)によってび上の Lebesgue
測度を表すものとする。sEN、0:> 0とする。 l:::;p<ooに対して、

ば（C叫s,0:) 

= {f E Hol(Cn): ll f llf~(cn,s,a) = kn  lf(z)IPe―alzls dV(z) < 00} 

で表すことにする。この場合も L~(Cn,s, o:)はBanach空間であり、1変数の場合
と同様に L~(C凡 s,a) では不変部分空間は存在しない。

Banach空間 BCHol(O) (0 c ccnは領域）において、関数fEBが巡回
ベクトルであるとは、

{f p : p E C, fp E B} 

がBで桐密であるときにいう。ただし、Cはccn上の多項式全体である。

多変数でも巡回ベクトルについて考えることは自然の流れである。いま、

z!3 = 珀・・・z炉
|(3| = (31 +・・・+(3n 

によって表記し、s次の多項式

s 

h(z) = Lど叩g
m=O l/31=m 
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に対して

ふ＝ max〉e(3z(3.
lzl=l 
|(3|=S 

と定義する。そのとき、次が成り立つ。

定理4([1]) p ~ l、sENとする。そのとき、次は同値である。

(i) fはば（C叫s,a)の巡回ベクトル

(ii) f = exp(h)、ただし

s 

h(z) = L L Cf3Z(39 
m=0 |(3|=m 

Cg E C, 

(iii) fは零点をもたない、かつJC こ L~(C凡 s,a). 

a 
△hく一
p 

1変数の場合の証明手法は扱いやすいため、同様の手法で多変数の場合につ
いても証明することを考える。同様の手法で示すために必要なことは、以下の 2

点ある。

(1) pヂ 2のときについても多項式環Cが桐密である

(2)再生核のノルムの評価

(1)については、 [l]で示しており、そちらを参照してほしい。（1)は定数関数が巡

回ベクトルであることを意味する。扱う空間はHilbert空間以外も含んでいるが、
近い大きさのHilbert空間を利用しており、(2)を得ることが本質的な部分となる。

以下、(2)の再生核のノルム評価について考えていく。

3 再生核ノルム関数

z = (z1,.. • , Zn) E C凡 0: = (0:1,・・・ ，知） EZ+ := (Nu {O}t 

に対して、次の表記を用いる。

z A a1 埒n Z1... 

a! a1! •··a以

lal a1 +... + Oon 
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H c Hol(C門をHilbert空間とし、そのノルムを 11・IIHで表記する。

Hは再生核Hilbert空間であるとは、Hが次を満たすときにいう。

(i) CはHで桐密である

(ii) Hは各入 Eびに対する再生核k爪z，入）をもつ

各 ZEびに対して、K爪z,z)= IIK爪．，z)II沿＞ 0である。いま、さらに次の条
件を加える。

(iii) K叫z,z) = KH(az, az), V z E (C叫 VaE (C with lal = 1. 

この場合、 [O,oo）上の正値関数GH(X)を

GH(lzl2) := KH(z, z) = IIKH(・, z)llk, z EC凡

によって定められる。これを Hの再生核ノルム関数と呼ぶことにする。
最終的な目的は、次の空間における再生核のノルム評価である。

砥(C門

= { f E Hol(Cn): llf||羞加） ＝[n lf(z)l2e-'P(lzl2) dV(z) < oo} 
C” 

ここで、ゃ(x)は[O,oo)上の正値関数とする。特に興味があるのは、ゃ(x)= X号
のときである。

4 一般的な場合

ここでは、よリ一般的な場合について考える。ry(x)を[O,oo）上の関数とし、

冨）＝｛fE Hol(Cn): IIJII危合(ICn):= [n lf(z)l2rJ(lzl2) dV(z) < 00} 
icn 

とする。このとき、

偽(Cりは各 n2': 1に対して再生核ヒルベルト空間

を仮定する。

この場合に、a,/3 E Z+ (a # /3)に対して、z° 上竺である。よって、再生核は

1 
k虚（か）（z,入）＝こ za2 ハ・z)°''

OEZ] || ||g合（四）
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ここでぷZ=（入1z1,・・・，ぶ叫、と書ける。また、g;(Cn)は条件（iii)を満たし、再
生核ノルム関数Gg紅(ICn)(x)をもつ。

定理5(A) Cg訳(q(x)E C00(0, oo）、かつn2"'. 1に対して

dn-1窪 (C)(x)
~=n!Gg合（か）（x).

が (Bn)を単位開球的 Cび上のHardy空間とすると、任意の aE Z+に
対して、

|| a||2 (n -1)!o! 
Z 印(Bn)=~)!'

である。よって、

llz°'||店合（か） ＝ J |z叩TJ(lz良）dV(z)
cn, 

= 2nllz°'IIJI2(Bn) 1= r2(n+lal)-1T/（芦）dr
゜であるので、計算することによって定理5が成り立つことがわかる。ちなみに、上

記の定理は馬上でも有効であり、実際、荷重 Bergman空間 L;(IIBn)で同様の
性質を持つ。

5 ある空間の再生核ノルム関数の関係

TJ(x) E C1[0, oo）とする。そのとき、C上の整関数で

||f||[,(C) =J |f(z)戸（一l)TJ'(lzl2)dV(z) < oo 
c 

を満たすもの全体を K]'(C)によって表すことにする。いま、g合(C)が再生核ヒル

ベルト空間、かつ k]'(C）もまた再生核ヒルベルト空間と仮定する。さらに、m2". l 

に対して

xmn（叫→ 0 as x→ CX) 

を満たすとする。そのとき、次が成り立つ。
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定理6(B) 

d 
Gg合(q(x)＝五伍勾(C)(x), 0 < X < CX). 

上記の定理において、TJ(x)EC門0,1)とおきかえ、

n(x)→0 as x→ 1 

と仮定すると、Bの場合でも定理は妥当である。

6 主目的の再生核ノルム関数

叩） Eび[O,oo)を正値関数とする。

砥（四）＝｛fE Hol(C門• ||f|1羞応） ＝1n lf(z)l2e-'P(lzl2) dV(z) < oo} 

ry(x) = e―叩）とおくと、叫(C門＝偽（び）である。H訳び）が再生核ヒルベル
ト空間と仮定すると、定理 5(A)より

系7(A)G碍(q(x)E C00(0,oo）、かつ任意の n~l に対して

dn-lG碍(C)(x)
~=n!G碍(Cn)(x). 

が得られる。このことから、

where 

1 °° (n + k -1)! K 
G碍（か）（x）=2n!こB(n+k)K!x, 

k=O 

0 < x < CX) 

00 
B(n + k) = 1= r2(n+k)-le―<p日）dr.

゜が得られる。ここで次の空間を考える。

塁(C門

= { f E H ol (en) : 11 f||;店（か） ＝kn lf(z)l2<p'(lzl2)e―'P(lzl2) dV(z) < oo} 
cn 
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このとき、rt(x)=沼（x)e―叩）とおけば、炉(C門＝位（び）である。葛（び）が再
生核ヒルベルト空間と仮定すると、そのと§

G碍（か）（x）=2n! 文（｀二塁］拉， 0＜X<  OO 
k=O 

00 

where C(n + k) = 1= r2(n+k)-l'P’（芦）e―配）dr.
゜が得られる。さらに、

砂e―叩(x)→0(x→oo), V k 2'. 1 

と仮定すると、定理6(B)よリ

〔系 8(B)G碍(C)(x)= G如g(C)(x).

が得られる。よって、系 7(A)、系 8(B)より、

］
 

系9(C)任意の n2': 1に対して

d叩碍(C)(x)
~=n!G碍（か）（x)

が成り立つ。

ここで、[4]で扱われている次の空間を紹介する。心(z)をC上の劣調和関数
とし、ここに適当な条件を加えたものとする([4]参照）。そのとき、

克(C)

= {! E Hol(C): Iii||~J,(C) := k lf(z)l2心 (z))e―ゆ(z)dV(z) < oo} 
とすると、異(C)は再生核ヒルベルト空間である。また、mENとし、

叩）＝互，心(z)= lzlm 

とおくと、葛(C)と異（C)はともに再生核ヒルベルト空間で、

△心（z) = 4（如＋知）（叶＋炉胄＝ 4厨（丑＋り）悶ー1

= Sm'P'(lzl2) 
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であることより、碍(C)と異（C)は本質的に同じ空間であるといえる。巧心(C)に

おいては、［4]で次が成り立つことが示されている。

定理10([4])ある定数C>Oが存在して、次が成り立つ。

c-leゆ（z)::; K荏(C)(z,z)::;Ce心(z), z E CC 

よって、定理 10よリ

補題 11m ENとし、ゃ(x)= X号であるとき、ある定数 C>Oが存在して、
次が成り立つ。

0-lex翌:SG碍(C)(x):SCex翌， 0:'.S X < 00. 

が得られる。この補題を用いると、計算によって次の定理が得られる。

定理12m ENとし、i.fJ(X)= X翌とする。そのとき、各非負整数Kに対して、
ある定数Ck>0が存在して

k(m-2）讀沙G碍(C)(x) k(m-2）嘉
叩 x 2e<  dxK <ckx 2 e,  X 2 1. 

系9(C)と定理 12より、目的としていた次の結果が得られる。

系 13mE  Nとし、cp(x)= X翌とする。そのとき、各 n~l に対して、
ある定数dn> 0が存在して

犀（x三）召号：：：：：G碍 (ICn)(x)：：：：：心（ロデ） ex号， X 2 1. 
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