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Sur des conditions nécessaires pour 1'8quation d'évolution
pour que le probléme de Cauchy soit bien posé

dans la classe de Gevrey.

Keiichiro KITAGAWA (Univ.d'Ehimé)

£ N B — B (EEk e ®)

11 s'agit du probléme de Cauchy homog@ne :

L(t,x;9,,9_)u(t,x)=0 d

(PC) f t*"x (t,x)€00.To1xR
ai‘lu(o,x)=¢j(x> i=1,..,m

pour une equation lineaire aux derivees partielles A coeffifients de

la classe de Gevrey.

m . .
. . =raf_ .4 yam-d -
L(t,x,at,BX}U\t,x)_tat .g aj(t,x,ex;at Ju(t,x)=0

i=1
ol a.(t,x;Er= x tTWERIVAXK) vy e
J jak
o,k
avec xv(JakaxyiiJak).;.xY‘(Jak) et £%=%r g%

Nous considérons des conditions néc@ssaires pour que ce probléme

de Cauchy soit bien posé dans la classe de Gevrey.

Sur ce sujet, nous mentionnons tout d'abord un travail de

-

G
4

. , 9 i ez N ~ .
S.Mizohata . 11 v a moniré une condition nécessaire pour une

équation de p-&volution : Cette condition pour

r=1 est bien connue

comme la condition d ' hyperbolicit€ (Théoréme’de Lax-Mizohatay.

Depuis les recherches sont orientées en deux directians

- 1...



69

indépendamment : le cas p>1 et celui p<l1.

Au cas p>l, nous citons des recherches sur la parabolicité, par

exemple, de K.Igari[1] (81

et M.Miyake
Au cas p<l, si les racines caractéristiques sont bien

distinctes, la condition de S.Mizohata (cbndition d'hyperbolicité)
est déjd suffisante. On a considéré donc les cas dégénérés ol les
racinés ne sont plus distinctes : Parmi eux nousbenvisageons ici un
cas particulier mais canonique oU toutes les racinés se coincident 2
26ro ; Dans ce cas cette dégénérescence est représentée par celle des
coefficients. Au cas ol la multiplicité de racines eét constante,

cas représenté par p<l, ce sont des recherches sur la condition de

Levi. Nous considérons ici le cas ol la multiplicité de racines est

variable et que toutes les racines coincident 5.zéro a l'origine :

C'est juste le cas p<l1 A 1'origine si l'on redéfinit le poids p

ponctuellement. Nous en citons des recherches de V.Ja.Ivriinl’[3]’

(4] [71 (131,0141,10161,[171

T.mandai et S.Mizohata

Sur le cas ol p=1, il y a des recherches plus approfondies, dans

la classe de Gevrey, sur la nécessité de 1'hyperbolicité : nous en

. [18] [11]

citons celles de T.Nishitani et S.Mizohata

Ces recherches ramifiées en trois directions différentes en

apparence ne sont qu'une a faire comme la généralisation au cas

[G] o . .
. Les améliorations de la

(103,10113,0121,0133,01473,

dégénéré du théoréme de S.Mizohata

méthode de S.Mizahata[g3 faites par lui-méme

[(151,0163,[17] et Y.Takei[EO]

[9]

nous permettent de généraliser le

th€or8me de S.Mizohata au cas dégénéré actuel.
L e aEZ. . . . b i - B . {191
Sur ceite généralisation, notre colilegue T.Sadamatsu

i - - - . ) 0 x© - . -
travaille dans la catégorie de fonctions C . Tandisqu'il traite le

_..2‘_
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oo - Cow . . :
cas a coefficients C , nous traittons le cas 4 coefficients de Gevrey
- - ’ : I3 L ..
Bien qu'on puisse faire pareillement, le traitement du cas C est pag
mal différent de celui au Gevrey et nous envoyons leés lecteurs, au

cas 2 coefficients'cm, 3 la note de T.Sadamatsu.

Signalons toutefois que 1'on acquiert, au cas non kowalevskien
“(p>1), plus d'informations par supposer les coefficients a la classe
de Gevrey : plus réguliers sont les coefficients, plus on montre des
conditions nécessaires.

Par comparaison aux travaux de V.Ja.Ivrii ou de Mandai cités

ci-hauts, nous soulignons que nous envisageons le probléme de Cauchy

homogdne et ceci A _t=0 fixé.

"Pour énoncer notre résultat nous commencCons par explication de
notre terminologie.
Soient p=(py,.,Pa), 8=(81,.,84), s=(s81,.,84), s7=(s7,.,80) tels

que 0 <8, < p, £1 <87 <5, <+ , 1 << s, (j=1,.,4d)
J J J Jj J

Nousbexpiiquons briévément les classes de Gevrey. Soient, pour

un voisinage R de l'origine de Rd,

P Q= (£¢(x)€C”(Q); VK compact ¢ Q : Sup 1£ %1/ @)BRS < » )
R |
x€K, o
v @@= v i@, @ n i@
R>0 R>0
WS =ttoec”®Yy: sup 1270 /@RS < )
R L
o
wislo y W , W=l
R>0 R>0
of (atyTza, St 1% et RS=RPT TS



71

7

. , . (8} A s)
Nous disons qu'une fonction de ¥y Q) ou de W'

est d'indice (s).
Nous supposons que les coefficients sont des fonctions d'indice

{(s”) et nous considérons le probléme de Cauchy dans la classe de

Gevrey d'indice (s).

: D . p.-9d,
Soient : a= max gi , et b= Min _ig:i .
J J J J

Nous faisons correspondre a (jak) le point (1+ )

gjuk) pea-d-v{jak)
J ’ i -

J
au plan X—Y { peaZSp @ i+,.,+pa0,;, dv(jak)=d,v i (jak)+,.,+8,v; (jok)).

Nous ¥ ajoutons un point (1,0) exprés. Nous appelons le poiygone de

Newton, noté par (A), le plus petit polygone a cotés de pente non

negative contenant tous ces points.
Soit Py le point de contact de

la tangente au (A), a pente non

négative, tire du point (0,a) : gg’é;;

Quand cette tangente a un cote
(0.a)]

commun avec le (A), Py est

convenu d'etre pris pour le sommet

d 1'extremite gauche de ce cote.
Soit P, le point de contact de la tangente au (A), a pente non
négative, tire de (0,b) : Quand cette tangente a un c6té commun avec
le (A3, P, est convenu d'etre pris pour le sommet a 1'extremite
gauche de ce cote. Et quand ii n'y a pas de telle tangeante; P. est
convenu d'€tre pris pour le sommet 2 1 extréme droite du (A). Soit

=

P~,F:] 1'ensemble de tous les sommets du {(A; entre ces$ deux sommets,

et

P-,P: inclus.

Soit, pour un point PelP~,P11,



"2

pp) (t,x;8)2 A" - 3 a.ak<t,oax”(J“k’(ia)“xm‘l
Cjak)€r, J
oil p=(Ciak); 1+ o(gak), p°“‘5°§(3ak)>=P ).

Disons que le probléme de Cauchy (PC) est (s)-bien posé au cas

suivants

Version globale

Les coefficients sont de CO(r0.To1,WS 7), et il existe un T

(0<T<Ty) tel que, pour toutes les données @j(x)evw(S) (j=1,...,m), il

exXiste une ef une seule solution u(t,x)e€ Cm([O,Tl,Hw).

Version locale :

Les coefficients sont de CO([O.TQJ,Y(S )(QO)) et il existe un T

(0KT<Tqy) et un voisinage de l'origine Q;cQlp tels que, pour toutes les

(s)

données ¢j(x)€ Y (Qp), il existe une et une seule solution u(t,x)e€

c™cro,T1,c7@ .

Theoreme.

Pour que le probleme de Cauchy (PC) soit (s)-bien pose, il faut

que la partie reelle de la racine de p,()(0,x:£)=0 soit non positive

P
pour tous p,d tels que a<b et tout PE[P,,P,]. .
Remarques.
13 A ce théoréme, si l'on veut remplacer la classe {(s) par la

a4

1'extrémité gauche du coté€", on

3/

classe <s>, au lieu de choisiyr P
choisit "4 1'extrémité droite du coté&” et on remplace la condition

a<b par a<b.
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' - -~ . w@ . - .
2) Ce théoréme subsiste encore au cas C si 17on remplace (0.a)

r 1'origine, qu'on choisit Py "3 1'extrémité droite du coté&" comme
pa . 0

(s

ci-haut, que 1'on suppose 0=a<b et qu'on remplace ¥ par H(”o et

y(S)(Q) par C (Q) respéctivement.

La démonstration détaillée sera donhée dans [61]. Nous nous
contentons ici de remarquer que la démonstration est faite par la
méthode de micro-localisation de S.Mizohata tout pareillement 2 la
démonstration du thédréme inverse de Cauchy—Kowalevski[G]’[103 :
Seules différences sont d'une part on fait la localisation dépendant
de n en X méme et on met le poids suivant :

n~% et g,— nP ( 0<8;<p;<1 : j=1,...,d)

X; —
D'autre part, pour developper le produit des opérateurs pseudo-
différentiels en une série asymptotique on a donc besoin d'une forme

un peu différente de celle ordinaire.

Nous terminons cette note par montrer quelques exemples qui

montrent que les résultats sont similaires a ceux de V.Ja.Ivrii.

Exemples.

. . _ Al 2unr2 v
(1> Ll(t,x,et,ax)— at a(t,xdx SX b(i,x)x SX

Pour que le (PC) soit (s)-bien posé, il faut que 1'on ait

1)a(0,0)20

o -~ 2u—v¥1 : 2~V . e
2351 p)v? L ~§Hj;—s et s= v alors on a b{5,03=0.
o ) oA A2 L 2MA2 L. v
(25 L:at,X;dt,dX}= dt - a{i,xit dx - bi{i,x:t dx'

Four que le (PC) soil (s)-bien posé&, il faut que 1'on ait

S T e . P Sk U ST Sk VA
1351 p<v+]1 ocu que uo>v+l, bsunv_l,QSde S—b‘:E?%:T), d}u;s on a
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a(0,0)20
2)Si p>v+l et s %%g%T , alors on a b{0.0)=0.
(3)  La(t,x:;9.,9 0= 8, - a(t,x)xM8% - bit,x)x”0
3 L t ’ x RS x° \

Pour que le (PC) soit (s)-bien posé, il faut que 1'on ait :
l)Si u est pairé, alors on a Re a(0,0)=20, et si 4 est impaire,

alors on a Re a(0,0)=0;

2)Si p>2y, 7L Ei%%ls et s ﬁf%; , alors on a Im b(0,0)=0. 5

2

. = _ a2 v
(4)  La(t,x;8,,8 )= 9 alt,x)t78; - b(t,x0t7a_.

t

Pour que le (PC) soit (s)-bien posé, il faut que 1'on ait

. IJ."V , —_—a e {.._l"\)
1)Si u<2v+1 ou que u>2v+l et Ssﬁ7§§TT"san s=s u-2v—1)f alors
on a Re a(0,0)20 ‘
2)Si p>2v+l et s2=E=2— alors on a Im b(0,0)=0. 3y
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