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Bingham流体の1方向流による動塑性モデルと残留応力
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1 はじめに

Bingham流体【1,2,3]とは､塑性体のモデルのひと
つで､簡単に言えば "静止摩擦をもつNewton流体"の

ことである｡通常の流体では､勢断応力のもとで静止

状態はありえないのに対し1､塑性体は､勢断応力の大

きさがある限界値 (降伏応力)へ を超えるまでは固体

的に応答し､努断応力が T*を超えると降伏して流動

化する｡Bingham流体の単純努断流の場合､流動状態

における応力 Tと速度勾配 ヤ(-axw>0)の関係は

T- T.+771 (1)

のようになる｡非流動状態をも含む構成方程式は､単

純努断流の場合,

項 _T*Sgn(T, (':TT.E,'TT:,' (2)

で与えられる(図1)｡もしも㌔-0とすればNewton

流体になる｡

静止摩擦をもつ系には､運動がない状態でも勢断応

力が消えずに残るという特徴がある｡たとえば､斜面

の上に置かれたおもりや､壁の上に塗ったペンキ2は､

ある限度までなら､静止したまま自分の重さを支える

ことができる｡もしもペンキがNewton流体だったら､

図1:Bingman流体での応力T とひずみ速度ヤの関係
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1これはほとんど流体の定義である:文献 【4,p.37】を見よ｡
2もちろん､ペンキは単純な Bingham流体などではなく､実際
の挙動はかなり複雑である.ペンキの流動については､｢流れる固

体｣[5】という一般向けの解説書に､写真つきで解説が載っている.
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流体層は静止状態を維持することができず､液膜流と

なって流れ落ちてしまうはずだ｡これらは､重力によ

る勢断応力の例であるo

弾性をもつ系では､さらに､内部ひずみによる勢断

応力が存在する｡たとえばチーズやういろうを切断し､

ゆがめて再び貼り合わせる(!)ことを考えよう3｡この

ようなひずみは､系の内部に努断応力を生じさせる｡

弾性体ならば切断する必要があるが､弾塑性体なら､

流動によって似たような状態を作ることができる【7】｡
また､通常の粘弾性体では勢断応力を弱めるような流

動が生じて､その結果､時間がたつと内部ひずみはす

べて消失するが､粘性部分に静止摩擦的なものがある

と､勢断応力がいつまでたっても緩和せず､いわば､

変形が "静止摩擦で引っかかる"ことで､内部ひずみ

による応力が残留する｡弾塑性体が残留応力を生じる

ことは工学的にも重要だし【8ト粉粒体の静止応力状態
を考えるうえでも参考になるに違いない 4｡

以下では､勢断変形による残留応力を生じるような

なるべく単純な系の例として ｢割箸モデル｣を提示し､

その連続体版として､Bingham弾塑性体の1方向流の

支配方程式を定式化する｡この系の時間発展は､弾性

波モードと応力渦度モードに分解できる｡応力渦度は､

内部ひずみによる残留応力の指標である｡塑性流動が

生じない場合､系は完全に弾性的であり､弾性波モー

ドが2次元波動方程式に従うこと､および応力渦度が

各点ごとの保存量になることが分かる｡他方､塑性流

動が存在する場合には､応力渦度はもはや保存量では

ない｡例として､数値的に求めた非定常な応力場を弾

性波モードと残留応力モード(応力渦度)に分解し､塑

性流動により応力渦度が生成される様子を示す｡最後

に､｢割箸モデル｣を離れて､より一般的な3次元の変

形に対して残留応力を定式化する問題について考える｡

3ここで考えている変形は､Volterraの転位構成 【6,p.535】に
よって螺旋転位を作るような変形である｡ただし､結晶ではなく連

続体を考えているので､Burgersベクトルは連続的な借をとる｡
4たとえば離散要素モデル (DEM)を考えよう｡静止摩擦で運動
が止められた結果､接線方向のバネが伸びたままの状態で固まって
しまうというのは､いかにもありそうな話だ｡
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2 モデルの構築

2.1 ミニマルモデル

弾塑性体における残留応力を定式化し､その生成過

程を考察したいのだが､そのためには弾塑性モデルを

特定しなければならない｡

モデルには､写実主義的なモデルと図式主義的なモ

デルがあり､それぞれ目的が違う｡だから､研究者は､

どちらのモデルを扱うのか明確にする必要がある｡今

ここで私たちがやりたいことは､物質の個別性や一般

的な3次元変形を考えて現実的な系の挙動を再現する

ことではなく､弾塑性体における残留応力を概念的に

明らかにすることである｡つまり､ここでの立場は明

らかに図式主義だ｡このことは､もちろん ｢オモチャ

だから現実を再現できなくてもいい｣という消極的な

意味ではなく､｢現実にあり得る構造を､(写実性を犠

牲にしてでも)より明確に示す｣という積極的な意味

をもつ｡構成を可能な限り単純化して図式主義に徹し

たモデルがミニマルモデルであり､非自明な結果を､

最低限の設定で明確に示すことが要求される｡出てく

る結果よりも与える設定のほうが多かったりしたら､

図式主義的なモデルとしては失敗である5｡

以下､私たちは､なるべく簡単な設定を用いて､｢微

視的な構造や変形履歴を参照しなくても残留応力を定

式化できること｣を示す｡要点は､応力場がテンソル

でなくベクトルであらわせるような系を考えれば､応

力場を応力波の成分と内部ひずみによる成分に分解す

る方法を陽に示せる､ということにある｡

2.2 割箸モデルとその連続体版

私たちは､図2にあるような ｢割箸モデル｣から出

発する｡このモデルでは､運動量を担う｢割箸｣が人

程度の微小間隔で平行に並んでいて6､それらのあいだ

をゴムひもがつないでいる｡割箸は質量をもち､軸方

向(Z方向)に動くことができるが､それ以外の運動は

できないように拘束されている｡ゴムひもは 張力To

5このような批判を恐れてか､研究会では ｢『ミニマルモデル』と
言ってはいけない｣という風潮が参加者のあいだに広まったが､こ
れでは本末転倒だ｡批判を避けるのではなく､批判に耐えられるよ
うなすぐれたミニマルモデルを提示することこそ重要であろう｡
6ただし､｢微小｣とは言っても､熱運動が効くほど小さくはな
いものとする｡流体力学でいう｢流体要素｣と同じで､流動に関し
ては微小要素であるが､局所熱平衡を想定できる程度には大きい｡

図 2:割箸モデル

で張られており､両側の変位の差si,･に応じて7､Z方

向の復元力 f-TosiJ･/人を発生させる(線形弾性を象
徴)｡復元力Jがある限度を超えると､ゴムひもと割箸
のあいだに､超過した力に比例した速さですべりが生

じる(Bingham塑性を象徴)｡すなわち､割箸のあいだ

には､Bingham的ダッシュポットとバネとを直列(変

位加法的)につないだような相互作用が存在する｡

次に､｢割箸モデル｣に対応する連続体モデルの運

動学を､Lagrange変数 a-(x,y,I)からEuler変数

r-(X,Y,Z)-の写像として定式化しようOこの写像

は､(-((x,y,i)を用いて次のように書ける:

a-(x,y,I)- r-(X,Y,Z)-(I,y,I+ぐ).(3)

速度場は

def
V =
(芸)a-(0,0,W,, W-(臥 -i

で与えられる.ここでW-W(I,y,i)であるから､流
れは非圧縮 (divv-∂zw-0)であり､したがって速

度勾配テンソルは体積保存的(対角和がゼロ)になる｡

さて､Z方向の運動量のバランスを考えると､運動

方程式は

p影 divT瑠 璃 (4)

と書けるOここで "応力ベクトル"Tは (I,y)面内で

のZ方向の運動量の輸送を示し､応力テンソル ? と

は (T,0)d-1fez･7-(TiJy,0)のような関係がある｡
構成方程式を求めよう｡割箸モデルにおいて､ Z軸

を含むような勝手な面Sをとり､面Sをとおしてはた

らく微視的なカブの合計を求めればよい｡隣接する割
箸をむすぶベクトルを入-A(cosβ,sinβ),体積あたり

のゴムひもの数密度をL'として､次の式を得る.I

仁一U(f̂)dgf-才芸f入;I-I(A(0))I
7必ずしも si3･- S3･- 5Iのように "ポテンシャル"siで書ける
とは限らないことに注意しよう｡
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TxLxl0-Fo(I)cos等

図 3:境界条件 (2次元)

つまり､βに関するJ人の統計平均から丁が求められ

る｡いくつかの仮定をおいて計算すると､"応力ベク

トル"丁は次のような方程式に従うことが分かる:

SatT+77-10(T)-gradw (5a)

ただし

･(T)dff(:_T.∴ .'TT.L,'TT.～,' (5b,

ここで 回 - Tx2+Ty2であり､またe-T/lTlは T
に平行な単位ベクトルを示す｡運動方程式(4)と構成

方程式(5)が､この系の支配方程式である｡

3 応力渦度

3.1 純粋に弾性的な場合の解

まず､常に 回 <へ であって 塑性流動が全く生じ

ないような､純粋に弾性的な場合を考えよう｡このと

き､支配方程式(4)(5)から塑性応力の項が消えて

∂tw-∂JX+∂yTy,
atl;yl -lSylw (6)

となる(適当に無次元化してある)0

境界条件として､境界での勢断応力 TxLx=｡を与える:

とおいて方程式 (6)に代入し､yを分離するoこうし

て得られる方程式系

atF-∂TW,∂tG--kW, ∂tW -∂xF+kG

は､全部で3つの時間発展モードをもつが､その1つ

は 各点ごとの保存則8

∂tR-0; Rdf kF+∂xG (8)

で､あとの2つはKlein-Gordon方程式

(∂t2-∂x2+k2)F-kR (9)

になる(今の場合､初期条件によりR-0)o境界条件

(7)で Fo(i)を階段関数に選んだ場合､Fはx>tで
はゼロであり､x<tでは 次の式で与えられる:

○く)

F-Jo(ks)+2∑
ITl=1(震)mJ2-(ks)

～(eJ:(xk仰 )

(xsk-1,L≫k-1)
(t>x≫k-1)

ここで S-～/戸~二宗 である｡なお､Fは x=tで不
連続になることに注意する｡

方程式系(6)では､一般に､rotTが各点ごとの保存

量になる.上記のRは､その特殊な場合である.もう

少し詳しく言えば､応力ベクトル 丁を

丁 - TD+TR; TD-
[aa諾 ], TR- [署 ]

のように2次元Helmholtz分解すると､divT -divTD

は弾性波のモードであり9､2次元の波動方程式に従う｡

ところが､2次元の波動方程式は､一般に

atlQQ_･]･ laa; _asx] lg_･]- o (10)

と書き直せるので､その時間発展モードは2つしか自

由度をもたない｡残る1つの自由度を､rotT-rOtTR

の保存則がひきうけることになる｡

方程式系(6)でTをVに､WをP-P(p)に､aiを

･xEX=｡-TB｡'y,t'dgfF.'t'cosky･ '7) 8品'nv志 F==禁 Trk.t崇 .;孟芸Eiil慧笠芸誓 芸讐

概念図を図3に示す(k-27T/ey としている)o初期条
件はW=0かつ T=0とするo

ここで､境界条件(7)と整合するように

W- W cosky, T-]yvU
･た,〟osillCS
hlC
L

私たちは hdgfr｡tTを応力渦度と呼ぶことにしよう｡

あとで見るように､応力渦度は､内部ひずみによる残

留応力の存在を示している｡

8ふつう､保存則と言えば∂tQ+divJ-0のことだが､ここで
はもっと強く､輸送項なしで ∂tR-0が成り立つことを要求して
いる｡各点ごとの保存則の例には､ほかに､完全流体における渦度

保存則や 1次元波動方程式におけるRiemann不変量がある｡
9非圧縮性を仮定しているので､横波しか存在しない｡
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A@<@
図4:内部ひずみを生じる"三すくみ"状態

3.2 応力渦度による内部ひずみの定式化

塑性のある場合を考え､応九 ひずみ関係式 (5)を

連続体の立場から見直してみる｡割箸の変位の場を

(-((I,y,i)とし､これが､少なくとも局所的には､
弾性の寄与EEとBingham塑性の寄与(Bの和で書け

るとしよう(もちろん､一般にそう書けるとは限らな

い).この場合､流体の速度 Wは

W-6-EE+CB (lla)

となり､弾性部分の構成方程式(Hookeの法則)および

塑性部分の構成方程式は､それぞれ

TE-S-1gradEE (lib)

17gradEB- ◎(TB) (llC)

のように勾配を用いて書ける｡モデルの仮定により､

応力は共通で TE- TB-丁が成立し､このことと式

(ll)から確かに構成方程式(5a)が出てくる｡

さて､特に (B-0ならば､式(llb)で (-(Eと

したものがそのまま系の構成方程式になる(内部ひず

みがゼロならば､ゴムの弾性力丁は 割箸の変位 ぐの

勾配で書けるはずだ)｡このような場合には

Hdgf
i
T･dr-0 (12)

が成立し､したがって応力渦度 hd_lfr｡tTはゼロに

なる｡逆に､応力渦度がゼロでないところには､割箸

モデルに即して言えば 図4のような "三すくみ状態"

が存在し､このとき(Eを1価関数として定義するこ

とができない｡Hookeの法則 (llb)によって "応力循

慕"H をddgfgradぐEの積分に読み替えると

BdgfsH=i丘･dr
となり､βは結晶の転位論におけるBurgersベクトル

[6,9]に相当する｡ただし､Burgersベクトルの定義は

微視的な構造に大きく依存しているが､Hや hは 巨

視的な応力によって直接定義される量であるから､結

晶以外の物質でも意味をもつことを指摘しておく10｡

4 数値計算例

自然状態からスタートして有限の残留応力が生じる

具体例を示す計算をおこなう｡境界条件は､時間に関

して階段関数的な荷重を想定し､式(7)において

Fo(i,-( :B*c

k-Z,

(o<t<T),T-10;
(その他)

ey-ymax-ymin-10

としたものを用いる｡ただし､時間は粘弾性の緩和時

間T,dgfsqで無次元化し､また 音速 1/滞 および
降伏応力㌔が 1になるように長さの単位を選んであ

る110計算領域の境界(I-xmax)では､応力波の反射
を避けるため､非流動状態での弾性波に対する透過条

件を課すo計算スキームには2ステップLaxIWendroff

法を採用した｡

まず､純粋に弾性的な場合の数値解を求め､次のこ

とを確認した:

｡応力渦度は､わずかな数値誤差を別にすれば､時

間が経過してもゼロに保たれる｡

｡応力波の先頭波面近傍では､解析解が不連続にな

ることに対応し､数値解ではかなりの数値振動が

生じる｡しかし､波面以外では､解析解と数値解

の一致は良好である｡

次に､塑性流動が生じ得るような場合の計算をいく

つかおこない､局所的にrotTが生成されることを確

認したOたとえば､T,+｡/T*-0.8の場合の場合､境

界近傍のごく一部で応力集中によって流動化が生じ､

rotT≠0となる領域ができる｡この部分では ｢うい

ろうを切って貼り合わせる｣ような勢断変形が生じて

いるものと考えられる｡

境界での応力がTB*｡/T*-1.5の場合の結果を検討し

よう.時刻l-5における速度場の様子 (図5の右側)

10Burgersベクトルとhの関係は､たとえば超流動における波
動関数のトポロジカルな欠陥としての量子渦と､通常の流体におけ
る渦度との関係に似ている｡後者はより一般的な概念であって､結
晶格子とかBose凝帯とかいった微視的な秩序を前提としない｡
11今の場合､(3=,y)方向の長さの尺度L｡とZ方向の長さの尺度
Lzを独立にとることができる(方向性次元解析)｡

-286-



｢非平衡系の新局面一運動 ･機能 ･構造-｣

を見ると､∬-Oの近くに渦跳躍12ができていて､こ

れに囲まれるような形で､y-5の部分が上向きの速

度を､y-Oの部分が下向きの速度をもって運動して

いる｡図6の左側に示してあるrotTの分布を見ると､

ちょうど速度場の渦跳躍に相当するところで応力渦度

rotTが大きな値をとっていて､その外側に､y-2.5

およびy-7.5を中心とする扇型のひずみ領域が存在

している｡なお､渦跳躍の内側では､速度勾配が存在

するにもかかわらず､応力渦度はほとんどゼロである｡

境界の応力をt=10で除荷したときに発生する応

力波は､さきほどの渦跳躍領域の運動と干渉して複雑

な応力場を生じ､いくつかの場所で新たに降伏流動が

生じて､その結果､複雑なひずみパターンが作られる｡

また､応力波(divTのモード)も､降伏流動の影響を

受けてy方向に複雑な構造をもつようになるo

5 議論

5.1 応力渦度の発生

数値計算結果によれば､塑性変形で応力渦度が発生

しているのは確かなのだが､いったい､どのようにし

て(Eの1価性が破れるのだろうか?

まず､式(lla)において､Wや (は物理的な意味を

もつ1価の場である｡しかし､(Eや (Bはそれ自身が

物理的な意味をもつわけではなく､運動方程式に現れる

のは これらの量の勾配だけである｡次に､(E-(-(B

であるから､EEの1価性が破れるときには 同時に(B

の1価性も破れる｡さて (Bの時間発展は式 (llC)に

よって定められるから､もしも式 (llC)の右辺の rot

がゼロでないところがあれば､そこで(Bは1価でな

くなり､したがって､次の瞬間から(Bの1価性が破

れることになる｡

このような事態が生じる可能性があるのは､ひとつ

は系の境界であり､もうひとつは降伏面(塑性流動領

域と非流動領域の境界)である｡割箸モデルで､隣接

する3本の割箸を結ぶゴムのうち､あるゴムだけがす

べって別のゴムがすべらないような状況があれば応力

渦度が生じるだろう｡連続体モデルでも､系の境界あ

るいは降伏面の近傍での解析解を具体的に求めれば応

力渦度の発生機構が分かるはずなので､現在､巾級数

12渦跳躍 (vortexjump)とは､速度Wの勾配が急に変化する面
のことをいう｡ただし､ここでは(I,y)平面内で見ているので､渦
跳躍は線であらわされる｡また､速度そのものは連続である｡

展開を用いて解を構成する試みをおこなっているが､

残念ながら､具体的な結果にまでは至っていない｡

5.2 割箸を捨てて3次元へ

第3章で見たように､応力渦度は､与えられた丁が

勾配を用いて 丁-grad亡のように書けるための条件

式(12)として出てくる｡同じような考察を3次元でお

こなってみよう｡まず､等積変形およびHookeの法則

を仮定すると､応力テンソル 早 は 歪みテンソル 官

の定数倍になる｡変形が内部ひずみを含まない純粋な

弾性変形ならば,ひずみテンソルは

冒-sy-gradnd-1f言[grad丘･t(gradd)] (13)

のように変位血の勾配で書ける｡逆に､与えられた

官 が 式(13)のような"ポテンシャル"丘をもつ条件
を考えれば､応力渦度に相当する量が得られるだろう｡

上記の問題に対するEshelby【101の考察を紹介しよ

う｡与えられたひずみテンソル官が 式(13)のように

書けるとする｡このとき､変形勾配テンソルを対称部

分etJ･と反対称部分叫 に分解し､反対称部分をG,で

擬ベクトル表示すると

etj-芸(a,ut+∂iu,.)

叫 -妄(a,･ui- ∂iu,)-一句kak.

これから､面倒だが単純な計算によって次の式を得る:

aiDj- -ejkl∂leik･ (14)

式(14)からDが1価に定まるためには､式(14)の

右辺のテンソルのjに関するrotがゼロにならなけれ

ばならない｡Eshelbyに従い､不整合テンソル 官 を

Sり dgfEikmEiln∂kalemn-(rott⑳rot,1)eり (15)

で定義すると､冒=Oが 変位 丘の1価性のための必

要条件である｡

試しに ｢割箸モデル｣に対応する甲 を用いて不整

合テンソルを計算してみると､冒=Oは

ax(axTy-ayTx)-ay(∂xTy- ayTx)-0

と同値であることが分かる｡これは2階微分に関する

条件であり､rotT= 0と必ずしも同値ではない｡こ

のあたりの食い違いについての検討が必要である｡
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図 5:境界での応力が比較的大きい場合の計算結果:応力場と速度場 (TB'｡-1.5,i-5)
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図 6:図5の応力場のHelmholtz分解
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