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1 吹田予想と最良係数の大沢—竹腰び拡張定理

吹田予想とは，［Su]の中で提唱された，び正則関数のなす関数空間上の再生核であるべ

ルグマン核と複素解析的なグリーン関数から定義される対数容量の間に成り立つ不等式

のことを指す．具体的に述べると，以下のような主張となる．

定理 1.1（吹田予想，［Su])．任意のRiemann面Sに対して，

cfJ(z)2::; 1rKs(z) 

が成り立つ．ここで， C(J(Z)は対数容量， Ks(z)はベルグマン核を表す．

吹田予想は，開リーマン面の分類問題の解決に起因する形で現れた関数論的な問題であった．

吹田予想は，長年の間未解決の問題であったが，［O] によって大沢—竹腰び拡張定理が問

題解決の糸口となることが初めて言及された．ここで，大沢—竹腰び拡張定理とは，以下

のような主張である．

定理 1.2 （大沢—竹腰び拡張定理，［OT]). S1をCn上の有界な擬凸領域，ゃを Q上の任意

の多重劣調和関数とする． n':=n n {zn = 0}とし， sup叫叫::;1を仮定する．このと
き，I。， |!12戸 <ooとなる任意のげ上の正則関数fに対して，ある Q上の正則関数Fで，
Flo,=fかつ

1 IFl2e-'P ::; C 1, IJl2e-'P 
を満たすものが存在する．ここで， CはC::; 16201rとなる定数である．

ここで，定数Cは，正則関数fや多重劣調和関数¢の取り方に依らないことに注意する．

大沢—竹腰び拡張定理は，多重劣調和関数の近似 [Dem] や多重種数の変形不変性 [Siu] ，ベ

クトル束の正値性[DWZZ],[HI]などで重要な役割を担っており，関数論に留まらず，複素

幾何学や代数幾何学などの広い分野で応用されている
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いま簡単のために， C上の有界領域Dで議論する．吹田予想は，ベルグマン核が

応 (z)= sup { lf(z)l2: f E O(D), L 1!12 ~ 1} 
という表示を持つことを考慮することで， zEDが与えられたとき， f(z)= 1かつ

J |f|2三 7f
D IJ I ---= c13(z)2 

となるfE O(D) が存在するという主張に言い換えることができる．この部分に大沢—竹
腰び拡張定理が応用されている．そのために，定理 1.2におけるび評価式に現れる定数

係数CがC= 7fとなることを示すことが重要になる．次の例 1.3により， C2: 7fとなるこ

とが知られており，これ以上小さくできないことに注意する．

例 1.3.いま， 9=△：＝ ｛z E (C: lzl < 1}，ゃ三 0 を考える．このとき大沢—竹腰び拡張定

理（定理 1.2)は，原点{O}上の関数fを△上の正則関数Fに拡張し，

J |F|2さClf(O)l2
という形で評価できることを主張する．定数倍することにより， f(O) = 1と仮定すること

ができる．このとき正則関数に対する平均値の不等式を用いることで，びノルムの 2乗

が最小となる F(O)= 1を満たす正則関数FはF= lとなることが示される．従って，

T=  JこC
△ 

となることが分かる．

以下， C= 7r となる大沢—竹腰び拡張定理を最良係数の大沢—竹腰び拡張定理と呼ぶ．

近年， Blocki[Blo], Guan-Zhou [GZ] により最良係数の大沢—竹腰び拡張定理が示され，

吹田予想は証明されたその後， Berndtsson-Lempert[BL]によって吹田予想の別証明が

得られ，その別証明のアイデアを応用することで，最良係数の大沢—竹腰び拡張定理が得

られることが示された今回は， Berndtsson-Lempert 型の最良係数の大沢—竹腰び拡張定

理[BL]を紹介する．

定理 1.4 （最良係数の大沢—竹腰び拡張定理，［BL]). 0をCn上の有界な擬凸領域，¢を Q

上の多重劣調和関数， VをQの余次元Kの部分多様体とする． dv(z)をzとVの距離，っ

まり， dv(z):= infwEV lz―叫とする．また， G(z)をQ上の負値多爪劣調和関数で，〇上で

G(z)さlogdv(z)2+ A(z) 

を満たし， Vの近くで

(1) G(z) 2 logdv(z)2 -B(z) 
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を満たすものとするここで， A(z),B(z)はQ上の連続関数とする．このとき，

Iv IJl2e予＋kB<OOとなる任意のV上の正則関数fに対して，ある Q上の正則関数Fで，
Flv =fかつ J |F|2e―中ごびk/|f|2e―<p+kB 

゜を満たすものが存在する．ここで，びKはび上の単位球の体積である．

実際に定理 1.2の設定では， G(z)= log lz出，A(z)= B(z) = 0を考えることができる．こ

のとき，結論のび評価式は，

1IFl2e―'P ::::: 7r k, IJl2e-<p 
となることが分かる

定理 1.4における関数Gは，指定された部分多様体上で対数的な極を持つことからグ

リーン関数のような振る舞いをしているこの関数をグリーン型関数と呼ぶことにする．

このとき，定理 1.4は， 「与えられた有界な擬凸領域とその部分多様体のペアに対してグ

リーン型関数が存在するならば，最良係数の大沢—竹腰び拡張定理が成り立つ」と考える

ことができる．

2 東川擬計量を用いた最良係数の大沢—竹腰び拡張定理

定理 1.4に現れるび評価式と（1)を眺めると，関数B(z)の値が小さければ小さいほど，

つまりグリーン型関数G(z)の値が大きければ大きいほどび評価式を改良することがで

きるこの点を考慮することにより，より良い形のび評価式が得られる最良係数の大沢—

竹腰び拡張定理を考えることができる．

以下，グリーン型関数の代わりにグリーン関数を多重ポテンシャル論的に一般化した多

重複素グリーン関数 ([Kli],[RS]を参照．）を考えることにする．

2.1 解析的部分集合上に極を持つ多重複素グリーン関数

9CCnを領域 VcDを解析的部分集合とする．つまり，任意のzEVに対して，ある

zの近傍UとUJ:.の正則関数灼，．．．，咋が存在し， VnU=｛妬＝．．．＝仇＝ 0｝が成り

立つ．また， 0oをQ上の局所正則関数の芽のなす層とし'Ivを0Q上のVから定まる連

接イデアル層とする．

定義 2.1([RS]). D c enを領域 VcDを解析的部分集合とする． Fvを以下の性質を持
つQ上の負値多重劣調和関数uたちのなす関数の集合とする：任意のzEDに対して，あ

る局所生成元叫，．．．，咋€五，z と関数 u と局所生成元に依存する定数 C が存在し， z の近

くでu=Slog|い|＋Cが成り立つ．ここで，ゆ＝ （妬，．．．，咋）とする．
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定義 2.2（解析的部分集合上に極を持つ多重複素グリーン関数，［RS]）．領域9CCn上の

解析的部分集合Vに極を持つ多重複素グリーン関数Go,vを次のように定義する：

Go,v(z) := sup{u(z): u E瓦｝．

バ＝ 0のとき， Go,v三―ooと定義する．

Vが一点集合V= {w}であるとき， Go,vはKlimekにより定義された一点に極を持つ多

軍複素グリーン関数[Kli]に一致する．

一般に，多重劣調和関数の族に対して，各点における関数たちの値の上限によって定義

された関数は，上半連続であるとは限らないので，多重劣調和関数かどうか分からない．一

方で，多重複素グリーン関数Go,vは以下の重要な性質を持つ．

定理 2.3([RS]). Vが閉集合であるとき， Go,vE Fvである．

つまり， Vが閉集合であれば，多重複素グリーン関数Go,vは上半連続化せずとも多重劣調

和関数となる．

以下， Vはboundedglobal generators心＝ （妬，．．．，咋）を持つと仮定する．これはQ上

の有界な正則関数叫，．．．，咋が存在し， V=｛叫＝．．．＝叡＝ 0｝が成り立つことを意味

|心|
するこのとき，生成元の有界性により，ある正定数M>Oが存在し，―-く 1が成り立つ．

|心| M 
つまり， log-E瓦であり，瓦＃ 0 となることから，解析的部分集合Vに極を持つ多重

M 

複素グリーン関数Go,v羊ー00が定義されることが分かる．

2.2 東川擬計量と最良係数の大沢—竹腰び拡張定理

以後多重複素グリーン関数 Gn,v を用いた最良係数の大沢—竹腰び拡張定理について

考えるまず，多重複素グリーン関数Gn,vを用いて，次のようなBerndtsson-Lempert型

の最良係数の大沢—竹腰び拡張定理（定理 1.4) の類似 [Kikl] を得ることができる．

定理 2.4([Kikl]). D c enを有界な擬凸領域， VcDを以下の性質を持つ余次元Kの閉

部分多様体とする：ある正定数C>0とQ上の有界な正則関数の組心＝（仇，．．．，仇）が存

在して， V＝｛心＝ 0｝かつゆから定義されるヤコビアン JゅがVのまわりで一様に

< |J叶を満たすとするまた， r.pをQ上の多軍劣調和関数， uをFvに属する Vに極をc-
持つ多重複素グリーン関数の劣解とする．いま，

(2) u(z) ~ log|心|-B(z) 
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が成り立つと仮定する．ここでB(z)は9上の連続関数である．このとき，

Iv IJl2e予＋2kB< OOとなる任意のV上の正則関数fに対して，ある Q上の正則関数Fで，

Flv =fかつ

JQ |F|2e―'P'.S Cak fv 1Jl2e―<p+2kB 
を満たすものが存在する．ここで， 0バまび上の単位球の体積である．

定理 2.4 は，最良係数の大沢—竹腰び拡張定理に現れるザ評価式の精密化を行うために

証明されたことを補足しておく．（［Hosl],[Kikl]を参照）

ここで，定理 2.4に現れるび評価式と (2)を眺めてみると，関数B(z)の値が小さければ

小さいほど，つまり多重複素グリーン関数の劣解u(z)の値が大きければ大きいほどび評

価式を改良することができる．従って，関数uの代わりに多重複素グリーン関数Gn,vを用

いることで，より良いび評価式が得られることが期待される．このとき，多重複素グリー

ン関数から定義される東川擬計量が中心的な役割を担う．東川擬計量を用いて議論を行う

ため，極を表す集合Vは一点集合{w}を考えることにする．

定義 2.5（東川擬計量，［Azul],[Azu2]). D c enを領域 wを9上の点とする． 9n,wを一点
wに極を持つ Q上の多甫複素グリーン関数とする．任意のXEC門こ対して，東川擬計量

An,w(X)を

An,w(X) := limsup(gn,w(w十入X)-log|入|）
入→0

で定義する．

東川擬計量An,wとは，極を通る複素直線w十入Xに沿って，極付近における一点に極を持つ

多重複素グリーン関数g0,Wと対数項の差を考えたものである．定義より，多重複素グリー

ン関数の極付近の振る舞いを調べる際に役立つことが分かる．これは，複素解析的なグリー

ン関数から定まるロバン定数の一般化に相当する量である．また，正確にはexp(An,w(X)) 

が擬計量となることに注意する．

細野 [Hos2] により，東川擬計量 An,,。を用いることで，次のような最良係数の大沢—竹腰

び拡張定理が得られることが示された

定理 2.6 （東川擬計量を用いた最良係数の大沢—竹腰び拡張定理，［Hos2]). D c enを有界
な擬凸領域， wをQ上の点， r.pを9上の多重劣調和関数とする． 9n,wを一点wに極を持つ

Q上の多重複素グリーン関数とし， An,wを東川擬計量とする．このとき，

ある Q上の正則関数fで， J(w)= 1かつ

1 IJl2e―'P'.S vol(In,w)e―<p(w) 
を満たすものが存在する．ここで， In,w:={XE en: An,w(X) < 0}は東川標高と呼ばれ，
vol(In,w)は東川標高In,wのユークリッド体積を表す．

定理 2.6は一点集合からのび拡張定理であることに注意するまた，定理 2.6から吹田予

想の高次元版[BZ]の別証明が得られることも興味深い．
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3 解析的部分集合上に極を持つ多重複素グリーン関数から定

義される東川擬計量

定理 2.6から自然に想起される問題として， 「拡張前の集合を一点集合から閉部分多様

体に一般化できるか？」という問題が考えられる．以下，この問題を考えるにあたり，東川

擬計量に相当する類似の量を定式化することが必要になる．

[Kikl]において，解析的部分集合上に極を持つ多重複素グリーン関数に対して，東川擬

計量に相当する類似の量を以下のように定義した

定義 3.1（解析的部分集合上に極を持つ多重複素グリーン関数に対する東川擬計量，［Kikl]).

n ccnを領域 vcnを解析的部分閉集合とする． Gn,vをVに極を持つQ上の多重複素
グリーン関数とする．任意の 11)E VとXE C吋こ対して，

An,v,w(X) := limsup (Gn,v(w十入X)-log|入|）

と定義する．

以下， Ao,v,wを同様に東川擬計量と呼ぶことにする．東川擬計量Ao,v,wを用いることで，

以下のような定理 2.6の一般化を得た

定理 3.2([Kikl]). 0 c enを有界な擬凸領域， V= { Z1 =... = Zk = 0}'<pをQ上の多甫
劣調和関数とする． Go,vをVに極を持つ Q上の多重複素グリーン関数とする．いま，東

川擬計量が次のように表せると仮定する：

Ao,v,w(X) := FI!! (Go,v(w十入X)-log|入|)＝ lim(Go,v（入X',w") -log|入|）．
入→0 入→0

ここで， w= (0,..., 0, w") EV, 0 f X = (X', 0,..., 0) E en, X'Eびとする．このとき，
fv vol(I11,v,w)IJl2e-'P < ooとなる任意の V上の正則関数fに対して，ある Q上の正則関数

Fで， Flv=fかつ

J。|Fl2e―'P:::;[ vol(Io,v,w)lfl2e―'P 
を満たすものが存在する．ここで， lo,v,w:={XE en: Ao,v,w(X) < 0}であり， vol(IQ,v,W)

はlo,v,wのユークリッド体積を表す．

以下，定理 3.2で仮定した条件について考える．つまり，定理 3.2を用いるための十分条

件を決定したい．具体的に述べると，

(a)東川擬計量Ao,v,w(X)は， Vに対して定まる法束上の関数であるか？

(b)東川擬計量Ao,v,w(X)は，いつ極限でかけるのか？

の二つの問題について考えることになる．
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まず (a)の問題について議論する．（a)の問題は， 「任意のX= (X', X") E (Ck x ccn-k 

に対して， An,v,w(X)= An,v,w(X', 0)となるか？」ということである．

例 3.3.いま， Q=配＝｛z= (z1辺） ECC2: lzl < 1}, V = {z1 = O} n配を考える．この
とき， Vに極を持つ酎上の多重複素グリーン関数GIB12,vは，

Gllll2,v(z) = GIB12,v(z1, z砂＝log
lz1I 

✓了

と明示的に表すことができるこのとき，任意の (0,w) EV, X = (X1, X2)に対して，

Allll2,V,(O,w) (X) = lim sup (GIB12,v （入X1,w+ 心）— log| 入|）
入→0

=li~翌p (log fl三□三了— log| 入|）
= log 
IX1I 

《「二両5

= Allll2,V,(O,w)（ふ，0)

となり，東川擬計量Allll生V,(O,w)は，vから定まる法束上の関数であることが分かる．

問題 (a)に関しては，計算可能な具体例を除いて，以下のような結果が得られているの

みである．

定理 3.4([Kik2]). n c ccnをz'方向に balancedな有界擬凸領域とする．つまり，任
意の z= (z', z") E S1といさ 1を満たす入 ECに対して，（入z',z") E S1が成り立つ．

ここで， z'=(z1,..., zk), z" = (zk+l,...,％）とする． hE PSH(CC門を任意の入 EC 

に対して， h（入z',z")=|入|h(z',z”)を満たす Qの定義関数とする． V = {z'= O} n n, 

w = (0,..., 0, w") E Vとする． hが連続関数であるとき，任意の (X',X") E (Ck X ccn-kに

対して， An,v,w(X',X") = An,v,w(X', 0)が成り立つ．

定理 3.4を証明するための鍵となるのは，以下の細野[Hos2]によって得られた（オリジナ

ルの）東川擬計量の擬凸変動方向への多重劣調和性である．

定理 3.5([Hos2]). 0 C D x (Cnを擬凸領域とする．ここでDC CCは領域である．任意

のtEDに対して， Stt= { z E (Cn : (t, z) E 0}とかく．ここで，任意のtEDに対して，

w E Dtとなる点wE (Cnが存在することを仮定する．このとき，すべてのgが balanced

かつw=Oであれば， An,,w(X)は(t,X)に関して多重劣調和である．ここで， An,,w(X)は

一点{w}に極を持つ多重複素グリーン関数got,Wから定義される（オリジナルの）東川擬計

量を表す．

より一般の場合に東川擬計量An,v,w(X)が， Vに対して定まる法束上の関数であること

を証明するためにも定理 3.5の一般化などの擬凸変動の理論の進展が望まれる．
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問題 (b)に閲しては，オリジナルの東川擬計量に関して，以下の事実 [Zwo]が知られて

いる．

定理 3.6([Zwo]). 0 Cでを超凸領域とする．つまり，ある 9上の連続な多重劣調和関

数pが存在して， Q上でp<Oかつ {p< -c} ~ 0が成り立つ．このとき，任意のwE 0, 

X ECnに対して，

が成り立つ．

Ao,w(X) := !illl (go,w(w十入X)-log|入|）
入→0

定理 3.6を参考にすることで，東川擬計量An,v,wに対して，次のような結果を得た．

定理 3.7([Kik2]). 0 c enを領域， V=｛勺＝・・ • = Zk = O} no, w = (0,..., 0, w") E V 
とする．ここで，次の-=つの条件を仮定する：

(i) 0はぬ＼V上で strongplurisubharmonic barrierを持つ．

(ii) 任意の€ ＞ 0に対して，ある 0。E(0, 7r）が存在し，任意の IO|＜ 0。に対して， e'゚ge Q 
が成り立つ．ここで， g＝ ｛Go,v く一€｝と表す．

このとき，任意のXECnに対して，

An,v,w(X) = !illl(Gn,v(w十入X)-log|入|）
入→0

が成り立つ．

定理 3.7の条件(i)は，任意のpE 80に対して，ある 89の近傍W上の多重劣調和関数1)

が存在し， z→pのとき v(z)→0,かつ任意のpの近傍Uに対して， SUPnw< 0となるこ
とを意味する．この条件は領域の超凸性に相当する条件である．一方で，定理 3.7の条件

(ii)は，解析的に必要な条件である．この条件 (ii)に関しては，今後取り除く，またはこの

条件をより関数論的に調べる必要がある．

以上の定理 3.4,3.7の帰結として，次の系が成り立つことが自然に分かる．

系 3.8([Kik2]）．定理 3.4または 3.7の仮定の下で， fvvol(In,v,w)lfl2e-'P < ooとなる任意

のV上の正則関数fに対してある 9上の正則関数Fで， Flv=fかつ

JQ |F|2e―'P::; [ vol(In,v,w)lfl2e―'P 

を満たすものが存在する．
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