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Gregory coefficients and Hurwitz-Lerch multiple 

zeta functions at non-positive integer points 

九州大学小野塚友一

Tomokazu Onozuka, Kyushu University 

1 イントロダクション

aぃ．．．，ar,Z1,..., Zr E (Cを況（叫，況（釘＋叫，．．．，況（釘＋・・・十 ar)> 0かつ

lz1I, ・ ・ ・, lzrl :'.S 1を満たすパラメータとし，さらにZ1,...,Zr-:/ 0とする．このとき
複素変数S1,...,Sr E (Cに対し， Hurwitz-Lerch多重ゼータ関数を次の級数で定義

する．

く(S1,...,Sr; a1,..., ar; Z1,..., Zr) 

•一こ 亨・・ • Z四
（四＋釘）Bl..・（四＋・・・＋叫＋釘＋・..+ar)む

O<::m1,---,mr 

ただし況(sリ，．．．，況(sr)> 1とし，またー1r< arg（四＋・・・＋四＋釘＋・・・+aJ)さT
(1 S jさr)とする．この関数は多重ゼータ値と Hurwitz-Lerchゼータ関数の多

変数関数への一般化となっている実際， k1'...'krE Z~1, kr > 1とすると，
く(k1,...,kr; 1,..., 1; 1,..., 1)は多重ゼータ値であり， 1変数の場合の((s;a;z)は

Hurwitz-Lerchゼータ関数である．

Hurwitz-Lerchゼータ関数の非正整数における特殊値はApostol[2]により与え

られた

Bn+l(a; z) 
〈(-n;a;z)= -~ (n E Z~0) 

n+l 

ここでBn+1(a;z)はApostol-Bernoulli多項式とよばれるもので，次の母関数によ

り定義される．
xeax r--"', - ..  xn 

zex -1 ＝どBn(a;z):r-
n20 n! 

Apostol-Bernoulli多項式はz=lのときにはBernoulli多項式（つまり Bn(a;1) = 

凡(a))になる最初の4つの例を見てみると， z-::/1のときは

B。(a;z)= 0, 1 _,,  2 2z 
B1(a; z) = ~'B2(a; z) = ~a -

Z -1 z -1 (z -1)2 
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凡（a;z) 
3 2 6z., 3z(z+l) 
= a2 - a + 
z-1- (z-1)2-'(z-1)3 

となり， z=lのときは

1 1 
B。(a;1) = 1, B1(a; 1) =-— +a, B2(a;l)=~-a+a2 

2 6 
a 3a2 

B3(a; 1) = ~ -~ + a3 
2 2 

となる．

2 主結果

Apostolの1変数での結果に対し，私は村原英樹氏との共同研究により， Hurwitz-

Lerch多璽ゼータ関数の非正整数点における漸近挙動を与えた．その結果の紹介

のために，まずは必要となる記号と関数を導入する．

1 < i < rを満たす整数iとrに対し n(i,r) := nげ +nr, l(i, r)：＝し＋..・+lr, 
1:(i,r) := Ei +・・・+Erと定める． j= 1,..., r -1とdl,・・・,dr-lE {0,1}に対して

亨＝亨(l1,．．．，L)
,. { (n1,..., nr) E Z~。 |n(j + 1, r)さl(j+ 1, r) + (r -j), n(l, r) = l(l, r) + r} 

if dj = 0, 

{(n、1,...,nr) E Z~。 |l(j,r) + (r-j) < n(j + 1,r),n(l,r) = l(l,r) +r} 

if dj = 1 

とし，また
r-1 

s(dい…，dr-1)= 3(d1,...,dr-1) (li'...'lr) := n s；も）
J=l 

と定義する．さらに非負整数n1,...,nrとdl,・・・,dr-lE {0,1}に対して

h(d1,…,dr-1l(n1,..., nr) = h(d1,…,dr-1) (n1,...'nr; li,...'lr; E1,...，后）

r-1 

:=(-l)1rl』II爪(n1,...，叩；li,...,l五釘，．．．，ら）
j=l 

と定義するただし

．
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if dj = 0, 

if山＝ 1 

とする以上の準備のもと， Hurwitz-Lerch多重ゼータ関数の非正整数点における

漸近挙動は次のように与えられる．
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Theorem 2.1 (Murahara-0. [4]). r 2'. 2とし，複素パラメータa1,...,ar, Z1,..., Zr 

は況(a1)，況（釘＋a砂，．．．，況(a叶・・・十ar)> 0とzぃ．．．，Zr(/.(1, oo)を満たすものと
する．複素数E1,...,Erしま絶対値Iq|，・．．,lcrlが十分小さく，かつ匂ヂ 0,c(j, r) # 0 
で，極限 (E1,...'Er)→(0,...,0)はlckパ(j,r)l≪lを満たすように取るものとす
る (j= 1,..., r, k = j,..., r)．このとき非負整数l1,...，しに対して次式が成り
， 
上つ．

く(-li+ E1,..., -Zr+ Er; a1,..., aバ句，．．．，各）

= (-1 /(1,r)+r 

ここd1,---,dr-1E{O,l} (n1,…，nr)ES(dい••,dr-1)

r 

＋Lo(凡|）．
j=l 

3 例

瓜(a1;~ ・· • Bnr(aバ各）h（d1,,dr-1)
n1! ・ ・ ・ n』

(n1'...'nr) 

上の結果は複雑なため， r=2で(l1占） ＝ （0,0)の場合の例を見てみようつま

りHurwitz-Lerchダブルゼータ関数の原点における挙動だが，それは上の結果を

用いると次のように書ける．

1 
伽，叫l,a広Z1,⇔)＝B1（い）B1(a2直） ＋ぅ凡(a1;z1)B。(a必砂）

1 
+ ~Bo(a凸）凡(a凸） €2 +こ 0(|€』）
2 釘十 €2 j=l 

Apostol-Bernoulli多項式を具体的な形に書き直すと， （Z1, Z2 c:f lとする）

2 

伽，€直l,a記 1辺） ＝ （Z1 -1)―1(z2 -1)-l心0(|€』），
j=l 

伽，E2;a1, a2; 1,硲） ＝（釘ー｝） Z2 1 -1 + （Z2 1 -1a2―(z2 Z2 1)2) €1 €: €2 

2 

＋こ 0(|€』），
J=l 

（ 
2 

伽，€直1,a記 1,1) =釘［ 1 釘＋a2-~)— (z1 ] 1)2 ＋匹（Iり），
j=l 

伽，c2;a1, a2; 1, 1)=（釘ー t)（知一 t)+t（叶ー釘十 t)

+~（吋―知十 t) q : €2 十苫 0( 凡|）
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となる．勺＝ 1のとき右辺にE2/(E1+ E2)が含まれているが，これは極限(E1,E2)→ 
(0, 0)の取り方により極限値が変わってくる．同様のことが(lいら） ＝ （0,0)以外の

場合でも起こっており，そのため1変数のときに使っていた“特殊値”という表現

は使わず，代わりに‘‘漸近挙動”という表現を使っている．

次に (l1占） ＝ （ー1,0)と(0,-1)での漸近挙動を見てみる． Apostol-Bernoulli多

項式の積を

B(n□2)(a; z) := Bn1 (a丘z1)B叫a2;硲）

と省略して書くこととすると

く(-1 + E1, E2; a1, a2; Z1,死）
2 

1 1 1 
= ~B(2,1i(a; z) + ~B(3,o)(a; z) -¾B(o,3)(a; z)~ 十区 0(|€』），
2 3 6 q + €2 

j=l 

伽，ー1+ E2; a1, a必勺，硲）
1 1 1 1 €2 
= iB(2,1)(a;z) + iB(l,2)(a;z) + -;B(3,oi(a;z) + -;B(o,3i(a;z) 
2 2 6 6 q + €2 

2 

＋区 0(|€』）
j=l 

となる． Euler—Zagier 型ダブルゼータ関数く(s1,S2) は (-1,0) と (0,-1)は特異点

ではなかったしかし上の例では叫(E1+ E2)があるため， Hurwitz-Lerchダブル
ゼータ関数では特異点であることがわかる．

さらに r= 3と4の場合でも，原点での漸近挙動の例を見てみる． ただし

B仇1,n□3)(a;z)やB仇1,n2,n研 4)(a;z)は先ほどと同様に Apostol-Bernoulli多項式

の積で定めることとする．

伽，E2,勺；a1,a2, a訴Z1,Z2,硲）

1 1 1 
= -B(1,1,1)(a; z) -~B(2,o,1)(a; z) -~B(2,1,o)(a; z) -~凡1,2,0)(a; z) 

1 
--; B(3,o,o) (a; z) 
6 
1 E3 
-iB(l,o,2)(a; z) 
2 E2 + €3 

-(1且o,2,1)(a;z) + i且o,3,o)(a; z)) ~勺
-(1凡o,1,2)(a;z) ＋］且o,o,3)(a;z))~ 十ゞジ(|引），

j=l 

く(E1,E2,⑬，E4; a1, a2, a3, a必z1,z2,z3,召）
1 1 1 

= B(1,1,1,1)(a; z) + iB(2,1,1,o)(a; z) + iB(2,1,o,1)(a; z) + iB(2,o,1,1)(a; z) 
2 2 2 

1 1 1 1 
+ iB(1,2,1,o)(a; z) + iB(1,2,o,1)(a; z) + ~B(2,2,o,o)(a; z) + iB(1,1,2,o)(a; z) 
2 2 4 2 
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のこ

4 係数について

上の例から観察できるように，一般に漸近挙動は次のように書ける．

く(-li+ E1,..., -lr + Er; a1,..., ar;; Z1,..., Zr) 

=L（匹Cn瓜 (a1国）・・・位（a凸）） P（釘，．．．心） ＋ （誤差）
Q(E1,..., Er) 

Theorem 2.1により P(E1,...,Er)/Q(E1,..., Er)の係数が計算できるが， rが大きい

場合には和の数が増えて簡単には計算できない．そのため，係数をもっと簡単に

計算する方法はないか考察する．

簡単のため，以下では (aい•.． ,ar;zl,···,zr) = (1,...,1;1,...,1)とし，また原
点のみを考えることとする

伽，．．．，g)＝ L c(di,...,dr-il IT勺＋1＋ • •．十 €r＋区O(IEjl)
d1,...,dr-1E{O,l} 1：：：：廷r-1

Ej +・・・+Er j=l 
dj=l 
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により係数C(d1,…，dr-1)を定める．佐々木[5]により

c(d1,…,di-1,0,l,di+2,…,dr-1) = c(d1,…,d叫 c(l,di+2,…,dr-1)

が証明されているため C(l,...,1,0,...,0)の場合を調べれば十分である．いま ci,r:= 

c(l,…，1,0,...,0)を右肩に 1がi-1個 (l:Si'.Sr)並ぶものと定める．このとき係数

を観察することにより，次のことが推測できる．

(-lY rv E2 + ・ ·・十 €r
く(E1,••·,Er) = ~-Gr~+··· 

r + 1 , E1 + ·・・十 €r

ただし仇はGregory係数で，次の式で定義される．

00 

1十LGご＝ X 

log(x + 1) n=l 
1 1 19 3 863 

= 1+ x x + x --- - -―x +—x - X + •.. 
2 12. 24 720. 160 60480 

定数項がC1,r= (-1)r /(r + 1) になることは，秋山—谷川 [1] の結果からすぐに得ら

れるまた（€2 +・・・十Er)/(E1+・・・+Er)の係数を計算することにより，実際に上

記のようになることが証明できる．

Proposition 4.1 (Murahara-0.). C2,r = -Grが成り立つ．

ここまでの内容を RIMS研究集会 「解析的整数論とその周辺 2023」において

発表したところ，講演後に松坂俊輝氏より助言をいただき一般の係数を決定する

ことができた

Theorem 4.2 (Matsusaka-Murahara-0. [3]）．一般Gregory係数Gm,nを次の母

関数により定める．

こ似，n臼 Yn:= y log2(1 + x) -x log刊1+ y) 
m,n:::,o 

log(l + x) -log(l + y) 

このとき Gm,nは対称性Gm,n= Gn,mをもち， Gm,l= (-1r-1 /mとGm,2= -Gm 
が成り立つ．さらに 1さi:Srに対して Ci,r= Gi,r-i+2が成り立つ．
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