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複雑ネットワークの物理

静岡大学工学部システム工学科守田智

1 はじめに

もののつながり方を研究する数学の一分野であるグラフ理論は， 18世紀の Eulerの研究から始

まった.グラフとは，ノード(節点・頂点)とそのノードの対で定義されるリンク(エッジ・辺)

からなる集合のことをいう.本稿ではネットワークといった場合もグラフといった場合も同じもの

を指すことにして特に区別はしないでおく.またリンクの方向を考慮したグラフを有向グラフとい

うが，本稿では主に向きを考慮、しない無向グラフのみについて解説する.従来のグラフ理論は，グ

ラフが持ちうる一般的な性質を定理として厳密に証明するというまさに数学であった.たとえば，

有名な定理に近年証明された四色問題がある.グラフ理論の考え方は，データ構造や最適化アルゴ

リズムといった工学的な応用にも用いられてきた.

社会科学の分野でも，人間関係をグラフとして表現し人間集団を分析する社会ネットワーク分析

が1970年ごろから盛んになってきた [1，2]. ここでは人のネットワークがどのような結合様式を持

ちやすいかということも問題となる.しかし，初期の研究では観測の困難さもあり研究対象となる

グラフのノード数は限られており，近年使われているようなネットワークモデルが用いられること

はなかった.ただ，単純なモデルとして SolomonoffとRapoport[3]が用い， ErdosとRenyi[4]が

解析を行ったランダムグラフがある [5].このモデルでは，ノード聞に等確率でリンクが導入され

る.ここでリンクがランダムに与えられること以って単にデタラメでどんなグラフでも生じさせる

ことができるモデルだと思、つてはならない すなわちランダムグラフにはそれなりの傾向を持って

いる [6]. ノードの数が大きい極限で確率が1(すくなくとも 1の近くで)で成り立つ性質をいく

つか挙げることができる.近年盛んに研究されているネットワークモデルの多くは，広い意味でラ

ンダムグラフを拡張したものだといえ，このようなリンクが確率的に決まっているモデルでは従来

的なグラフ理論の考え方よりむしろ統計物理的考え方が有効になるのである

ここ 10年弱の聞に生物の代謝系，生態系における生物種間の関係から経済社会の物流システム

や工学的通信システムに至るまで様々なネットワークの調査が行われた(表1参照).このような

研究が行われるようになったのは，近年の計算機の発展により膨大なデータを容易に扱うことが

できるようになったからに他ならない.調査の結果，ほとんどのシステムのネットワークは正方格

子のように規則的でもないし，ランダムグラフほど無秩序でもないことがわかってきた.この範

鴎のネットワークは，複雑ネットワーク (complexnetwork)と呼ばれている.複雑ネットワーク

の多くの場合にいくつかの特徴を共有している.WattsとStrogatzが指摘したスモールワールド

(small-world)性とよばれる性質 [8，9]とBarabasiとAlbertが指摘した次数分布 (degree)が等分

布になるというスケールフリー (scale司free)性がよく知られている [10，12， 13].数学，物理学，生

物学から社会科学にいたる様々な分野でこのようなネットワークの特徴とそのシステムが持つ機

能との関係についての研究が現在も進行している 複雑ネットワークの研究全般については，レ

1決定論的にリンクやノードを導入するネットワークモデルもある. (例えば文献 [7])
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表 1:複雑ネットワークの例

社会系|映画俳優共演 [8，37].学術論文共著 [32，75].電子メール [35].性交渉 [36]

工学系|インターネット [30，49].航空路線 [37].電力網 [8，37]

情報系|学術論文引用 [31].WWW[lO， 11] 

生物系|代謝系 [33，52， 60].蛋白質 [34，66， 76].食物連鎖 [40，41， 42].神経団路 [8，37，39]

ヴュー論文 [13，14， 15， 16]や論文集 [5，17， 18]も出版されている.また入門書[19，20， 21， 22]や

日本語で読める研究紹介 [23，24， 25， 26]もあるので興味があれば参照されたい.本稿では，複雑

ネットワークが持つこれらの特徴を概観し (2章).提案されているモデルのいくつかを紹介する

(3章).4章では筆者の最近の研究について報告する.

2 複雑ネットワークの特性

2.1 スモールワールド性

1998年.WattsとStrogatzは映画俳優の共演関係，電力送電ネットワーク，線虫 (C.Elegans) 

の神経団路を調べ，共通の特徴を 2つ見出すとともに，それらの特徴を再現するモデ、ルを提案した

[8].一つ目の特徴はノード聞の距離がノードの総数Nに比較して短いということである.グラフ

上の2つのノード問の距離は最短のパスの長さで定義される.たとえば.2つのノード同士がリン

クで、つながっていれば距離は 1であるし，途中に 1個のノードだけを経てつながっていれば距離は

2である.グラフの平均ノード間距離 (averageshortes path length) Lはすべてのペアにわたる平

均で定義される2 ノードの総数を Nを増やした場合.d次元格子の場合であればLαN1/dとな

り零的に増えるが，提案されたモデルではLαlogN程度でしか増えない.もうひとつの特徴はク

ラスタリング係数(cl ustering coefficent) Cが比較的大きい値を持つことである.クラスタリング

係数とは，あるノードに着目してそのノードとつながるノードを 2つ選択したときにその 2つの

ノード問にもリンクが存在する割合である3 たとえば，あなたの友達を 2人ランダムに選んだ時，

その 2人も友達同士である割合は世界の中で任意に選んだ2人が友達である割合より高いだろう4

もしリンクがランダムグラフのようにでたらめに生じているならクラスタリング係数はノードの数

が大きい場合0へと漸近する.現実のネットワークのほとんどでクラスタリング係数Cは大きい

が平均ノード間距離Lは小さい.Wattsはこのような性質をスモールワールド性と呼んでいる.

スモールワールドという言葉は、社会心理学者の Milgramによって 60年代に行われた友人ネッ

トワークに関する実験が r6次の隔たり J(six degrees of separation)というキーワードとともによ

く知られている [27]. この実験で Milgramはアメリカ国内の数百人の人に手紙を書き，目標とす

る一人の人物に手紙を届けてほしいと依頼した.ただしこの手紙には，もしこの目標となる人物を

知らなければ手紙を直接届けるのではなく，自分の親しい友人の中で目標に近いと思われる人に同

様の手紙を送って友人ネットワークを経由して目標の人物に手紙を届けるように書かれていたので

2ネットワークの構成する要素に孤立点などがある場合， 2つのノードがネットワークを通じて繋がっておらず 2点間
距離が定義できない(無限大になる)ことがある.このとき全体の平均ノード間距離は無限大ということになってしまうと
いう問題があるが，一番大きい連結成分の範囲内で平均を取ることにする.また距離の逆数の平均値を考えるという方法

もある [16]
3ネットワークを特徴付ける畳として全ノードにわたるクラスタリング係数の平均値が用いられる.平均クラスタリン

グ係数には，平均をとるときの操作の仕方によっていくつかの異なる定義がある [16].
4同様のことを説明するために友達の友達が友達である割合が高いと言ってもよいが，これらの 2つの言い方で意味す
ることが多少異なっていることに注意する必要がある.
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ある.実験の結果，平均でわずか6ステップ程度で目標の人物に手紙が届くことが示されたわけで

ある.Milgramの実験結果をモデルで再現するためには，ネットワークの平均ノード間距離が小さ

いだけでは足りないことが指摘されている [28].なぜなら最短経路が短いからといってその経路を

見出せるかどうか分からないからである.すなわちネットワーク上の探索がうまくいくかどうかは

ネットワークが持つ構造に依存する.たとえば所属関係ネットワークという概念を導入することで

短い探索で目標にたどり着くことが可能になる [29].

2.2 スケールフリー性

1999年.Albert， Jeong， Barabおiはウェプページのハイパーリンクによるネットワークを調べ，

ページが持つリンク数(内向きと外向きの双方)が案分布に従っていることを発見した [10]. ウェ

プページをノードとみなしたとき結合次数の分布が

P(k) rv kーν

という宰則に従っていることを意味している.この性質は結合次数に固有のスケールがないこと

からスケールフリーと呼ばれる.その後の研究でインターネット [30].学術論文における引用関係

[31].共著関係 [32].代謝ネットワーク [33].蛋白質ネットワーク [34].電子メールのやりとり [35].

性交渉関係 [36]などで結合次数が霧的分布を持つことが示された.等分布の裾野には物理的な制

限などにより場合によってはカットオフがあるが，ほとんどの場合その指数が2<ν<3の範囲に

あることがわかっている [12，14， 13， 15， 16， 37]. この場合，平均ノード間距離はノードを増やし

た場合に対数より緩やかな増加(L氏 loglogN)を示すことが解析的に分かっている5[38].神経団
路網や食物連鎖網などでは，次数分布が零的ではなくむしろ指数関数的に減衰している場合もある

[37， 39， 40]. 
スケールフリー性を持つネットワークの特徴は，少数のハプと呼ばれるノードが大きい結合次数

を持ち，ほとんどすべてのノードは比較的小さな結合次数しか持っていないことである.このため

ランダムにノードを選んで取り除く(故障する)場合，主に小さな結合次数を持つノードしか取り

除かれないためネットワークの連結性は多くのノードが取り除かれた後でも維持される.一方，ハ

プを選んで取り除く(ハプへの攻撃)場合には少数のハプが消された段階でネットワークがバラバ

ラになってしまう [43]. このようにスケールフリーネットワークは頑強性と脆弱性を併せ持つ.ま

たハプの存在はネットワーク上を伝播する感染症に対しても重要な意味を持つ [44，45].疫学モデ

ルでは，感染症が広がるかどうかは基本再生産数Roが1を超えるかどうかで決まる.基本再生産

数とは 1人の感染者から平均何人に病気がうつるかという量である.従来の疫学では基本再生産数

がlを超えるには感染率が有限の関値を超える必要があると考えられていたが，スケールフリー

ネットワークでは必ずしもそうではない.ノード問に感染が起きた場合，うつされた側のノードの

結合次数の分布はランダムにリンクを選んできた場合のその端のノードの結合次数の分布

Ptink(k) = kP(k)j(k) 、l
J

噌
E
A

I
z
-
-

に等しい.ここで単に P(k)でなく k倍しているのは，次数が大きいほど選ばれる確率が大きいか

らであり，分母の(k)は規格化のためである.ここで(・)は全ノードに対する平均である.一方，
結合次数がkのノードから病気が感染する平均ノード数は感染率を入とすると入(k-1)である6

5V = 3ならばLcx: log N / log log N，ν>3なら LαlogNとなる [38].
6ここで一度その感染したノードは再度感染することは無いとして入(k-1)としている.これは免疫あるいは死亡を考慮

した SIRモデルに対応山主る 何度でも感染する SIモデルの場合は入たとするとよく，結果は (2)の代わりにん=識

になる [17].
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よって基本再生産数は
ゃ kP(k) ¥ (k2)一(k)

Ro =):入(k-1)一一一=入ケ (k) . . (k) 

となり，Ro = 1となる感染率は
入 (k)-
C一 (k2)-(k) 

(2) 

となる.今スケールフリー性が厳密に成り立っていて 2<ν<3とすると (k2)は発散してしまい
感染率の関値はほとんどOになる.したがって性感染症やコンピューターウィルスのようにスケー

ルフリーネットワーク上で起こるを感染症の拡大をくい止めるには，疫学でスーパースプレッダー

とよばれるハプに対して何らかの対策をとる必要があると考えられる [46].

2.3 巨大な連結成分

ほとんどのネットワークでは，含まれるノードの数に比べて平均結合次数はずっと小さい((k)<< 
N).すなわち，ほとんどのノードは全体のほんのごく一部としかつながっていないので、ある.こ

のようにスパースな結合しかないならネットワークはし=くつかの連結成分に分かれてしまう可能性

があると思うかもしれない.しかし，大概の場合，ほとんどのノードは一つの連結成分に含まれて

いる.なぜそんなことが可能かということは浸透理論によって理解できる [47].クラスター性や次

数相関を無視した場合，上記の感染症の場合と同様に考えると (k2)/(k)> 2で巨大な連結成分が
突如現れる.これは浸透理論におけるパーコレーション転移7である より厳密な計算は文献を参

照されたい [48].巨大な連結成分が生じるために結合次数がそれほど大きくなる必要は無いし， 2 

つの大きな連結成分に分かれて存在するということもあり得ない.

2.4 次数相関

リンクの両端のノードの結合次数に相関が有るか無いかも調べられている [16，49， 50].次数相

関は次数kのノードと繋がっているノードの平均次数(averagernearest neighbor degree) 

ん(k)=乞k'P(k'lk) (3) 
k' 

のグラフを描くことによって調べることができる [49]. ここでP(k'lk)は次数kのノードと繋がっ

ているのノードの次数の分布である.相関が無ければ，P(νIk)はリンクの端のノードの次数の分
布 (1)で与えられ，

k' P(k') 
P(k'lk) = ~ink(k') =一一一

(k) 

なので，式 (4)を式 (3)に代入すると

(k2) 
knn(k) =一一
(k) 

(4) 

(5) 

7この場合はボンドパーコレーションに対応する.一方，前節にあったランダムにノードを取り除く例はサイトパーコ

レーションに対応する.両者の遣いに注意が必要である.
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と計算でき， kによらず一定となる.次数相関は，同類度(assortativity)8

乞ε kk'ν仰'p叩(伏k'l怜判|怜川kめ)~九ink(
¥k ノ

γ= 司 -2-

ε kμ2~凡i加以n
k ¥ k J 

という量でよって計ることもできる [50].同類度Tは相関が無ければOであるし，完全に一致して

いれば 1になる.共演・共著関係といった人間関係の場合は正の相関がある一方，遺伝子ネット

ワーク，たんぱく質ネットワーク，神経団路，食物連鎖網のような生物学で現れる負の相関を持っ

ている.電力供給網やインターネットのような工学的なネットワークでは比較的小さいながらも

負の相関を持つ.正の次数相関はパーコレーション転移点を低くする傾向があるといわれている

[50，51]. 9 

2.5 階層性，モジ、ユール

上記のような特性は複雑ネットワーク一般に対して用いられているが，個々のネットワークの構

造と機能の分析のために階層性やモジュールを見出す手法の開発も行われるようになっている.ス

ケールフリーネットワークのようにノードの非一様が高い場合，ノード間の結合に何らかの階層性

があると考えられる.局所的なクラスタリング係数と次数の関係から階層性を探る研究が行われて

いる [7，52].すなわち階層性のあるネットワークではノードのクラスタリング係数がその次数に対

して減少する傾向を持つ.また結合の偏りからネットワークをいくつかの部分(コミュニティー，

クリーク)に分類する方法も提案されている [53，54， 55， 56].代謝ネットワークなどで頻繁に現れ

る形がありネットワークモチーフ (networkmotif)と呼ばれている10[57，58， 60]. このような特殊

な結合様式は代謝反応のフィードフォワードルーフ。を構成していると考えられている.個別のネッ

トワークの機能については，現在もっとも研究が盛んに行われている領域の一つである [60].

2.6 空間構造

実際のネットワークの一部は地理的空間に構築されている.空間上の距離が大きいノード間での

結合は経済的に無駄であると考えられる.交通や物流のネットワークでは，リンクのあるノード

聞の距離の分布に指数的減衰が仮定されることが多いが[61]，インターネットの場合にリンクのあ

るノード聞の距離の分布は距離に反比例していることが指摘されている [62].その他の場合も距離

が増えるとリンクが生じにくい傾向があるが，その分布は場合によって異なるようである [63，64].

また空間構造の概念は地理的空間にとどまらない.たとえば人間関係のようなネットワークでも多

次元的な性質である社会的アイデンテイテイの違いによる社会的距離の影響を受けると考えられる

[20] 

8この日本語は一般的ではないと思うが，同じ種類のものにリンクがはられる傾向があるかないかを測る量なので同類
度とした.また正の相関があるネットワークを assortative，負の相関のあるネットワークを disassortativeと形容する.
9夏の学校で配布されたテキストは間違っていました.ここに訂正してお詫びいたします.
10ネットワークモチーフについては批判もある [59]
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3 ネットワークモデルの紹介

3.1 ランダムグラフ

もっともシンプルなモデルはErdosとRenyiによるランダムグラフである [4，6].N個のノード

を考え，ランダムに選んだmN対のペアにリンクをはる11 結果，ノードから平均2m本のリン

クが出ていることになり，結合次数の分布は Poisson分布

e-2m(2m)k 
P(k)=k! 

に従う 12 平均ノード間距離は大雑把に計算することができる.ランダムに選んだノードと直接リ

ンクで繋がっているノードの平均数は(k)= 2mである.さらにその隣接ノードから外向きに出て
いるリンクの平均数は (4)を使って計算すると ((k2)一(k))j(k)= 2mとなる.数え上げの重複を
無視して同様の計算を繰り返すと zだけ離れた距離にあるノードの平均数は (2m)Zとなる.ノー

ド問の特徴的な距離を lとしてみると 1+ 2::=1 (2mY rv N であるので
l rv log N j log(2m) 

と概算できる.また式(5)より knn(k)= 2m + 1となり，kによらないので次数相関は無い.すな
わち同類度も 0となる.次数相関が無いことからクラスタリング係数も以下のようにして計算でき

る[15，16]. 2つノードがそれぞれ次数kと次数どを持つ場合にその問にリンクが存在する条件付

確率は稀である 13 さらに着目するノードから次数がke k'の2つノードにリげがある場合

に3角形が構成される条件付確率は(トl)(k'一1)であるのでクラスタリング係数は
(k)N 

55(kr-;Jff-~州 k")
((k2) -(k))2 

(k)3N 

= 2mjN 

と計算される.N→∞で0に漸近している.また，あらかじめ次数分布を与えてそれを制限とし
たランダムグラフも使われ，同様に解析できる14[6，48， 65， 66]. 

c(k) 

3.2 WattsとStrogatzのスモールワールドモデル

前章で見たスモールワールド性を再現するためWattsとStrogatzは格子状のネットワークとラ

ンダムグラフの中間に位置するモデ、ルを考案した [8，9].まず格子状にリンクを張るが，そのリン

クを確率ゆでランダムに選んだノードに付け替える.もし，ゆが小さければ格子の構造が残ってい

るのでクラスター係数は高いままほとんど変わらない.平均ノード間距離を概算するにはオリジナ

ルなモデルに手を加えてリンクをランダムに付け替えるのではなく格子状のリンクはそのままにし

11あらかじめリンクの本数を決めず，すべてのぺアに対して確率pでリンクをはるという方法もある.この場合.リンクの
総数 Zの分布はpX(l_p)πC2-m となり平均n(n-2)p/2となる.Nの大きい極限で相違は無い.(文献 [6]のTheorem
2.2) 
12Nが有限なら 2項分布のほうが正しいがNが十分大きく mが比較的小さい場合は Poisson分布で近似できる.
13kや k'に比例して大きくなるのは自明だし，分母は足し合わせたときにリンクの総本数となるようにするためである.
14与えられた次数分布に従うグラフを作りリンクをランダムに入れ替えるリンク入れ替えモデル(linkrandomized model) 
と各ノードに次数分布に従う数の「手J を作り手同士をランダムにつなげるコンフィグレーシヨンモデル(configuration 
model)の2通りが使われる.ノード数の大きい極限で 2つのモデルは一致する.

q
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てリンクを付け加えるようにすると都合がよい [67].このとき付け加えられるショートカットは特

徴的長さと持ち，格子の次元を dとして各軸に対して k個リンクがはられているとすると

と=一」一".Jth-1/d 

(ゆkd)1/d 't' 

となる.格子サイズL*以外の特徴的な長さはこのとしかないので平均ノード問距離Lは

L/L* = f(ゆl/dL*) (6) 

とかけると予想される..ここでf(x)はスケーリング関数である.実際，式(6)は繰り込み群を用

いて導出できる [68].ゆ→0の極限で元の格子になるのでこの極限では一定となる.ゆ→∞の極

限でランダムグラフになるのでf(x)".J log x/xとなる L*".Jとで2つの領域を隔てるクロスオー

バーがある.格子サイズL*が大きい極限ではクロスオーバーが生じる φは0に近づき小さくなる.

実際，平均ノード間距離を小さくするのに必要なショートカットの数は少ないことが数値計算で確

かめられる.スケールリング関数の形は上記の理論では決まらないが平均場的な近似で概算するこ

ともできる [67].ネットワーク上の伝播や同期はゆが大きいほど生じやすくなることも示される

[69， 70， 71]. 

3.3 成長+優先的結合モデル

ネットワークの成長とリンクの優先的結合(preferentialattachment)を考慮、したモデルによって

スケールフリー性を再現できる.1999年に BarabおiとAlbertはワールドワイドウェプ(WWW)

のモデルとして以下のようなモデルが提案した(以下BAモデルと呼ぶ)15[12].初期条件として

少数のノードからなる完全グラフ(すべてのペアにリンクがあるグラフ)から始めて

1.新たなノードを 1個追加する.

2.追加されたノードは既存のノードの m個のノードとリンクをはるがそのとき結合次数に比

例した以下の確率で選ぶ.

π(ん)=兵一 (7) 

3.上記の過程を繰り返す.

上記のような過程 ("lわゆる"richget richer"なルール)によって寡則が現れることは， Simonに

よってかなり前から知られていた [73].初期条件によるわずかな影響を無視すると tステップ後の

ノードの数は tでリンクの数は mtであり，結合次数の平均値は (k)= 2mtである.次数がkの

ノードが次のステップで次数を増やす確率はk/(2t)である.sステップ目に加わったノードがtス

テップ目に次数kを持つ確率をp(k，s， t)とおくとマスター方程式

k -1 __ f k ¥ 
p(k， s， t + 1) = .v n， ~ p(k -1， s， t) + ( 1 -~: ) p(k，υ(8)  2t n'v ~'~'VI I \~ 2tJ 

が成り立つ.ここで境界条件p(k，t， t) = Ok，m を充たす.ネットワーク全体の次数分布P(k，t)は

• --‘  
P(k，t)=72(ht) 

15同様のモデルは 1965年Priceによって用いられていた [72].Priceのモデルは学術論文の引用ネットワークに対する
もので有向グラフを構成する.この場合の次数分布(引用された数の分布)の事指数は 2+11mとなる [16].
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とかけるので， (8)の両辺の 8=1から 8=tまでの和を計算すると

(t+1)P(k，t+1)-tP(kj)=1[(k-1)P(k-1j)-kP(kj)]+6k，m 
2 

となる.定常状態P(k)を求めるには P(k)= P(k， t + 1) = P(k， t)とすればよいので

P(k) +七kP(k)一(k一例一川 =dk.m 

である.P(m) = 2/(m + 2)となり，k>mでP(k)=結P(k-1)なので，これを解いて

2m(m + 1) 
P(k) = 
k(k + l)(k + 2) 

が導かれる.kが大きい領域では P(k)cx k-3となり寡則に従っている.優先的結合の確率が線形

でなく P に比例する場合，次数分布は案にはならない [74].特に，結合がまったく優先的でない

場合(α=0)は次数分布は指数関数になる.実際のデータから αを推定すると審指数がほぼ1で

あるものが多いが1よりやや小さくなるものもある [13，75， 76]. 

BAモデルでは築指数νは3にしかならないが，モデルを現実的に改良することで異なる築指数

を実現することもできる [15].たとえば， BAモデルの過程2で新しく付け加わったノードからだ

けではなく，既存のノード問にも mc本のリンクを次数に比例した確率(7)で生じさせると次数分

布の寡指数は ν=2+市となる.これとは別に，各ステップにつき mp本の既存のリンクをは

ずして確率(7)で選んだノードに付け替えてやると ν=2+去号となる.これらの場合いずれも

次数相関やクラスタリング係数はノードの数の増加に対して 0に漸近する.

また，優先的結合の際の確率を以下のように一次関数に拡張したモデルもある [77，78].

ん+A
π(ki) = ~.~ 
) :(ki + A) 

A > 0の場合，後から追加されたノードに比較的有利であることを意味する.このモデ、ルの次数

分布の寡指数は ν=3+A/mとなる.次数相関についても解析的に求めることができ丸η(k)~ 

β((2β)(m + A)3-1!βN2s-1k-2+1!β+ (m + A) log(k/(m + A))となる.ここでβ=m/(2m+A) 

であり〈はゼータ関数を表す.したがって，このモデルでは， μ<3 (つまり A<Oであり β>1/2 

となる)ならば次数相関は負となり， μ>3ならば正の次数相関を持つことが分かる.この場合で

もクラスター係数は Oに漸近する.

3.4 成長+局所ルールモデル

前節のモデルはクラスタリング係数が小さいし，新たなノードがπ(ん)= kd乞ikiの値を知る

には既存のノードすべての情報が必要になってしまうという問題点もあるので，いろいろな改良モ

デ、ルが提案されている.改良モデルの一つの形式として局所的なルールの導入によるものがある.

このようなモデルでは，クラスタリング係数を高くするためにネットワークに3角形が生じやすく

している.たとえば，BAモデルの過程2の代わりにすでにあるノードのリンクをまねるようにし

たモデルが提案されている [79，80].新しい友達は今の友達の友達である可能性が高いという傾向

をモデル化したものである.式(4)の導出でみたようにリンクをランダムに選ぶと端のノードは次

数に比例した確率で選ばれるので，このような局所ルールは優先的結合を再現し次数分布が零的に

なる.この範鴎のモデルの一つである最近接結合 (connectingnearest neighbor)モデルで、はクラ
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スタリング係数は階層的になり次数相関は正となるが，リンクを生じさせるときの局所ルールいか

んによっては次数相関を負になることもある16[80].

3.5 地理的空間上での成長+優先的結合モデル

地理的空間上のネットワークをモデル化するため BAモデルを空間上に拡張したモデルもある

~2 ， 83 ， 84 ， 85 ， 86 ， 8~. たとえば，ノードにランダムに位置を割り振り. BAモデルの過程2での

リンクをはる確率を

π(ki) =三三z
とするモデルが考えられる [83，84]. ここで Tは追加されたノードと既存の i番目のノードの距離

である.パラメーター αの値を変えることで距離による影響の強弱を調整できる.αがある関値

αcより小さいとスケールフリー性は保持される [84]. この場合のクラスタリング係数は Oへ漸近

することが数値計算で示されている.ただし，関値αcがいくつになるのかは，はっきりしていな

いようだ.

また距離の影響を指数関数的にしたモデルもある [87].すなわちリンクをはる確率を

L.o-r/rc 

叫ん)=ZL-T/TC

とする.上記のモデルと異なり特徴的な距離 Tcを持つ.このため次数分布の寡則には指数関数的

なカットオフが見られる.距離の影響が優先的結合の影響に比べ大きい場合には優先的結合の無い

空間ネットワークモデル [88]と同じような性質を持ち，次数相関は正でクラスタリング係数も大

きくなる.

3.6 静的ネットワークモデル

上記で見た成長を考慮、したネットワークモデルでは，ネットワークの構造変化(特に優先的結

合)によってノードの属性(結合次数によって表現されている)が決定される.しかし，ノードが

本来持っている内的な特性がネットワークを形成の重要な要因となることも場合もある.たとえば

社会的な地位だとか社交性の強さなどの属性である.このような場合のモデルとして優先的結合に

よらずスケールフリー性を再現する静的な(成長を考慮しない)モデルが提案されている.このよ

うなモデルでは各ノードに内的結合強度(intrinsicfi tness )α を指定しておき，ノードのペアに対し

である確率f(α，a')でリンクをはる.内的結合強度αの分布を ρ(α)=α一γのように等分布とする
とネットワークの次数分布も零的になると予想される.内的結合強度に霧分布を仮定にすることは

恋意的になって見えるかも知れないが，遺伝子の発現量，都市の人口の分布，企業のサイズなどの

多くの量でこのような寡的分布が観測されており Zipfの法則 (Zipf'slaw)と呼ばれていることを

考えると妥当な仮定であるといえる [89，90， 91]. 1/(， -1)はZipf指数と呼ばれ，多くの場合で1

に近い値になるといわれている.結合確率を決める関数f(α，a')として

f(α， a')αααr (9) 
16また，局所的ルールを使わないで BAモデルの過程2の代わりに一部の活性化している少数ノードだけに結合が生じ
るようにした頂点非活性モデルというのもある [81，82]このモデルでもクラスタリング係数は階層的になるが次数相関は
常に負となる.
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のようにペアの内的結合強度の積に比例するものが考えられる [92，93， 94]. また，

f(α，a') = 8(α+ a' -z) 、l
J
nu 

唱
E
A
，，t
、

としたもの(ここでOはHeavisideの関数 zはある関値)もあり，関値モデル (thresholdmodel) 

と呼ばれている [94，96]. 内的結合強度の分布を他の分布にしたものもあるが，その場合でも次数

分布は幕的な振る舞いを見せ，関値モデルの寡指数は 2であることが多い [95，96]. また次数相関

は負になる傾向がある [96，97].

実際，この範鴎のモデルは原理的に解くことができる [93，96， 98]. 内的結合強度 αのノード

と任意のノードを選んだ場合にその聞にリンクがあって後者の内的結合強度がdである確率は

f(α， a')ρ(α')である.したがって内的結合強度がαとなるノードの次数の平均値はノードの総数N
が十分に大きいとき

長(α)=NJ f(a，a'州 da'
である.同様に計算すると内的結合強度αのノードと繋がっているノードの平均次数は，

j f(α， a')長(α')p(α')dαr
knn(α = J r + 1 

I f(α，a')ρ(α')dαF 

=ヱーIf(α， a')長(α')ρ(a')dα'+1 
k(α) } 

となり，内的結合強度αのノードのクラスタリング係数は

f f 川 ) ω ')f(伊川α
J J f川川)川fうν川')p(a'以仰)p(a'バ仰μ(伊似州αa'
ヱこ I I f仇f汽仰仇(い仇α叫い，α')f川)げ川f六(い")川f六(山"つ勺川fワν)p以pバ(a'め)p(μαa"め印"勺明Fう')d“α"
k(α)2J } 

、‘•• 

，，
 
噌

4
4

噌

E
A

/
t

、

(12) 

C(α= 

(13) 

と書き表せる.

3.7 空間上の静的ネットワークモデル

内的結合強度だけでなくノードの位置を考慮、したモデルもいくつか提案されている.Warrenら

のモデルでは，d次元格子上にあらかじめ次数をノードを置き，かつ各ノードに半径 Riを霧則

p(R) = Rd(v-l)+1に従うように割り振る.距離がその円内になるノードとリンクさせる [99]. この
モデルでは次数分布が寝的であるにもかかわらずパーコレーション転移点が有限になる.Rozenfeld 

らは似たようなモデルを用いて次数分布に対する有限サイズ効果によるカットオフについて解析

している [100].彼らのモデルでは次数んを幕則p(k)= k-νで与えて半径凡は R= Akl/dで指

定する (Aはモデルパラメーターである)，ランダムにノードを次々に選んで円内にある別のノー
ドリンクさせる.指定した次数にすでに達している場合はリンクを追加しない.Warrenらのモデ

ルでは円中にあるノードと必ずリンクしていた点が異なる.そのためWarrenらのモデルでは次数

の小さい側で零則からずれるが， Rozenfeldらでは次数の大きい側で零則からずれるという違いが

ある.
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さらに各ノードの内的結合強度αを考え.2つのノードの内的結合強度と距離との関係

f(α，α') -;， 
一一一一一>1/() h(γ) --， 

によってリンクを付加するモデルもある [101，102].前節で扱った空間を考慮しない静的ネットワー

クの自然な拡張になっている.αの分布やf(α，a')，h(r)の関数形によっていろいろなモデルを構築
できるが[101].次章では αの分布が零的でf(α，a')が(10)で与えられh(r)=〆としたモデルを
考察する.このような形式は引力モデル (gavitymodel)とも呼ばれる.

4 空間上の静的ネットワークモデルの解析

4.1 モデル

本章では文献[102]に、沿ってネットワークの構造がノードの属性で決まっている場合を考察する.

ノードの属性として位置町と内的結合強度向の 2つを考える.位置は近ければ近いほどリンクが

生じやすい傾向を示す属性であり，内的結合強度は値が大きければ大きいほどリンクが生じやすい

傾向を示す属性である.位置はノードを d次元空間上にランダムに配置すると仮定する.また内的

結合強度の分布は零則p(α)cxαーマに従うと仮定する.まずN個のノードを考え i番目のノード

に内的結合強度

N
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(14) 

を決定論的に指定する.ただし γ>1 とする 17 指数が ì~2 を充たす場合に Zipf の法則に対応

する.ノードの総数Nが十分大きいと仮定すると属性値向の分布は

ー
一
日
一N
一N
α
一+
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 α
 
o' 

(15) 

と近似でき，

1<α <N戸 T (16) 

でのみ正の値を持つ.ここで8(x)はDiracのデルタ関数である.このように αの分布は両端を除
くと等則ρ(α)cxα→に従う.NすさTにおいて有限サイズ効果によるカットオフが生じている.

また，各ノードはd次元単位立方体内の点であるとする.ノードの分布は一様で.2つのノード

i，j聞の距離l(i，j)は周期境界条件を課した最大ノルムで定義する.2つのノードi，jに結合が生じ

る条件を

(2l(ω))dく O
αtαj 

(17) 

とする.()は結合の総本数を決める関値ノtラメーターである ここでは結合本数がmNとなるよ

うに 0を選ぶことにする.上式でd乗しているのは内的結合強度αが倍になれば結合が生じる範

囲のd次元体積が倍になるようにするためである 上式の左辺の分母を内的結合強度の積にしてい

るのも同様の理由からである.上の式で積を和によって定義することもできるが指数関数で変換す

れば置き換えることができる [101].ただしその場合は αの分布と式(3.7)のh(r)も置き換える必
要がある.

17文献 [92，93，97]などでは γ>2のみを考察しているが.ここではより一般的にヴ >1とする.γ<2でαの平均値
がN→∞で発散してしまうのを嫌つてのことだと思われるが，有限サイズ効果によるカットオフを考慮すれば特に問題
ない.
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4.2 次数分布

ノードの空間上の分布が一様なのでノード問距離の分布は

f (2X)d (l < 1/2) 
p(l < x) = < 
l 1 (l三1/2)

となる. したがって内的結合強度がαとdで与えられているノードのペア聞に結合がある確率は

f(α，a') = min( ()αα'，1) (18) 

である.これは確率は 1以下であるからである.内的結合強度がαであるノードの平均結合次数は

(11)で与えられるので， (15)と(18)を代入して計算すると

r 2(γ-1)N -γN仕TJJ1 、
-¥1 -r- ，-- ()α(α< ()-IN，，-l) 

k(α)~~ 1. }~γ-2)1 、、 F
1 (γ-1)Bα-(()α)7-i f 11、
¥1 -，-- ，---， N α> ()-lN，，-l) 
¥ i一乙

(19) 

のように求められる.さらに

2m = J k(α)ρ(α)dα 
となる.Nが大きい時支配的なる項のみを取り出して書き下すと 0の近似式

(20) 

I 2~ (1二;)2 h> 2) 
θ~~ ー \γ-1!， _1  (21) 
I (2m(2-i)¥口
1 ~ -';;~nN" ) (1 <γ< 2) 

が得られる.このように漸近的な性質はγ=2を境に変化する.すなわち γ>2で(19)はNの大

きい極限で
1:1 ¥ ._ i -2 
k(α)~2m一一α (γ> 2) 

γ-1 

となる一方， 1 <γ<2ではα>()-1 NずTの範囲で

(22) 

長(α)222Lc-1(1<γ<2) 
lnN 

(23) 

と書き表せる.1 <γ< 2の場合は結合次数は内的結合強度に比例せず，そのγ-1乗に比例す

る.このような違いは， (11)の積分の計算においてγ>2では積分範囲 (16)のうち αが小さいほ

う(αrv1)が支配的である一方， γ<2ではαが大きいほう (αrvN1/(γー1))が支配的となることか

ら生じる.

結合次数の分布は

P(k) = J P伏|α)ρ(α)dα (24) 

と書き表せる18 ここでP(klα)は内的結合強度がαであるノードに対して次数がkである(条件
付)確率であり， 2項分布

門m削附k刈坤仲|いα

蹴仇附pば帥州(伏例伴k的)=べ(~誓守制詳宰的1つ) -1ド戸→七¥〉1二〉ρバ仰(い川α)川を叩使恥町つて 》

(25) 
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の分布の纂指数γに対するネットワークの次数分布の築指数νの変化.黒丸は数値計算の結果であり，m=3， 
d = 2， N = 10000の場合である.この結果はdにはよらない.(c)次数相関の例.実線は解析的な計算によっ
て求めた予想 (29)，(30)， (31)による.(d)内的結合強度αの分布の軍指数γに対する同類度(assortativity)
の変化.γ=3を境に正負が入れ替わる.

で与えられる.γ>2の場合， (24)の積分の中身が最大値を取る αが積分範囲 (16)の内側にある

条件

2m工二2+7<k<2mヱ二~N廿ï+γγ-1. ， .• ---i-1 

をみたす kに対して鞍点法近似により

'" (2myr-l 1γ-2)γー1N! r(k-γ+ 1) 
P(k)一一一一一

(γ-1)γ-2 k! r(N-γ+ 2) 

となる.特にk>>1に対して

'")'-11γ-2)←1 
P(k)竺 (2m)2k一γ(γ>2) 

(γ-1)γー

(26) 

(27) 

となる.このように次数分布はスケールフリーの性質を満たし，その寡指数は内的結合強度の寝指

数と一致している.一方γ<2の場合を同様に計算すると

で

5 -2i _ J _ 2mN 
一一一一 <k<一一一一 +22 -i _.- -lnN 

P(k)22ELK-2(1<7<2) 
lnN 
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となることがわかる.この場合は次数分布の等指数はγによらず常に 2となっている.数値計算に

よる次数分布の結果を図1(a)，察指数の変化を図1(b)に示した.次数分布はノードが埋め込まれ
た空間の次元dにはよらない.

4.3 次数相関

内的結合強度αのノードと繋がっているノードの平均次数長nn(α)は，式(12)を用いて計算でき

る.長nn(k)を計算するには (22)あるいは (23)を用いて αを消去するとよい19γ>3の時，十分

大きい Nに対して
2m(， -2)2 

knn(k) ~ I_-..-~'\I 司、 +1γ> 3) (29) 
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(30) 

となるが，ここでいねご)'C2 =年長，C3=会制Lとした.小さい kでは一定だが，
大きいkでは knn(k)cx: k一(3-/)で減衰する. 1 <γ<2の時は

( 2mN(2-γ)(2，ー1)
|(k<1/(2ー γ)，1< ， < 2) 

'YlnN 
knn(k) = < 

L__ l¥T1n k + ln(2 -，) +γ-1/2 
4mN'U'V I . M 竹，__7¥ァ+1 (k> 1/(2-γ)，1<γ< 2) 

(31) 

となる.大きいkに対してん(k)α半で減衰する.数値計算の結果(図1(b))では，上記の理
論で一定となるところでやや増加傾向が見られる.これはノードが空間上に Poisson的に配置して

おり密度に揺らぎがあるためである.同類度(assortativity)のγに対する変化を図 1(d)に示した.

，> 3(γ< 3)で正(負)の次数相関がある.この性質は， 3.3節の最後で紹介した一次関数による成
長+優先的結合モデルと同じであることは興味深い.

4.4 クラスタリング係数

ノードの内的結合強度αの関数としてのクラスタリング係数は (13)の代わりに

j !3(α，αα勺ρ(a')p(α勺dα'dα"
C(α) =-f 
I f(α，α')f(α，α勺p(α')p(α勺dα'dα"

とすると計算できる.ここで!3(α，a'，αつは，内的結合強度がそれぞれα，a'，a"となる 3つのノードが

互いにつながって三角形を構成する確率である.α<α'<α"の場合b=α1jd，b' =αf1jd，b" =αff1jd 

I knn(α)p(klα)dα 
19厳密には長nn(k)=J P を解かねばならない.
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分布の霧指数に対する平均クラスタリング係数.“notembedded"は空間を考慮しない静的ネットワークモ
デルの場合である.γ<2ではクラスタリング係数は大きく次元dによる依存性は小さい.一方， γ>2では
クラスタリング係数は次元dが小さいほど大きくなり，空間に埋め込まれてない場合にはほとんど Oとなっ
ている

とおくと最大値ノルムの性質から

f(α，α')f(α，αH (( 0α'a" > 1) or (i三合+会))

h(α，αα勺=
( L1'''' IL • " • ，"¥ b'b" + b句+bb' 1¥d 02 ( bb'b"(b + b' + b") _ v v -._~ I~ -. vv + ~，>.L1rl ) ¥---，-. -• -， 01/d '02/d) 

((Oa'a" < 1) and (OI/d(b'b" + b"b + bb') > 2)) 

。2(2bb'b"(b+ b' + b") -b'b" -b句 -bb')d /4d ( otherwise) 

と求まる.')'<2では積分範囲の大きいほう (αrvN1/(守一1))か支配的であり，この領域でh(α，a'，αつ~

f(α， a')f(α，αつとみなせるのでC(α)rv 1と予想できる.実際αが1/..foより小さい場合でC(α)rv 1 
となっている.このため次元dにかかわらずγ<2ではクラスタリング係数は大きい値を保ってい

る.一方， γ>2の場合に関してクラスタリング係数を解析的に求めることは難しい.ここでは平

均クラスタリング係数の数値計算による結果を図2に示す.γ>2では空間構造の効果がクラスタ

リング係数に大きな影響を与えているが， ')' < 2ではほとんど影響を与えない.
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4.5 平均ノード間距離

γ>3の場合に平均ノード間距離Lは霧則LocNαに従う.このような霧則は，格子状のネット

ワークで一般的に見られるが，ここでの築指数はl/dよりやや小さいが、この原因は明らかではな

い.γ~3 の場合に対数的な振る舞い L oc lnNをみせ， γ<3では対数よりゆっくりと増加して

いる.このようなγ<3での遅い増加は，内的結合強度が大きいぺア同士は空間上の距離に関係な

く繋がっていることに由来する.このことは， max(B向匂)=BN号一1>> 1から明らかである.こ
のような空間上の距離によらない結合はショートカットと呼ばれ， WattsとStrogatzのモデルで

見たようにショートカットは数が少なくてもネットワークを著しく小さいものにするからである.

4.6 まとめ

空間的に埋め込んだネットワークモデルを用いてノードの属性とネットワーク構造の関係を調べ

た.属性値の分布の寡指数マ >2 なら次数分布の零指数 ν は一致するが， γ<2 の時は ν~2 であ

る.このクロスオーバー的な性質が多くの静的ネットワークモデルで次数分布の幕指数が2になる

こと [96，101]の原因であると思われる.γ<2の場合は，空間構造のあるなしに関わらずクラス

ター係数が高くすることができる.一方， γ>2の場合(次数分布の築指数が2よりずっと大きい

場合)には空間構造の次元がクラスター係数を決めている.さらに次数分布の霧指数が3を超える

場合，ネットワークはスモールワールドとしての特性(平均ノード問距離が小さい)を失う.

多くの実在のネットワークで次数分布の審指数νは2から 3の問である [13，15， 16].等指数が

3に近い場合には，高クラスタリング係数を生むために何らかの空間的な構造が関わっていること

が予想される.一方，霧指数が2に近ければ空間構造は高クラスタリング係数の再現に必ずしも必

要ではない.ν<3では次数相関が負である.人間関係や生物に見られるネットワークでは次数相

関が正であることが知られており，このモデルの結果と一致しない.この問題を解決する方法はい

くつか考えられる.たとえばノードの分布に非一様性を入れることや内的結合強度αの分布に外か

らカットオフを入れることで次数相関を変えることができる [103].

5 むすびに

本稿では複雑ネットワークモデルの概略を紹介した.この分野の進展は著しく，本稿で紹介した

話題以外でも興味深い研究は多くある ネットワーク上のダイナミクスについてはほとんど触れな

かったが，生体内の情報伝達，疫学や物流などの様々な対象で重要なトピックである.またネット

ワーク上の情報探索も計算機科学や情報処理の分野で特に着目されている今後の発展が期待できる

研究分野である.ネットワーク構造の遣いにより同じような要素からなるシステムでも全く異なる

機能が実現するというのが複雑ネットワーク研究の面白さである.本稿によって若手物理学者がこ

の研究分野に興味を持っていただければ幸いである.
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