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マルコフ過程を用いた動的幾何ソフトウェアについて (1)

明治大学先端メディアサイエンス学科阿原一志

Kazushi Ahara, Frontier Media Science, Meiji University 

1 はじめに

動的幾何ソフト (DGS)は、数学教育の分野で広く活用され、特に平面図形や立体図

形を直感的かつ効果的に視覚化するためのツールとして注目されている。代表的なDGS

の一つである GeoGebra[l]は、世界中で広く数学教育に応用されていることは既知の事

実である。しかし、従来のDGSは幾何要素間の関係性が一方向的であって、これが教材

作成の柔軟性の制約となったり、そもそも作図の困難さにつながったりすることもある。

本稿では、この問題に取り組み、マルコフ過程を導入した双方向的な動的幾何学ソフト

ウェアのアーキテクチャをもとに実装されたソフトウェアである PointLine[2][3] [4] [5]に

もとづき、 PointLineに使用されているアルゴリズムの一部を公開し、その安定性につ

いての議論を行う。

2 一般的なDGSにおける問題点

GeoGebraをはじめとする一般的なDGSでは、たとえば三角形とその外接円を描画す

る場合、三角形から描き始めるか、それとも円から描き始めるかによって、ユーザーが

操作できる自由要素の自由度が異なる。（図 1)
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図1:一般DGSによる三角形と外接円の作図

図1の場合、上の列の作図では、最初に三角形ABCを描画し、そののちに三点A,B,

Cを通るような円を描画している。また下の列の作図では最初に円を描画し、円の上に

三点A,B,Cを載せている。前者では、 A,B,Cの3つの点はそれぞれ2次元の自由度で

動かせるが、円の中心を動かせる自由度はない。後者では、円は3次元の自由度（中心
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と半径）をもち、 A,B,Cは円上のみを動けるということでそれぞれ1次元の自由度を持

つ。自由度の総数は同じであるが、使用者からみた図の操作の自由度は異なる。

第2の問題点として、作図手順がわからない図は描画できないという問題がある。

図2は三角形と円が互いに複雑に接しあっている図で、江戸時代の和算の問題の挿絵に

類似の作図があることが知られている。筆者は寡聞にして、この図を GeoGebraで描画

する方法を知らない。
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図2:和算の問題に類題がみられる作図

3 双方向的DGSとマルコフ過程

本章では、 PointLineにおける代表的なモジュールに用いられているマルコフ過程に

ついて述べる。

3.1 「中点」モジュールの設計

中点モジュールでは、 3点A,B,Cについて、「点Cが線分ABの中点である」状況を

設定する。実際には次の条件を満たすようなマルコフ過程を用いることとする。以下では

平面上の点AをA(a)と書いて、 Aの位置ベクトルがaであることを意味するものとする。

平面上の任意の3点A(a),B(b), C(c)に対して遷移関数FMPにより次のステップの3点

A'(a'), B'(b'), C'(c')を決めるものであるとする。このことを (a',b', c') = FMP(a, b, c) 

と書くことにする。このマルコフ過程は、以下の条件を満たすものとする。

（条件l)任意の平面上の3点A。(a。)， B。(b。)， C。(co)に対して、漸化式

（叫＋1,hn+l, Cn+1) = FMP国，bn心）

によって点An（叫）， Bn(b砂，仇(c砂(n=O,l,..．）を定めたとき、極限limn→oo（知，bn,en) 

は収束する。

（条件II)収束した点をAoo(aoo),Boo(boo), Coo(coo)とするとき、 CooはAooBooの中

点である。

以上が数学的な要請であるが、 DGSをコントロールするマルコフ過程であることを

念頭に置くと、
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（条件III)互いに異なる A。(ao),B。(b。)， C。(co)に対して、 Aoo(aoo),Boo(boo), Coo(coo) 

は互いに異なる。

といった要請も暗黙の裡に含まれるものとする。

このようなマルコフ過程は一意ではない。たとえば、遷移関数を線形写像であると仮

定しても、以下のFMPはその条件を満たす。

FMP(a, b, c) =((1 -ti)a + t1(-b + 2c), 

(1 -t2)b＋む(-a+2c), 

(1 -t3)c十朽(a+b)/2) 

ここで0< ti, t2占≪ 1とする。この立式の図形的意味について説明しよう。
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図3: 「中点Jモジュールの概念図

図3において、幾つかの仮定のもとに、式を考察してみる。もし {An},{Cn}が固定

されていると仮定する（｛心｝，｛広｝に関する遷移関数を、 An+l= An, Cn+l =こに変

更する）と、位置ベクトル比は2cnー的に収束するような遷移関数でありたい。この

ことから、例えばBn(bn)であれば、 bnと2cn-糾の（ある一定の比率による）内分点

をbn+1とすることが考えられる。ほかの点についても同様に考えて構成されたものが

上記のFMPである。

このマルコフ過程は、位置ベクトルの線形写像で表現され、その遷移行列M は

M = (>;1 1t-;>2 1;:t3) 

である。この行列の固有値は 1,1, 1 -ti -t2 -t3であり、その固有ベクトルは順に

(2,0,1),(-1,1,0), (-2t1,-2t2占）である。実際、ー1< 1 -t1 -t2一朽<1である
とき、 limn→DOM吋ま収束する。固有値1の固有空間間は

凱＝｛（x,y, z)lx + y -2z = O} 

であり、邸＋bDO―2coo= 0が保証される。（対角化可能であるための必要十分条件は
h十わ＋t3#-0であるが、これは満たされる。）
参考までにPointLineではt1＝わ＝稔＝ 1/10で運用している。中点モジュール単体

であればこれで問題なく動作することは上のとおりだが、モジュールを組み合わせたと

きまで、安定的に図形が収束することについての保証まではない。
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3.2 「点を円上に」モジュールの設計

点をA(a)、円の中心をB(b)，円の半径rとして、 (a,b,r)についてのマルコフ過程を

考える。平面ベクトルa,bと正の実数rについての遷移関数(a',b', r') = Fpc(a, b, r)を
適切に設定し、以下の条件を満たすものを設定したい。

（条件）任意の平面ベクトル知，b。と正の実数r。に対して（叫＋1,bn+1,rn+1) = Fpc(an, bn,在）
により（叫，bn心）（n= 0, l,..．)を定めるとき、極限limn→oo(an,bn,在） ＝ （aoo, boo,仄）
が「点Aoo(%）が中心B00(boo)半径rooの円の上にある」を満たす。

小さな正の定数0< ti, t2も≪ 1を設定する。 2点ABの距離をd(a,b)= llb-allと
して、ベクトルCを

d(a,b)-r 
c(a,b,r) = ~(b-a) 

d(a, b) 

として、

Fpc(a, b, r) = (a+ t1c, b -t2c, r十朽(d(a,b) -r)) 

により定める（図4)。この遷移関数により、上の条件を満たすようなマルコフ過程を得

ることができる。
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図4: 「点を円上に」モジュール

図はd<rの場合、 d>rの場合に分けて、点A,Bの動くべき方向、実数rの変化す

べき方向を図示している。

このモジュールの場合、損失関数をそれぞれ

L(a, b, r) = ld(a, b) -rl 

により定義すれば、（~+1,bn+l, rn+1) = Fpc（叫，bn,rn)のときに、

L(~+1, bn+l, rn+I) = 11 -t1 -t2 -t叶L(an,bn心）

が示されるので、 ll-t1-t2ー叫く 1のときに、 L(an,bn,心）と lie（叫，bn,rn)IIは0ヘ
収束し、図は収束することがわかる。
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4 考察

4.1 作図自由度の拡張について

前のセクションで挙げた二つの例について、 PointLineを用いて描画した例を挙げて

おく。動画 [6]では、三角形とその外接円を描画している。ここでは、三角形と円とを

別々に（独立した位置に）描画したのちに、「点を円上に」モジュールを用いて、三角形

の3つの頂点を円の上に載せている。このことにより、三角形の各頂点も円の中心も、

自由度2で動かせることが動画内で示されている。

動画[7]においては、筆者がGeoGebraを使って作図を断念した図について、 PointLine 

を用いて描画した様子を動画に収めている。ここでは「円と直線を接させる」「円と円

を接させる」という 2種類のモジュールが使われている。このモジュールの内部アルゴ

リズムについては、本稿では記載を省略している。

4.2 点の固定にともなう発散について

動画[8]では、きわめて特別な例について作図を試みている。
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図5:中点を用いた作図

図5で、三角形ABCの内側に3点D,E,Fがあり、 EはBDの中点、 FはCEの中点、

DはAFの中点であるような作図を考える。点の位置ベクトルをそれぞれA(a),B(b), C(c), 

D(d), E(e), F(f)とすると、

d=(4a+2c+b)/7 

e=(4b+2a+c)/7 

f = (4c + 2b + a)/7 

という関係式がある。動画の中では、 3点A,B,Cを固定することなく最初に描画して

見せ、 PointLineでの作図が可能であることを示している。そののちに、 3点A,B,Cを

固定して同じ作図を試みると図が発散してしまうことを示している。

このことに対応する数学的事象について説明する。当該作図においては、上記の「中点

モジュールの遷移関数」 FMPを3つ準備し、それらの合成関数により遷移関数を定める。
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(Point Lineの内部構造では、パラメータはh＝わ＝朽＝ 1/10としている。）この遷移関

数は線形であり、固有値はすべて―1より大きく 1以下の実数になる。このことから図は収

束し、作図が可能である。一方で、 3点A,B,Cを固定して同じ作図を試みると、上記の遷

移関数から 3点A,B,Cに関する部分を自明な漸化式An+l= An, Bn+l = Bn, Cn+l = Cn 
と交換することになり、この場合にも遷移関数は線形であるが、固有値の中に 1より大

きいものが現れ、図が発散することが証明される。
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