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§1一 望･えがき
/

不凍物を1潤 含む格子の振動については,●い空軍ちとり上げる必要もな̀い く

らい詳細に検討されている｡ しか し,ほとんどは畢近接力のみをとって議論を

していて,聾者の知る限 りでは K.I8h己)が等比級数状にばね定数が減少す る

一次元格子を扱って局在掠動の発生条件と Reso云ant Mcd.eの存在を証明し

てし､･るくらいであるC工姐iiのモデルでも,最近接力のみの一次元格子と同 じ

く,不′種物の質塵が母体粒子LD質塵 よりも轟けれは局在振動が発生 した｡

一方, T.Kotera2)は E.MontrOl15) のランダヰ ･ウォークモデルと格子

疲動とを対応させて,-,二次元では不純物の質塵が母体粒子の質豊より軽け

れば局在羨動が発生 し′,三次元ではある限界値以上軽 くないと局在振動が発生

しないことを証明 している｡原点から出発した ランダム ｡ウォーカーが原点に

再帰する確率が前二者では 1であるに対して,三次元では1に連 しないこ'とやミ

証明l/)骨子である｡

以上の ような成果から,第 2近接力を加えた一次元格子で局在振動を扱って

も,おそらく事情はあまり変るまい と,慢然と聾者は考え-ていた｡.大体は片づ

いている問題を少々複雑にするだけで緒論は同 じであろうと予想されるoLか
4)

し,班.Fukushima が第 2近接カをもつ半無限｢.次元格子では Pseud･C

S■urfacevit)ratio'nが発生する七 していること,一･一次元の disord.ered
5) 6)

latticeの計算機実験で F･.BrouerS,J.DeltOur..と,J･L･･Martin

の祐論が対立することなど,案外厄介な問題も残ってい る｡

このノー トでは Montroll,Koteraの方法を第 2近接カをもった一次元

格子に適用する｡結果は, ｢ある限度以上に不純物の質最が軽 くないと,局在

振動は発生 しない｣という少々意外な結論が得 られたO第 2近接力が加わると

なぜこのまうな事が起るのか,･お教えいただければ幸いである｡
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§2 ランダム ･亭オ-ク

格子演動と.ランダム ･ウオークの対応は 凱 Montrollによって一般的に定

式化されている.この節では第 2近按格子点 までの飛躍を､許容 した ときの原点

再帰の確率を襖討する｡一次元の格子をとり原点から出発 した ランダム一･ウォ

ーカ7-が最近接点-飛躍する確率を 2p,第 2近接点-飛躍する確率を 2q:

とし,左右同等であるとする (図 1参照)少 明らかに

2p+2q_ =1,

P P
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図 1

(.1)I.

ランダム･･ウ ォ ーカが 七回

飛 躍を してn点に滞在する

確 率 を Ptl(n)とすると,

p∴(n)埠し

pt(n)∴- 〔 q; 2 i¢十 ,-ei¢ + ,ei S . qe2 当 t の einQ の係数

である. einQ ID係数を定めるためには

1

2 7T

を利用 して

J.W e-im¢ 銅 -8m,0
-7T

(2)

(5)

7T

pt (e)-忘 J',〔2pcu¢+2q伽 2¢〕te-inやaQ,I (4)
~7r

で与えられる｡C,¢をN次元空間のベクトルにとると多次元空間への拡張はやさしい.
Pt(e)から母関数U(e)を /く⊃O

m n･･Z)-t享｡pも (n)Zt ,
!X 7Z'

tj(n;Z)- I.f亡2pcod¢+ 2qmd毎 〕t e~iQnzta¢
t-0-7{

.7r

-ま J_'n

e-i如

卜2Z〔pmd¢ + qqki2¢〕
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第2近接カと一次元格子a)振動

U(e;1)紘 (5)か ら原点から出発 した ランダ ム ･ウオ-カーが 2点に滞在

す る確率を表わ~し, Ur0;1)は原点へのL再帰確率である｡ したがって原点

への再帰確率は (6)U･)右辺の格子 グ1)-ン関数が判明すれば求められること

になそ｡ qエ ロとお くと.,Montrellが最近接点への飛躍のみに限った格子

グリーン関数.と一致 をす る ｡ こInグリーン開数の被構分関数を原点附近で展開

して,原点を中心 とする半径 6,a(a>e) の範囲について積分すると

1 ,.a a.¢ 1
U(0;1)≡ (._J'

27r-′82(ip+2q)¢2 4,r号 p+2q)

∴ gim UrD;1) - -
8ー0

li一三 コ

(7)
(8)

U(0;1)は¢の原点付近で発散をするO同様 Z7'}考琴は第 5近接点以上の有限

な飛躍ではやは り成立 し∴さらに各点に残留確率を与えても事情は変らない｡

こ7)事は,Montro1,1･T･Koteraが最近接格子について議論を十ているよ

うに_,一次元格子で有限な範断の_7ッタカが各粒子に働 く限 りでは,母体粒子

の質量 よ りも軽い不純物を入れると必ず局在振動が発生することになる｡おそ/

らく最近接格子と同 じく5次元以上ーの格子 ブリ∵ン関数は¢の原点でも収束を

するであろ う｡ある程度以上,不純物の質塵が軽 くなければ,こ･;.D場合 も局在

振動は発生 しないO.

W.F.ellerに よると,.一般に原点には じめて再帰する確率 F(0;1)紘

-I
F(0;1)- 1一 日(0;1) (8)

であるから,一次元,二次元格子で原点から出発 した ウオTカーは無限時間待

てば必ず再帰するが,三次元以上では再帰 しない｡我･々のモデJvでは (8)は

成立するか ら,全 く同様な鈷論を得 ろOすべての遠は ローマに通 じろのは地表

とい う二次元空間 までに通用する放言であって,宇宙空間にさまようロケッ ト

は未来永劫に帰ら年い確率があるo次節での格子振動 と対応をっけるために,

U(niz) が満足する定差方程式を立てるo先の Pt(e)昼

pt十.佃 )-pipt(n+1)+Ptrn-1)チ+qipt(n+2)+Pt(n-2)チ(9)
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を満足するo ち+1回の飛躍で格子点 n羊 滞在する確率は左右 2個の格子点に

七回の飛躍で滞在 していた ウォ-カーか次の飛躍で甲点に到達する確率の和に

等 しい ｡

初期条件としてランダム ･ウ ォーカーは原点から出発するから

po(･n)-= Sn.0, (10)

で与えられ'碁. (9)の両辺に ?Jt+1をかけ .七-0から - 空で和をとると,

(5) (1D)に より,母関数 U(niz)紘

･J(nizl-rpz 〔U(ln+liz)+U(n-1izコ

+ qz〔U(n+2iz)+ U(n-2i25t)〕,(nキ0)
K軒E

u(oiz)- 1- pz〔U(liz)+U(-1-iz)〕

+ q_Z〔U(2iz)+Uト 2izコ
1

の定差方程式を満た している｡

§章.格子摂動

原点に不純物を 1個含む一次元格子を とる (図2参照).格子は左右無引娯大

として,■母体粒子f)質量をM,同位体J)繁盛 を M'とするo最近境点和 動こぼ

K;第 2近療点の閲には K'の力の定数をもった フックの力が働 くものとする｡

このモデJVは 2節で吟味を したランダム ･ウオークの毛デJVに対応するO各粒

子の平衡点よ りの変位を Ⅹ(n,ち) とす れ ､nは格子点の番号 ,̀七は時間であ

る｡

-4 -5-2-10 1 2
二-:-i;_rT:;_::主妻≡L;I-,-::･藍t:Iil･-I--更..i:ft=::-I--_I-::::≡

5K4
::--:4-::TfS_?空∋竺'_鑑三i

班 班 班 班 M′ M ノM

図 2
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第2近接力と⊥次元格子の振動

(1+(志-1)Sn,.1Ⅹ(n,七)-r(Ⅹrn+1･七)+Ⅹ(n-1･七ト 2.x(n･,ち)†

+ r'(x(n+2･t)+x(n-2･?)-2x(n･t)), (12)

ただ し r- K/′M γ′- K′/ MI I

であるo x(n,t)〒 eiwtx(n)とおいて -(12日 ま

(2r+ら,′-W2)Ⅹ(n)-,ix(n+1)+Ⅹrn-1)i

この体系の運動方程式は

. .M′

+γ′(Ⅹ(n十2)+Ⅹ(n-2)i, (nキ0)

･2r･2r,- "i w2)Ⅹ(o)- rix,.)+Ⅹト .)チ

+r'ixr2)+ Ⅹ(-2)).

よって,各格子点･'D掛宿は定差方程式

Ⅹ(n)-

Ⅹ(o)-

2γ+2γ′-a
(Ⅹ(n+1)十 Ⅹrn-1､))

/

2γ+2r′-a

十

(15)

ix(n+2)+Ⅹ(n-2)), (n≒0)
(14)

ix(1)+Ⅹ(-1)チ

′p,

2r+2T,一旦′W2M
(Ⅹ(2)+Ⅹト2日

で与えられ る｡

2節の式 (ll)と (14)を比較すると,格子振動 とランダム ･ウォークと

の間には次の対応が成立する｡
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2r+2r'-a'2

γ

= PZ
2γ+2γ′-由 2

r′

TT= q_Z

2γ+2γ′一芸02 r~ 2r･2r'-"i'W2
- aZ/

(15)

力の定数の比 K′/Kを q_/pと∴ぉくと対応 (15)を満た していろO (14)の

Ⅹ(o)を U(0:Z)におきかえ,上L'Jr)処方篭に従って変形すると

ziu･(o;Z)- pz(U(.;Z)+U← .;Z)‡佃 tu(2;Z)+TJ(-2;Z)チ
(16)

(ll)と比べて

zr
言 U(0;Z)主 十 〔U(o;守)〕

-1

(17)

が Z,すなわち不純物によって生 じた振動数を決める式であるo (15)によっ

て (17)を書 き直すと

2(r+γ′)-M′/Ma)2
2(r+γ′)- u2

- 1- TuTl･0;
2(r+.r') {1
2(r+γ′巨 wL2

(18)

た'なる.､U(0;Z)は式 (6)セ定義 したグリニア関数であるO ただ し (1A8)紘,

(15)に･より

1
Z=
P 2γ+2γ′-Q72

- (1+L')
γ､

2γ 2 (γ+γ′)

2γ+2γ′-Q'2 2 (γ+γ′)-a'2

(19 )
を使っている｡

(18)で M′/Miを与えるとW2を定めることA.ミできるo r18),は最近接相

互作用のみを.とった K〇tera弓の結果に r′- 0′とすると一致をする. 机 8)

の 2rr/+i,)は規則格子の最高振動数の平方 wT2の 1/2であるO最近接相⊥｣

互搾用の最高掠動数の平方 4γに比較 して明かに大きい｡これは第 2近接点に

もフックのカを加えると復元力の増加を結果 としてもたらすためである｡

よって aJL2- 4(γ+γ′) とする.t7
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第2近接カと一次元格子の摂動

F=il

(20).± 1-.〔U(0;
wL2-2忘 W 2 一一_ノ WL2

M′

a )L 2-2u2 ､し1-Y'wL2-2α2, ,

局在羨軌 羊注 目すると,Wが wLから無限大たなるにつれて左辺峠 2M･'/班-1

か や M′/M まで変化をし,グ′1)-ン関数の変数は 1から 0まで変化をするo

このことは式 (5)た Z--1を代入すると

U(0;1)-Po(D)- Pl(0) + P2(0)- P5(0)+I･･･

○く⊃ (>〇

=n望｡p2n(0‥ nZ=op 2n･,(0)

(21)

であるから,ウォーカが偶数回飛躍 して原点に回帰する確率 と奇数回の飛躍で

原点に回帰する確率の差が U(O;-1)に相当するO この値は飛躍の確率 p,a

によって変化する｡最近接点のみの飛躍を許すときには,奇数回の飛躍で原点
■

i/=回帰するこ､とはあ りえないから, (21)の右辺第 2項は 0である0第 2近素

点 までの飛躍を許すと,奇数甲の飛琴や原点に戻ることは可能であるか ら,こ

の項は 0ではか ､Oこの点が房在積動発生の条件に影響を及ぼす｡

(20)杏,さらに

(卜 Ai'.)

2Q12

a)L2- 2W2

5(0)- 二二f

- - lu(o･,
αL

に変形す る｡

MiOntr9117) は最近接カの格子について

(班-M′)a-2ダ(叶 - 1

をおいているが,彼の格子グリーン関数を拡張 して

1 7t a_め

27T 二方 蜘 2-2K(卜 md¢)-2K′(1-md2¢)

とお くと (25)と (22)は全 く同一である｡

-555-

(22)

(25)

(24)



′jヽ暮陽三

(22)を変数 Zに再び改めると

(.一 芸')(.-Z) - 〔U(0;Z)了 (25)

Z は (19)で与える, (25)を解 くためには右辺のグ リーン関数を知る必要

がある,この閑●数は解析的に求めるのは困琴であるoL計算機によって p-0.1,

_0.2,0.5,0.4, 0.45の場合を求め,U(0,'Z)の逆数を画 くと図 5になる｡

- 1

/

/
/

2(
/ /

Gil



第2近按カと-次元格子の握動

Z-Oは aI2- - に相当し,a12- a)L2のときは Z--1であ翫 このグラ
フは最近接格子の相互特用のみをとった ブ1)-ン関数 とは著 しいト相違を示し,

局在祷動発生の条件に変更をもたらすO特級をあげると,
ヽ

1) ' Z±-1でU~～O,Z)は bにならない〔図 5の点線 と比較すれば
この有様は明かである0 1

2) pが療加するl土っれて,すなわち最近接相互作用が増加するほど

ulo,Z)は減少し,p--0.5-の グラフに接近するo

(25)の左辺は Z- Oで - M>M,Z--.で 2(ト 捕l/M)の値をとる
と直線である｡図5の 1, 21,5は MyMがそれぞれ D･1,0･45,0･5の場
合を表わす｡この直線 と U(0;Z)-1との交点が局在拐動の振動数を与える.

/

点線 (最近接力)とは異な り,p と M'/Mの値に応 じて交点の存在 しない領域

かある｡ したがって不純物の質量が母体粒子の質量よりも単に軽いだけやは局

在振動は発生 しないOある限度 よりも軽 くないと,局在羨動は発生 しないさと

になるOこの限界値は,図5の Z--1での交点から

M′ 1

- く 1- 首 U(0;-1)班
(26)

で与え灯れるQ､U(0;-1)~1の値をとって具体的には表 1の結果を得るO

表 1

0.1 D.1-1.JL1/'.,.7.7

I,ojL4.- .0.:8'8: ::I,:Dこp516:/:I,--

.0.45 0.62. 0.69
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§4 結 び

芦千一1,すなわち ちand-Topに Wが上か ら近ず くとき,U(0;-1)那

有限であることが,一見奇妙な結藤を導いた 0 5次元最近接力格子 と事情は類

似 している｡ 数学的には2節で.の ¢-0近傍の発散ではなく,め-77, 債

分の上限での収東が原因で ある｡このことは (6)で ¢を 7Tに近ずけても収
1

束 し,ノー方p=-2,a-Dとした 最 近蒙カでは発散することから明かであるo

工Shiiのモデルは無限等比級数をとって グリーン関数を計算 しているので,こ

のノ丁 トの雪デjvとは直ちにつながるわけではない｡したがって有限の範囲で

の ?ツクガをとったときの椅殊な事情があると思われるO事実,=Shii モデル

の グリーン関数は ¢の特別な値に対 して , Z--1で発散することが確かめ

られる｡
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