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ハイパーケーラー多様体での平均曲率流
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この論文は高橋良輔氏（京都大RIMS)との共著論文 [KT18]の要約である．

1 序

Leung-Wan [LW07]はハイパーケーラー多様体の中で，ハイパーラグランジュ部分多様体

という概念を導入し，この性質が平均曲率流に沿って保たれることを示した．本論文では，

ハイパーラグランジュ部分多様体に対して自然に定義される「ツイスターエネルギー」に

着目し，初期値で十分小さいツイスターエネルギーを持つハイパーラグランジュ部分多様

体が平均曲率流に沿って複素ラグランジュ部分多様体に収束することを紹介する．

ハイパーケーラー多様体

(M,g)を実4次元ハイパーケーラー多様体とする．このときリーマン計量gと整合性を持

つ複素構造の三つ組{J1,J2,J..叶が存在し，次の四元数関係

Jf=Ji=Jf=J占 J3= -Id 

を満たす．以下では簡単のためコンパクトなハイパーケーラー多様体のみ扱うが，この論

文の内容はM にboundedgeometry (単射半径曲率，および曲率の高階微分の一様有界

性）を仮定しておけば非コンパクトでも成立するなお，実4次元コンパクトハイパーケー

ラー多様体は，トーラスでと K3曲面だけである．

さて，ハイパーケーラー多様体上では上のような複素構造の三つ組{Ji,J2, J.. 叶が存在

するので， (a1,a2,a3)E§2 C配に対して

J = a1J1 + a2J2 + a3J3 

とおけば， Jもまた gと整合性を持つ複素構造となる． この意味で今後 JE聟と書く．

J E§2 に関する正則シンプレクティック形式（非退化な J—正則 2 次形式）を nJ で表す．こ

のとき Jと（配の標準内秋の意味で）直交する KE密が存在し， Qバま

幻＝叩Kーロ喫
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と表されるただし，叫JK= g(JK, ・)と WK=g(K,-)はそれぞれJKとKに対応する実

シンプレクティック形式である．

実4次元ハイパーケーラー多様体の曲面

これ以降この論文ではハイパーケーラー多様体の中のコンパクトな（実2次元）曲面び C

M4を考える．曲面LCMが，ある JE密に関して

DJに三0

を満たすとき， Lを複素ラグランジュ曲面というこれは通常のラグランジュ曲面の定義

の類似と見ることができるところが，条件Q庫三 0は2つの実シンプレクティック形式

叩 K と叫くについて同時に

叫JK=WK三 0

となることを意味するので， Lに強い制約を与えている実際，いに関する複素ラグラン

ジュ曲面は， Jに関する正則曲線（複素 1次元部分多様体で，これは自動的に極小部分多様

体）になる．平均曲率流（第2章参照）の立場から見れば，複素ラグランジュ曲面はフロー

の収束先の候補である．

では，どのような曲面であれば平均曲率流のもとで複素ラグランジュ曲面（正則曲線）

に収束するだろうか.Leung-Wan [LW07]はハイパーケーラー多様体における平均曲率流

を考えるため，複素ラグランジュ曲面の条件を緩めて，次のように「ハイパーラグランジュ

曲面」を定義した曲面LCM上で，滑らかな写像

'11:L→ §2 

が存在して，各点xELでflw(x)lrxL = 0が成り立つとき， Lをハイパーラグランジュ曲

而というつまり各点xELごとに変わり得る M の複素構造¥J!(x)E密に対して，複素

ラグランジュ条件を満たすものを考えるのである．各点xELごとに M 上の複素構造

¥J!(x) E聟を対応させる写像'11:L→密をcomplexphaseと呼ぶ複素ラグランジュ曲面

は， complexphase ¥JI : L→聟が定値写像であるような曲面である

実は，（向き付け可能な）実2次元曲面L2C M4の場合には，いつでもハイパーラグラ

ンジュ構造を入れることができる実際， M の正規直交枠{e1,e2,eふ釘｝を e1,e2 E TL, 

e3,e4 E T_1Lとなるように選び， complexphase ¥JI : L→ 詈を

We1 = e2, We3 = -e4 

により定めればよい

注意 1.1.Leung-Wan [LW07]は，一般の実4n次元(n2':l)ハイパーケーラー多様体の

中の実2n次元部分多様体L2nC M4nに対してハイパーラグランジュ部分多様体の概念を

定義した．しかし，最近Qiu-Sun[QS19]により，高次元 (n2". 2)では

「ハイパーラグランジュ部分多様体 ==} 複素ラグランジュ部分多様体」
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となることが示されたしたがって，平均曲率流の立場からはn=lの場合のみが考察対

象となる

シンプレクティック曲面

ハイパーラグランジュ構造（つまり complexphase)は，ケーラー角やラグランジュ角を包

括した概念になっているここでは，これらについて説明する．すでに述べたように，曲面

び cM4に対しては， M の正規直交枠を e1,e2E TL, eふe4E T1-Lとなるように選び，こ

れを用いて complexphase iir: L→ 密を取ることができるもともと M のハイパーケー
ラー構造を定めていた複素構造{Ji,12, J叶を使えば， complexphaseは

w(x) = a1 (x)J1 +叫x)み+a3(x)J3 E§ 汽 xEL

と表すことができる．簡単な計算でwh(e1心） = a3となることがわかるが， (a1,a2,a3)E§2 
なので―1::::;a3::::; 1である．したがって

cosa :=叫3(eぃ叫

とおくことで角度aが定まるこのaはWhに関するケーラー角に他ならないケーラー

角aを用いると， whに関するシンプレクティック曲面はcosa> 0なるものとして特徴付

けられる特に cosa= 1であるような Lは]3に関する正則曲線であるまた， cosa=  0 

の場合， Lはwhに関するラグランジュ曲面である (Figure1参照）．

Symplectic 

Almost calibrated 

Lagrangian 

Figure 1: Image of the complex phase w in§2 

2 平均曲率流

ここからは極小部分多様体を捉える手段の 1つである平均曲率流を扱う．一般に平均曲率

流による部分多様体の変形においては，途中で特異点が現れる可能性があるため必ずしも

極小部分多様体を捉えられるとは限らないしかし初期値が良い条件を満たしていれば，

平均曲率流は時間大域的に存在して極小部分多様体に収束する．ここではハイパーラグラ

ンジュ構造にマッチした初期条件のもとで収束定理を述べる（定理2.2).
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ハイパーラグランジュ平均曲率流

滑らかなはめ込みの族{Ft:L→ M}tE[O,T)が

8F 
(x, t) = H(x, t) (H(・, t)はFtの平均曲率ベクトル場）at 

を満たしているとき， {Ft}は平均曲率流を満たすという平均曲率流は，一般のリーマン

多様体M とその部分多様体Lについて考えることができる平均曲率流は部分多様体の

体積汎関数に関する負の勾配流であり，極小部分多様体はその停留点になる．平均曲率流

の短時間解の存在と一意性は， Lがコンパクトであれば保証されるので，これ以降は部分

多様体Lにもコンパクト性を仮定する

Leung-Wan [LW07]はハイパーケーラー多様体の中で，ハイパーラグランジュ部分多様

体の平均曲率流を考察した以下，特にびをハイパーケーラー多様体M4の中のハイパー

ラグランジュ曲而とし， Lt:=Ft(L) c M と表すことにする

命題 2.1(Leung-Wan [LW07]). M4をハイパーケーラー多様体，びをそのハイパー

ラグランジュ曲面とし， {Ft}を初期値がL。=Lの平均曲率流とするこのとき次が成り
立つ．

1. 平均曲率流の解が存在する限り，全てのtE [O, T)でLtCMもハイパーラグラン

ジュ曲面である．

2. 平均曲率流に沿って complexphase叱： L→詈は次を満たす：

d 
一叱＝△t叱 （△t叱は叱のテンション場）．
dt 

この定理によれば，ハイパーラグランジュ条件は平均曲率流に沿って保たれ，しかもそ

のcomplexphaseは（一般化された）調和写像流を満たす．この意味で，初期値をハイパー

ラグランジュ曲面とする平均曲率流を「ハイパーラグランジュ平均曲率流」と呼ぶ．今回

の主結果（定理2.2)はハイパーラグランジュ構造に着目することで得られる

ハイパーラグランジュ平均曲率流の収束定理

この節では主結果を紹介するそのために，ハイパーラグランジュ曲面LCMのcomplex

phase ¥JI: L→密から自然に定まる次の量を定義しておく：

T(L) :=JI▽ ¥JJl2dμ. 
すなわち， T(L)はcomplexphase ¥JI : L→ 密に関するディリクレエネルギーであるが，

我々はこれを「ツイスターエネルギー」と呼ぶことにする主結果は大雑把に言って，「初

期値のツイスターエネルギーが十分に小さければハイパーラグランジュ平均曲率流は，正

則曲線に収束する」というものであるこれはつまり，正則曲線のハイパーラグランジュ

平均曲率流に沿った（局所的な）安定性を示している．
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定理 2.2(K.-Takahashi [KT18]). M を実4次元のコンパクトなハイパーケーラー多様

体， LCMをコンパクトな実2次元ハイパーラグランジュ曲面とするこのとき，任意に

とって固定した正数V,A,8> 0に対して，ある正数c= s(n, V,A,8,Rm(M),inj(M)) > 0 

が存在して次が成り立つ：

Vol(L)~V, IAI~A, ふ（ふ） 2 8, T(L)~s 

であれば， L。=Lを初期値とするハイパーラグランジュ平均曲率流Lt=Ft(L) c M は時
間大域的に存在し， t→00のとき Ltはある複素構造JE密に関する正則曲線Looにcoo
収束する．また，収束の速さはexponentialdecayである

定理の中の記号について説明する.AはLc M の第 2基本形式，入（今）は L上の

（関数に作用する）ラプラシアン△Lの第 1固有値， Rm(M)はM の曲率テンソル，そして

inj(M)はM の単射半径である．

T(L)が十分に小さいという条件は， complexphase 1¥: L→ §2が，ある定値写像に十
分近いということを表しているこれは初期値のハイパーラグランジュ曲面L。=Lが，何
らかの複素構造JE§2に関する正則曲線に (T(L)の意味で）十分近いシンプレクティック

曲面であるという状況であるただし，あらかじめ特定された複素構造に関してシンプレ

クティック曲面であることを要求しているわけではないことを注意しておく．むしろ，主

定理はハイパーラグランジュ平均曲率流により，極限の複素構造と正則曲線を同時に見つ

けるものといえる

証明に関して，詳しいことは論文 [KT18]を参照していただきたいここでは主要な

アイデアだけ述べる．我々の主定理の証明は， H.Liの論文 [Li12]の手法に基づいている

Liはケーラー・アインシュタイン多様体の中で，ラグランジュ平均曲率流に沿った極小ラ

グランジュ部分多様体の（局所的な）安定性を示しているただし，初期値でラグランジュ

部分多様体の平均曲率1形式が完全形式であることを仮定する（この性質は平均曲率流で

保たれる）. Liの手法で重要なポイントは，ラグランジュ平均曲率流に沿ってILIHl2dμ に
関する s-regularityを示すことであったそのためにはIIHl2dμ の発展方程式を計算し，

exponential decay評価を導出するのだが，途中でラグランジュ部分多様体の平均曲率1形

式の完全性を用いる我々の場合にも， Liと同様にILIHl2dμ に関してs-regularityが示せ
ればよいのだが，扱う対象がハイパーラグランジュ曲而である（これはラグランジュ部分

多様体とは限らない）ため，そのままではうまくいかないそこでハイパーラグランジュ構

造に着目し，ILIHl2dμ の代わりに T(L)に関する c-regularityを示す，というところが主
定理の証明の肝となるなぜT(L)を使うとよいかは， Leung-Wanが示した次の式を見る

とわかる．

命題 2.3(Leung-Wan [LW07]). L c M をハイパーラグランジュ曲而， W:L→密を
そのcomplexphaseとするとき次が成り立つ：

iH叫 +2R呼=0. 

特にハイパーラグランジュ曲而Lについて，極小 (H= 0)であることと complexphase 

w:L→ §2が反正則写像であることは同値である．
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この帰結として IHl2~21▽w12を示すことができるので，

J IHl2dμ ~2T(L) 

が言える．つまり T(L)が十分に小さいということは， complexphaseが定値写像に近い

ことを意味するが，同時に平均曲率もこの意味で十分小さいことを意味している.T(L) 

のハイパーラグランジュ平均曲率流に沿った発展方程式は， complexphaseが（一般化さ

れた）調和写像流羞叱＝ふ也を満たすことを使うと計算できて，特に exponentialdecay 

評価を導出できるこれにより， T(L)に関する s-regularityが示されるので， (Lがラグラ

ンジュ曲面であることや，平均曲率 1形式の完全性などを用いることなく）IL IHl2dμ の
s-regularityも自動的に従う．このような観察から，ハイパーラグランジュ平均曲率流にお

いて，正則曲線への収束を示すためにはT(L)をコントロールすることが自然であるとわ

かる．

関連する結果について

最後に，主結果と関連する結果について述べておく.Chen-Tian [CTOO]は実4次元ケー

ラー・アインシュタイン多様体における（実2次元）シンプレクティック曲面は，平均曲率

流に沿って保たれることを示したしたがって，初期値がシンプレクティック曲面である

平均曲率流を，シンプレクティック平均間率流という.Han-Sun [HS12]はトーラス 11'4内

のコンパクトなシンプレクティック曲面に対するシンプレクティック平均曲率流を考察し，

IL IAl2dμ に関する c-regularityを導くことにより，我々と類似の結果（正則曲線への収束）
を示している．ここで，実はT(L)に関して次が成り立つことを注意しておく：

T(L) :s: 8 J IAl2dμ. 
つまり Han-Sunたちの仮定ではILIAl2dμ を使い，しかも外側の空間の平坦性を（本質的
に）使っているという意味で，我々の状況よりも強い制約が課されているしたがって，今

回の主結果はHan-Sunの定理の改良版と言える．

また， Han-Li [HL05]は，正のリッチ曲率を持つ4次元ケーラー・アインシュタイン多

様体の中で，シンプレクティック平均曲率流に沿った正則曲線の（局所的な）安定性を示し

ているこれはやはり我々の定理の類似であるが， Han-Liは外側の多様体のリッチ曲率が

正であることを本質的に用いており，その手法はハイパーケーラー多様体（リッチ曲率0)

の場合には適用できない．本論文の主結果は，実4次元ハイパーケーラー多様体の中の正

則曲線が，シンプレクティック平均曲率流のもとで（局所的に）安定であるという主張も含

んでおり，これは新しい結果である．
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