
相 対 論 的 統 計 熱 力学

物性研 中 嶋 貞 雄

(10月15日受理)

§1. 序 論

H.｡ももが plan｡k-の相対論的熱力量 批判,修正してこのかた, このふ
iiii

5)
るい問題が多 くのひとの注 目をひいた ｡ 議論の多くは現象論的な古典熱力学

の立場からなされ,これが混乱の一機､となっているO
4) 57

最近 Balescuは,彼と KoもeTaの手になる相対論的 kinetic theory

から熱力学をみちびこうとした,-=れは,キルソマン方程式の特解として,

マックスエル分布をみちび くことに相当する｡ しかし,はじめから熟平衡系

に話をかぎることにすれば, Gibbsの立場をとることもできるわけであるO

つまり,いわゆる stati.stical thermodynalnicsを相対論的な系にまで

拡張するのである｡ このや り方の利点は,すべての熱力学的関係式を,あい

まいさなしに,演締 約にみちびきうることである｡

もともと,対象とする力学系が相対論的であろうとなかろうと,統計熱力

学の基承原理は次のふたつである｡ 話をはっきりさせるよう,量子的系にか

ざる｡ すると

1. 系の統計分布は密度マ トリックスPで表 され,力学変数Aの平均値は次

の公式であたえられる｡

< A>= T,(pA)

2.熟平衡系はエントロピーS∵が最大という条件で特徴づけられる｡ ただし

S=-Tだ(P log p)

このノー トでは,以上ふたつの原理を,量子化された場に適関するO もっと

も,熱力学の諸公式をみちびくかぎりでは,､場の量子論のごく形式的な部分

を利用するにすぎな恒 たとえば発散の困難!,?_,相互作用のある場について
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中 嶋 貞雄

熱力学的諸畳を計算 しようとす るとき,はじめて問題になる｡ 場の量子統計

力学は宇宙進化のある段鹿を廃 車 ろばあいに有用せお もわれるが,これ もべ

つの機会に論 じるO

§2.密鷺マ トリックスの不

以下一貫 して-イゼ:/ベルク表示で考える｡すると,場は四次元時空の各

占 x - (冒,it)で定義された一組のオペレータ ¢α(a)で記述 され る 咽･=､ J7

F C･ここ1,ち- 1とす るト,他方,系の統計的分布は xn に無関係な密度 マ

トリ,I;,クス.一々であらわ され る｡ ロレシッ酎 酎･1.よって奉る慣性系か ら､′-ミっの

酬 三系に簸 ると;場はあたらしいオペ L/一夕 ¢a'で記述され る｡ 恒等変換に

連続的 につながる変換に話をかざるとして,無限小変換

ftn/- xn 十 eTL+ Enm ,qI
a

を 考えよう｡ この とき

-1
･ia'(x)- U¢α(A,i)～ノ

U - 1 +- i En ,P n + i e,i,,h 鶴 m.

ただし, PTl,J'dnynは系のエ ネルギー ･,軍劫量 ベク トル′および角運動量テン

ソルをあらわす オペ L/一 夕 でちる｡

ロレンツ変換に瞭し,場rDかくレ- 夕はユニタ リ変換 (22)を受けるの

にたいし,密壁マ トリ ックス両ま不変であり,平均 (1.1)は力学変数Aと

甘なじ共変性を示す ｡ pが不変であるから,エン トロピ: (1.2)も不変で

あ‥り,熱運動の乱碓さはロレンツ不変な概念 とい うことになる'｡
5)

Balesc､チ～Ko七eraは古典力学系を相空間で記述し, ロレンツ変換は相

空間七 正確 変換を誘起す ると考えた ｡ このような'正準変換の存在 を示す こと

に九か な りな努力をはらっているのであるJ 他方,･エスプ リ変換 (2･5)の

存在は,場の量子論の基本的な要請のひとつであ り,これ以上議論する必要

はあるまい O

f
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相対論的韓計熱力学

§5. カノ-カル分布

エ ン トロピー最大の原理を適用す るにあた り,_<副条件

T,(p)= 1

はつねにみたさねばならぬ O このほかにどんな別条件を加えるかにより,実

質的には同等な,い くつかの熱平衡分布が えられる二以下 カノニカル分布で

考 えるのが便利である一｡これは別条僚

'll,(p F'n) = < Pn> glVen

によって特徴づけられ るO (51), (5･2),のもとで エン トロピ- (斗2)を

最大にす るのは

p -''菰 ア 〔鉦 +β花Pn〕

pが不変であるから,gnはスカラ,βnはベク トルであ る〇 (5･5)杏 (5･1)

に代入して,三一もカリブn,の関数 としてきまり, (5･2)-圭 より,

< P托>= - ∂i?A/ ∂β花

また (5.5)杏 (1,2)に代入 して

S 三 一針 一･βn,く P托>

(15.4),(5.5)から

βn - -∂S/∂< Pn>

分布 (5･5)が有罪であるためには, β,Lは時間性のベク トルでなければな

らず,慣性系 Ko､を適 当にえ,らんで (0,,0, 0,･'i/Jo)の形に顕るO こ､の

KOに関す ろ P花の第四成分を ilq とか くと･ふつ うのカノニカル分布 ∴

p- exp〔･･m - (if/T｡,I)]

が えられ る〇つまり,系は Koにたいしわ ロな意味で静 LLしているのであ

り,その固有温度が To> 0,静止エ ネル草-紘
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中嶋貞雄

Eo= T,(pfI)

≡≡コ

一般の慣性系Kに移 り,これにたいして 好Oが速乾 V で動いているとすると

ーーV'は系が全体 としておこなう併進運動の速度にはかならない.

§4.熱力学変数のえらび方

･(5.9)

相対論的熱力学では,熱力学変数のえらび方によって,さまざまな温度が
___I -ー

あらわれ る〇 以下 <_P,L>-(G-I,iE)とかこうo銅 ま系のマクロな運動
畳,EはマクロなエネルギーであるO 以下簡単のため,外力の働いていない

丁･｢声･
系を考えるD する■と,G,Eは静止エ ネルギー (5･8)と次のようにむすばれ

る｡

E=Eo /

==コ E
G=vlllt〕/
->

さて, G,Eを熱力学変数にえらぶと, (5,6), (5.9)により

TIG - (寓 言 ,

TG- TD

ここに

(4.5)

2)
は Planckの導入した温慶であるOこれにたいし,Ei音 を熱力学変数に･
えらぶと,

dS-+ (dE-4V

1)

ここに Tv は Ottの導入した温度 であり
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相対論的統計熱力学

1

Tv ･::-語 :.__._ - 辛

ところでエン トロピ-はスカラなのであるから,静止系で (5･7)から計算

してもよい｡するとSは静 lヒエネルギー (5,8)の関数であり,たとえば言

は余計な変数のようにみえ ろ o Lか し,Eoの変動はエネルギー ･運動量保J～

存則によって制約されており,この ことを考 えに入れようとす るとT3あるい

は首 が登場して くるo いずれにしろ,Eo,一言 を熱力学変数によると

音-臥 ,0-軌 -(4･7)

§5.熟 接 触

非相対論的統計熱力学のばあい,温変,熟,熱源の諸概念は,ふたつのマ

クロな系の熟接触を考察す ることによって導入される｡ これを相対論的に-紘

張しよう｡

ふたつのマクロな部分系 a, bからできた系を考える｡ はじめ部分系の間

に相互作周がな く,部分系棒それぞれ平衡状態にあるとする｡部分系の間に

弱い相互作用を導入し,エネルギー ･運動量の交換をゆる了軒と,一般には変

化がおこり,やがて全系が熱平衡に達す る｡ エントロピー最大の旗埋により,

このとき全系のエントロピーが減少することはありえない :-

dSa +ASb ≧ 0

この第二法則に加えて,軍-法則

AEa + AEb-0

→ ･一一･-一事
AGa +AGb-0

がある】｡･エヰルギー ･運動量の変化は小 さいとし, (415)を利用して (5･1)

を次のようにか く,
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紘-Tit)AE,∴昔 -ITVを),eAia≧0 (5.4)

等号は系~がはじめから熱平衡にある ときに成立つ｡その とき,状態変化は可
--:i

逆的である. 一般には AEa と AGa とは独立であるから,熱平衡が成立つた

めには,それぞれの係数が (5.4)において 0でなければならぬ ｡ よって

> --･･->

Toa- rob, ,Uα - Vb

ところで非相対論のばあい,接触 しているふたつの部分系の温度の大小は,

エネJL/ギ-の流れ る方向をきめ る｡ (5.4)のばあい｡エネル ギー ･運動竜の

変化をもっと具体的に規定 しないと,そのような結論をひき出せない｡,いい

かえると, (5.4)はふつ う熟接触 とよばれているもの以外のプ [,'1Zスをもふ

くんでいるのであるこ､そ こであらためて, 熱 接触とは,各部分系の マクロな

速度がそれぞれ不変であるようなプロセスである, と定義しよう｡

Alja - A音b- 0

この条件は｡レンツ不変な概念であることに注意 しておこう｡ また, (5.6)

が成立つ とき,嵐 劫選保存則 (5･5)揺-V'a AEa +-JbAEbエ ロ とかけ るの
--I

で, (5･2)とあわせて/ u>a 〒 vbがえられ る｡ つまり一 声衡条件 (5･5)の

半分はすでにみたされていることになるO ふたつの部分系を中計-の静LIL系 を

もち, この静止系の璃測者からみれば,プロセスはふつ うの熱接触そのもの

であろ｡ したがって,この胡測者はただちにふつうの軍二法側を次のように

牽き~F守 であろう｡

ll 烏 AEoa ･≧ 0㌧71oa
他方, (5.6)が成立つ とき, (5.4)紘

I--.:-:- :I-- AE a ≧ O

つまり,エネルギ-はか ソト混慶 Tvの高い系から低い系-流れろことにな
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相対論的統計熱力学

るO これは一 見すると新 しい結論のようにみえるが,そ うではない｡ (5.8)

はふつうの第二法則 (5,7)以上の情報をふ くんでいるわけではないのである J

実標, (5.6)のむとでは

AEa-AEoa/ ll- '

これを (5.8)に代入して (5.7)がえられ るO

も.しある輝性系でみて部分系の問のマクロな運動量の交換が嚢 じられてい

るなら,ブランク脱皮 TGの大小が,エネルギ-の流れの方向を決め ること

になる ;

-一･ヰ ーーーナ

AGa - - AGb- 0 (5.10)

しかし, この 条件はそもそもロレンツ不変な.概念でない｡また一般には,細

分系の少 な くも一方は条件 (5･10)のもとでのエネルギー交換によってマク

ロな速度 を変 え る｡つまり,このばあいのエれル/辛-変化は,全部がランダ

ムな熱遅効 に帰 着するわけではないG

(5.10)の 非現 実的であることをみるに勘

○吊 の 思考実 験 を とるとよい｡物体aが,大

きな空洞の壁bにたいして,速度 γで効いて
おり,bg,1放出した2ケの光子をaが吸収す
るとしよう｡その贋, 2ケの光子はbの静止
系 卑bでみて,大きさひ としく反対むきの運
動量をもつとするOつ ま りKbで (5･10)が
成立つことになり, この プロセスによって事
実エ ネ]L/ギーがbか ら tiへ流れるためには

roα 1-V2≦ Tob (5･11)

第 .1 図

LD

0+ut自身は, これを Toa≦ Tubと解釈しているが･それは好みの問題にす

ぎない｡とに無 く,aの放出した 2ケの光子を bが吸収す るという,逆プロ

セスを考 えてみよう｡ これについても (5.10)が成立つ とすると,aの放出

す る2ケの光子は bの静止系 Kblでみて匪対むきの遅効量をもつことにな り,
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･これはす こぶる不自然な仮想というべきである｡

このように.ブランク温度が温度という名ま:えにふさわ しい役割を演 じう

る場面はほとんどないのであるD

§6. オッ ト温度の意義

われわれは熟接触を (5･6)で定義したOこのときのエネルギー変化 AEa

を,熟接触によって bからaに流れた熱量と定義しようo すると熟はオッ ト′ヽ■′ヽヽ■■ヽ′■ヽ′

の変換 (5･9)にしたがい,か ソト温薩 Tvの高い系から低い系へと流れ る〇

われわれの立場からみると,これらの時論はむしろ下 リビヤjL/であるO オッ

ト温度の本当の意義は.相対速度をもつふたつの系の閲のエネ)i/ギー変換を

問題にす るとき,はじめてあきらかになる｡ これをみるには,まずオッ ト･

サイクルという概念を導入する必要がある｡

ある慣性系勘こたいして静止した系があるとする｡ これをまず可逆断熱的

に速度 も‖二まで加速する｡ つまり静止エネ)L,ギ- (5.8)を一定に保 って系全

体として加速するのであって, (4.71 によりエソトIuどこは一定である.,吹

ふたたび可逆断熱紬 二減速して軌.･Lさせ,今度は静LLした熱源 鋸 こ接触させ

て,可逆的に熱量を潔 から勘 二移し,系自身ははじめの状態にもどるとす るo
l)

これがオット･サ㌦ プル であるO あきらかに,熱源R',Qとの接触でおこる

静止エ,iuレギ-の変化は,大きさひとしく符号が反対であるから,これを

±AEoとか こう｡ す ると,第二法則-により,RとQとはおな じ固有温度をも
っていることがわかる｡

- (Ago/ TDR ) + (AEo/ TロQ)- 0 -･(6･1)

また,熱源Rから吸収した熱量は, これを慣性系Kからみると

AE〒 /jEo/

熱源針 二与えた熱量との差 AED- A机 ま､,加速および減速に瞭し,外力のな

した仕事にひとしい ｡

オッ ト･サイ▲クルは逆むきに運転してもよい ｡ いずれにしろ,これは闇有
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相対論的統計熱力学

温蜜がひとしく,速度のことな る熱源の問

に働 く熱機関であるO

さて,上述のオット･サイクルを一周期

華転したところで, 今度は系にふつ うのカ

ルノT ･サイクルをやらせるOつまり,熟

嘩Qから熱量 AEoを吸収し,べつの軌 と

した熱源 狛 こ,べつの熱量 dEo′ をあた

える｡ しか るのち,ふたたびオット･サイ

クルを今変は逆むきに運転 して,熱源 ¢′

から熱量 A E o' をうばい,速度 V′で動い

ている熱源 R′に熱量

AE′- AEo′/

O
V

第 2図一 ォッ ト･サイク ル

を与える 3 このはあい,全過程を通 じて外力のなす仕事の総和がゼヮにな る

よう AEo′をえらぶとしようO すると,第一法則により AE･- AElであ り,

これた (6.2), (占.5)を代入 して

(AE｡′/AE.)- il-U'2/ トu2 (6.4)

また.カルノー ･サイクルの部分に革二法則を遼用して

･(AEo'/ AEo)- (Too′/Tog)- (ToR′/Ton) ･ .A(6･5)

(6.4),(6.5)から

ToR IToRl

{11-二TI'

つまり,互に相対運動 している系の一方から他方へ,可逆的に,しかも力

学的仕事を消費す ることな くエネル ギーを輸送できるためには,ふたつの系

のオット温度がひとしくなければならなJ:'.これが,オッ ト温度のもつ本当
の意義である｡ 統計熱力学の立湯か らす ると,〇七七のえた結論の大部分は,

ほとんど トリビヤルな関係なのであるが, (占.6)は自明とはいえない a だか
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ら, (6.6)をみちぴぃた ことが, ottの殻も賓要な貢献 と考 えられ る｡

§7. 空 洞 幅 射

具体例 として,相互作用の■ないスカラ粒子の集まりを考える｡ ただし粒子

の静止質量はゼロとす る｡したがって これは,一時論争の的 とな った空洞幅
5)

射の問題 とみてよい｡統計熱力学は, この問題にたいしても, もちろん射 丁

烹いさのないlEj]谷をあたえる｡

系は大 きい空洞に とじこめ られているとして,

(.rt･

訂TD
βnPn- 3-→.

EiiZ
T打ルナ托

#lTI
2

〃

l
とか こう｡占鎖数 n(首)およびその統計平均はスカラである｡カノニカル分

宿 (5.5)は次の平均をあたえる｡

⊆;=⊆==王
､(k-V.A)

ll∴ 巨 :I:/:I:i,, - le,･}:pi
<TL(A)> -

寸 (7･2)

これは,直観的に予想す るとは りヲ温 度 Toで,周波数が ドップ ラー ･レ フ

トしたブ ランク分 布である｡

エ ネルギー一･運動量をもとめるために,まずエれルギー ｡運動量テンソル

T,i,nの平均値をもとめ ようO これは空洞の体積にはよらない J スカ ラ場にた

いす るよ くしられた表式により

< Tll> -J.d5盲 kx2<TL(育)>

< T44> --fd5-～k>k <n(k)>
-･･･-I

く T.4> - iJ･d5言kxくn(k)>
一･一一>i

(7.5)

≡E
ただし, Vの方向に X軸をとった｡ (7.2)を (7.5)に代入 して積分を実行

す ることは容易である｡ おな じ結果は,い うまで もな く,静Lヒ系での表式
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相対論的統計熱力学

1.
< Tパ >ニー-aナ.4 (≡5

二 < T404> - α To4 (-- i)

.,-II
I
-･/
･･-I-I-
メ

lヽ/CL.
･(7.4)

からロレンツ変換によってもえられ る｡ただ し,射 まステファン定数の半分

にひとしい ｡ いずれにしろ

<Tll> - (P+ V28)/ (1- 2)

- < T44> - (E+ V2p)/.(仁 y2う

ー i < ,1114> - V(E+P)/ (lJL72)

さて,エネルギ--･運動量は

<Pn> O- j'dom く TTn rL>
U

･･(7.5)

であたえられるO ただ し両ま四次元時空の三次売掛 鋸5]-I du,nはその面素

片ベク トルである｡ 系が有限な体積に.とじこめ られ,.その表面で くT,a,L>
がゼロでないために, (7.6)は曲面Oの えらび方に依存す る̀｡たとえば,静

LL系 Koの観測者からみると,法線が Koの時間軸 と-致す る超平面 o(O)杏

ぇらぶのが自然であろうOす る とdu回 - (･O,ロ,Ot-idyo)となる;TTL

ただし dVロ は固有体積 Voの素方である, (･7･i)は静LL,エ ネルギー

Eo= 夢:oE

をあたえるO
･･･-I

次に･慣性系 Koが速度 V で動いてい るような一般の慣 性系 K に移 る〇

勘 こおけるエネルギー ･運動量を定義す るのに,まえとおな･じ超平面 q(0)を

とれば, (ー7.る)はもちろんペグ.トルとして変換され る,｡-1あるいは,Kからみ

て

-V
dVo･0,rj鳥岩盤
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であることに注意すれば, (7.5), (7.6)から,直接

V 8
0

E == - - - 一

声 - i,=J

をみちび くこともできるO したがって前節までにのべた議論は, (7:一占)･の O

をたとえば趨平面 o(0)に固 定してお く, という的東のもとで,そのままつか

える｡

しかし,慣性系 Kのエネルギー ･運動竜を定義するのに げ回 をつかうのは

いかにも不自然である｡ふつうは,法線がK,の時間軸と一致す る趨平面 q(1)

をとる. す ると (7.6)の第四成分は,次のエネ)L'ギーを与える ;

E-*=VC=
vo(6+V2p)

ここにV-Vo秤 は咽 の観測者の見る空洞の体積である〇=AlE米-

Eは,第5図に示 した超平面 U(2)からの寄与である｡つまり

<pn>o(o)- <pn>o(1)+ <Pn> o(2)

この差の物理的意味をみるには,微分

をとってみるとよい｡その擦,固有体

積 Vo,速乾 再ま一定に保 ってお く と
するOすると (7.8), (7.9)から

dE光一dEl=
V2vodp

[丁=て･7

(7.10)

5)
M¢11erが示したように,右辺は空洞

の体積を一定に保つために加えられて

いる外力のなす力学的仕事であって,

同時刻概念が相対化するためにあらわ

れてくる｡たとえば空洞は軸が X軸に
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平行な円筒形で断面旗はF,静止系 Koでみた底面は X0-0･ xo= Cで

あるとしよう｡Ko系でみて圧力pが

Ap(lo)=

0, ㌔)<0

(Ap/Tj, 0< lo< T

O･ to> T

だけ増したとしようoKo系でみれば,左右の底面に働 く力は各瞬間に釣合

っているが,これをK系で

みると,第4図のように左

右の圧力にアンバ ランスが

ある｡ 図において

vC

.バブ!
き
1F

〆

ダ

ll t2 tl+t2

第 4 図 ､

であることに注意しておこう｡ 外力のなす仕事は

tl+tP
A - Ff0

(FC)V2

Ap't)vdl - 誓 V

Ap

[丁= 2 t,i,

であって, (7･10)の右辺と一致するO ､

絵札 もし慣性系Kカ､らみたエネルギーを E米 と考えるはあいには,たと

え体積が一定におさえられているとしても, (710)だけの力学的仕事がな

されることを考えに入れることが必要である｡ この意味で (7.8)はむしろ

熱関数とよんだほうがよい ｡
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