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Some examples of tropicalization

川口 周 ∗

このノートは 2025年 10月 20日–10月 24日に行われた「城崎代数幾何学シンポジウ
ム 2025」での講演の報告で，講演スライドに基づいています．以下の本文は，「である」
調で書きます．
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1 トロピカル化
代数多様体のトロピカル化にはいくつかの方法がある．この節では，代数多様体のトロ
ピカル化について概説する．
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1.1 アメーバの極限としてのトロピカル化
X を C× × (C×)n の部分代数多様体とする．C× × (C×)n の元を (t, z)（t ∈ C×,

z = (z1, . . . , zn) ∈ (C×)n）で表す．π : X → C× を第 1成分への射影とし，t ∈ C× に対
して，Xt := π−1(t) ⊆ (C×)n をX の tにおけるファイバーとする．写像 LC : (C×)n →
Rn を

(1.1) LC : (C×)n → Rn, (z1, . . . , zn) 7→ (− log |z1|C, . . . ,− log |zn|C),

で定める．ただし，| · |C は複素数の通常の絶対値である．

定義 1.1 (アメーバ). t ∈ C× に対して，Xt のアメーバ AXt を，Xt の LC による像と
して定める．すなわち，

AXt
= LC(Xt)

とおく．

複素数 z に対して，偏角の情報を忘れて絶対値 |z|C だけを考えることを，複素数 z

がもつ情報のだいたい半分程度に注目していると捉えることにする．すると，アメーバ
AXt

を考えることは，代数多様体 Xt がもつ情報のだいたい半分程度に注目していると
捉えられるかもしれない．

例 1.2. C× × (C×)2 の部分多様体 X := {(t, z1, z2) | z1 + z2 + t = 0} を考える．
LC : (C×)2 → R2, (z1, z2) 7→ (− log |z1|C,− log |z2|C) に対して，アメーバ AXt

:=

LC(Xt)（t ∈ C×）の形は，以下のようになる．
ただし，後の都合上， 1

log |t|−1
C
AXt

:=
{

1
log |t|−1

C
x
∣∣∣ x ∈ AXt

}
を描いている．左は

t = 0.5 のときの図，左は t = 0.2 のときの図である．
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上図を見ると，t→ 0 のとき， 1
log |t|−1

C
AXt

は多面体集合に収束しそうである．これは，
以下の定理のように一般に正しい．

定理 1.3 (Bergman [4], . . . , Rullg̊ard [21], Mikhalkin [16], Jonsson [10]). X を C××
(C×)n の部分代数多様体とする．このとき，Rn のある多面体集合 T（1.2節で詳しく述
べる）が存在して，

lim
t→0

1

log |t|−1
C
AXt

= T

となる（収束の定義は Jonsson [10] 参照）．

例 1.4. 例 1.2の場合は， 1
log |t|−1

C
AXt は下図の多面体集合

T = {(x1, 1) | x1 ≥ 1} ∪ {(1, x2) | x2 ≥ 1} ∪ {(x, x) | x ≤ 1} ⊆ R2

に収束する（ことが分かる）．

(C×)n の部分多様体 X が与えられたとする．このとき，X := C××X は C××(C×)n

の部分代数多様体である（tをパラメータとみなすと，この X は constant family と考え
られる）．任意の t ∈ C× に対して，Xt = X（一定）であるから，AXt

= AX (:= LC(X))

になる．定理 1.3 より次が成り立つ．

系 1.5. X を (C×)n の部分代数多様体とする．このとき，Rn のある多面体集合 T（1.2

節で詳しく述べる）が存在して，

lim
ρ→0

ρ ·AX = T

となる．ここで，ρ は正の実数であり，ρ ·AX = {ρx | x ∈ AX} ⊆ Rn である．

例 1.6. (C×)2 の部分多様体X := {(z1, z2) | z1 + z2 + 1 = 0} を考える．LC : (C×)2 →
R2, (z1, z2) 7→ (− log |z1|C,− log |z2|C) に対して，アメーバ AX := LC(X)の形は，以下
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の左図のようになる．このとき，T := limρ→0 ρ ·AX は右図になる．

なお，
T = {(x1, 0) | x1 ≥ 0} ∪ {(0, x2) | x2 ≥ 0} ∪ {(x, x) | x ≤ 0} ⊆ R2

である．

系 1.5 において，T を (C×)n の部分代数多様体 X のトロピカル化とよぶ．また，定
理 1.3 において，X から C(t)（または，次項で説明する Puiseux 級数体 C{{t}}）上の
代数多様体が定まるが，T のその代数多様体のトロピカル化とよぶ．

1.2 多面体集合 T の記述
X を C× × (C×)n の部分代数多様体とする．この小節では，アメーバの極限として現
れる多面体集合 T（定理 1.3参照）を記述する．
C(t) で C上の有理関数体を，C((t)) で C 上の形式的 Laurent 級数体を表す．さらに，

K := C{{t}} :=
⋃
n≥1

C((t1/n))

とおく．K は代数的閉体で Puiseux 級数体とよばれる．K は次のような非アルキメデス
（乗法的）付値をもつ．

K = C{{t}} の零でない元 f は，

f = c1t
q1 + c2t

q2 + · · · (qi ∈ Qで q1 < q2 < · · ·，ci ∈ C で c1 6= 0)

と表される．このとき，
|f |K := exp(−q1)

とおく．また，K の零元 0 に対しては　 |0|K := 0 とおく．
| · |K は次の非アルキメデス（乗法的）付値の条件を確かに満たしている．
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(i) 任意の f ∈ K に対して，|f |K ≥ 0が成り立つ．また，等号成立は f = 0 のとき
のみである．

(ii) 任意の f, g ∈ K に対して，|fg|K = |f |K |g|K が成り立つ（乗法性）．
(iii) 任意の f, g ∈ K に対して，|f + g|K ≤ max{|f |K , |g|K}が成り立つ（強い三角不

等式）．

式 (1.1)と同様に，写像 LK : (K×)n → Rn を

(1.2) LK : (K×)n → Rn, (z1, . . . , zn) 7→ (− log |z1|K , . . . ,− log |zn|K),

で定める．ただし，| · |K は K の非アルキメデス付値である．
さて，X はC××(C×)n の部分代数多様体なので，fi ∈ C[t±][z±1 , . . . , z±n ]（1 ≤ i ≤ m）
が存在して，

X = V (f1, . . . , fm) := {(t, z) ∈ C× × (C×)n | f1(t, z) = · · · = fm(t, z) = 0}

と表される．体の埋め込み C[t±] ⊆ K := C{{t}} により，fi を K[z±1 , . . . , z
±
n ] の元とみ

なす．そして，
X := V (f1, . . . , fm) ⊂ (K×)n

とおく．

定義 1.7. X のトロピカル化 Trop(X) を，写像 LK によるX の像の（Rn のユークリッ
ド位相に関する）閉包として定める．すなわち，

Trop(X) := LK(X)

とおく．

定理 1.8 (定理 1.3 の続き). 定理 1.3 のアメーバの極限集合 T は，Trop(X) に他なら
ない．

例 1.9. 例 1.2の，C× × (C×)2 の部分多様体X := {(t, z1, z2) | z1 + z2 + t = 0} を考
える．このとき，K := C{{t}} とおくと，X = {(z1, z2) ∈ (K×)2 | z1 + z2 + t = 0} で
ある．LK(X) が何になるかを考えよう．(z1, z2) ∈ X を，付値によって，3 つの場合に
分ける．これらの場合でつくされていることも，下の議論から分かる．

(1) |z1|K > 1/e（eは自然対数の底）．
(2) |z1|K < 1/e．
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(3) |z1|K = 1/e かつ |z2|K ≤ 1/e．

(1) の場合は，強い三角不等式から，|z2|K = |z1 + t|K = |z1|K > 1/e になる．
− log |z1|K < 1 で，− log |z1|K ∈ Q である．よって，LK(X ∩場合 (1)) = {(a, a) | a ∈
Q, a < 1} になる．
(2) の場合は，強い三角不等式から，|z2|K = |z1 + t|K = |t|K = 1/e になる．
− log |z1|K > 1 で，− log |z1|K ∈ Q である．よって，LK(X ∩ 場合 (2)) = {(a, 1) |
a ∈ Q, a > 1} になる．
(3) の場合は，LK(X ∩場合 (3)) = {(1, a) | a ∈ Q, a ≥ 1} になる．
以上をまとめて，

Trop(X) := LK(X)

= {(x1, 1) ∈ R2 | x1 ≥ 1} ∪ {(1, x2) ∈ R2 | x2 ≥ 1} ∪ {(x, x) ∈ R2 | x ≤ 1}

となり，例 1.2の極限集合 T に確かに一致する（例 1.4参照）．

1.3 埋め込みトロピカル化
前項では Puiseux 級数体を考えたが，以下では代数閉の完備非アルキメデス付値体を
考える．また，前項ではアフィン代数多様体を考えたが，以下では射影代数多様体を考
える．
この項では，K は代数的閉な完備非アルキメデス付値体を表す．ただし，付値は自明で
はないとし，（乗法的）付値を | · |K で表す．
T := R ∪ {∞} とおき，T に加法 ⊕ := min と乗法 � := +（右辺は通常の +）の演算
を入れる．T をトロピカル半体（tropical semifield）とよぶ．T にはユークリッド位相を
入れておく．
トロピカル射影空間 TPn を

TPn :=
(
Tn+1 \ {(∞, . . . ,∞)}

)
/ ∼

で定める．ただし，a = (a0, . . . , an), b = (b0, . . . , bn) ∈ Tn+1 \ {(∞, . . . ,∞)} が a ∼ b

であるとは，ある c ∈ R = T \ {∞} が存在して，b0 = a0 + c, . . . , bn = an + c が成り立
つときにいう．TPn には商位相を入れておく．
トロピカル写像（tropicalization map）を

(1.3) trop : Pn(K)→ TPn, (x0 : · · · : xn) 7→ (− log |x0|K : · · · : − log |xn|K)
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で定める．
X を K 上で定義された射影代数多様体とする．

定義 1.10. X の射影空間 Pn への埋め込みを固定する．このとき，X の埋め込みトロ
ピカル化（embedded tropicalization）を，トロピカル写像 (1.3) による X(K) の像の
（TPn の位相に関する）閉包として定める．すなわち，

(1.4) Trop(X) := trop(X(K))

とおく．

1.4 骨格としてのトロピカル化
K を代数的閉な完備非アルキメデス付値体とする．ただし，付値は自明ではないとし，

（乗法的）付値を | · |K で表す．K の付値環を R := {x ∈ K | |x| ≤ 1}，R の極大イデア
ルを m := {x ∈ K | |x| < 1}，剰余体を k := R/m とおく．
X を K 上で定義された非特異な射影代数多様体とする．X は狭義半安定モデル

X → Spec(R) をもつと仮定する．すなわち，X は Spec(R) 上で射影的かつ平坦とし，
生成ファイバー XK := X ×Spec(R) Spec(K) はX と同型であり，X のザリスキー開集
合による開被覆 {U} で，各 U は R[x0, . . . , xd]/(x0x1 · · ·xr − t)（r と t ∈ mは U に依
存する）へのエタール射をもつとする．

Xs := X ×Spec(R) Spec(k) を狭義半安定モデル X の特殊ファイバーとする．Xs の
双対交叉複体（dual intersection complex）S(X ) を，X の狭義半安定モデル X から
決まる骨格（skeleton）とよぶ．

例 1.11. X が曲線のときを考える．X の狭義半安定モデル X → Spec(R) の特殊ファ
イバー Xs の形は下図のものとする．すなわち，Xs は 2 つの曲線 C1, C2 の和集合で，
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C1 と C2 は 2 箇所で交わっているとする．

　

C1 C2

p

p′

このとき，Xs の双対交叉複体は以下のようになる．なお，dimX = 1 なので， 双対
交叉複体は Xs の双対距離グラフである．
各既約成分 Ci に点 vi を対応させる．C1 と C2 は 2 箇所で交わっているので，その
交点を p, p′ とする．p のまわりで，X は R[x0, x1]/(x0x1 − t)（t ∈ m）で定義されて
いるとする．このとき，v1 と v2 を距離 − log |t|K の線分 Lp で結ぶ．同様に，p′ のま
わりで，X は R[x′0, x

′
1]/(x

′
0x

′
1 − t′)（t′ ∈ m）で定義されているとし，v1 と v2 を距離

− log |t′|K の別の線分 Lp′ で結ぶ．このようにしてできた距離グラフが Xs の双対距離
グラフで，骨格 S(X ) である．

v1 v2

Lp

Lp′

骨格 S(X ) の亜種を考えることもできる．X,X は上のものとし，H をX の水平な
（horizontal）因子とする．さらに，(X ,H)は狭義半安定対（strictly semistable pair）であ
ると仮定する．すなわち，エタール局所的に，(X ,H) はR[x0, . . . , xd]/(x0x1 · · ·xr− t)
（t ∈ m）の形をしており，H の各既約成分は自明であるか xj（r + 1 ≤ j ≤ d）で定義さ
れているとする．
このとき，S(X ,H) を Xs + H の双対交叉複体として定める．S(X ,H) を狭義半
安定対 (X ,H) から決まる骨格とよぶ．さらに， H から定まる S(X ,H) の 後退扇
（recession fan) を Υ で表す．
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例 1.12. X と X → Spec(R) を例 1.11のものとする．さらに，水平な因子 H は既約
で，特殊ファイバー Xs と下図のように交わっているとする．

　

C1 C2

H

　

p

p′

このとき，骨格 S(X ,H) は下の左図のようになる．例 1.11と比較して，加わった 2 本
の平行な半直線が H に対応している．骨格 S(X ,H) の 後退扇 Υ は，（半直線は平行な
ので）下の右図のように 1つ半直線になる．

v1 v2

Lp

Lp′

Υ

骨格 S(X ) と S(X ,H) は，X のモデルの取り方と水平な因子 H の取り方に依存し
ていることを強調しておく．

1.5 ベルコビッチ解析空間を用いた埋め込みトロピカル化と骨格
1.4項のように，K を代数的閉な完備非アルキメデス付値体とし，X は K 上で定義さ
れた非特異な射影代数多様体とする．仮定や記号は，1.4項のものを用いる．特に，K の
付値 | · |K は自明でない．
この項では，X に付随したベルコビッチ解析空間 Xan を導入し，1.3項のX の埋め込
みトロピカル化が Xan のトロピカル化に延長されること，および，1.4 項の骨格 S(X )

と S(X ,H) がベルコビッチ解析空間 Xan の中に実現されることを説明する．
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定義 1.13 (ベルコビッチ解析空間 [5]). X に付随するベルコビッチ解析空間 Xan は集合
として，

Xan :=

{
x := (p, | · |)

∣∣∣∣∣ p ∈ X (スキーム点)で，| · | は p の剰余体 κ(p) 上の
非アルキメデス付値で | · |K を拡張したもの

}
で与えられる．Xan には次の条件を満たす最弱の位相を入れる．任意の開集合 U ⊆ X

と任意の f ∈ OX(U) に対し，

(i) Uan は Xan の開集合である．
(ii) 写像 |f | : Uan → R, (p, | · |) 7→ |f(p)| は連続である．ただし，f(p) は自然な全射
OX,p → κ(p) による f の像である．

以下では，x = (p, | · |) に対して，|f(p)| を |f(x)| で表す．

例 1.14 (古典的な点（classical point）). x ∈ X(K) のとき，κ(x) = K である．した
がって，(x, | · |K) ∈ Xan になる．対応 x 7→ (x, | · |K) により，X(K) ⊆ Xan と見なせる．

(Pn)an のトロピカル化写像 trop を

(1.5) trop: (Pn)an → TPn, x = (p, | · |) 7→ (− log |X0(x)| : · · · : − log |Xn(x)|)

で定める．ただし，X0, . . . , Xn は Pn の座標関数である．
上の例 1.14 により，Pn(K) ⊆ (Pn)an とみなすとき，x = (x0 : · · · : xn) ∈ Pn(K) に
対して，|Xi(x)| = |xi|K である．よって，上のトロピカル化写像は，(1.3)のトロピカル
化写像

trop: Pn(K)→ TPn, (x0 : · · · : xn) 7→ (− log |x0|K : · · · : − log |xn|K)

の定義域を拡張したものに他ならない．

定理 1.15 (cf. [8]). X の射影空間 Pn への埋め込みを固定する．Xan は (Pn)an の部分
集合になるので，トロピカル化写像（式 (1.5)参照）による像 trop(Xan) が考えられる．
また，Trop(X)を X の埋め込みトロピカル化（式 (1.4)参照）とする．このとき，

Trop(X) = trop(Xan)

が成り立つ．

例 1.16 (シロフ点（Shilov point）). ξ で X の生成点を表す．このとき，κ(ξ) は X の
関数体 Rat(X) に他ならない．
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X → Spec(R) を，X の狭義半安定モデルとする．Xs を X の特殊ファイバーとし，
Zv (v ∈ V ) でXs の既約成分を表す．Xs の一つの既約成分 Zv をとり，Zv は局所的に
R[z]/(z − t)（t ∈ m）で定義されているとする．このとき，f 6= 0 ∈ Rat(X) に対して，
f = zag（a ∈ Z, g ∈ O×

X ,Zv
）と表し，|f |Zv = −a log |t|K と定める．また，|0|Zv = 0

と定める．すると，| · |Zv
は κ(ξ) = Rat(X) の非アルキメデス付値を与える．したがっ

て，v := (ξ, | · |Zv
) ∈ Xan は，Xan の点（シロフ点）を与える．

特殊ファイバー Xs の双対交叉複体 S(X ) において，Xs の既約成分 Zv は，S(X )

の点 v を定めたことを思い出そう．例 1.16 は，S(X ) の点 v が，Zv のシロフ点として，
ベルコビッチ解析空間 Xan の中に自然に実現されることを述べている．
例 1.16の記号を用いて，Aを添字集合 V の部分集合とし，S を⋂

v∈A Zv の連結成分と
する．エタール局所的に，X は S のまわりで，R[x0, . . . , xd]/(x0−t)（t ∈ m）で定義されて
いるとする．詳細は省くが，このとき，各 u ∈ {u = (uv) ∈ R#A

≥0 |
∑
v∈A uv = − log |t|K}

に対して，Rat(X) の付値 | · |u を定めることができる．そこで，

σS :=

{
(ξ, | · |u)

∣∣∣∣∣ u = (uv) ∈ R#A
≥0 ,

∑
v∈A

uv = − log |t|K

}
⊆ Xan

とおく．∆(X ) := {σS | A ⊆ V で，S は ⋂
v∈A Zv の連結成分 } とおく．∆(X ) は

S(X ) を Xan の部分集合とみなしたときの，S(X ) の多面体複体を与える．このよう
に，骨格 S(X ) はベルコビッチ解析空間 Xan の中に自然に実現されることが分かる．
同様に，狭義半安定対 (X ,H) に対しても，Xan の中に多面体複体 ∆(X ,H) が存在
して，∆(X ,H) は骨格 S(X ,H) のベルコビッチ解析空間 Xan の中への自然に実現を
与える．
以下では，骨格 S(X ) と S(X ,H) は，Xan の部分集合とみなす．

2 トロピカル化の諸相
この節では，トロピカル化のいくつかの例を挙げる．特に断りのない限り，K は代数的
閉な完備非アルキメデス付値体とする．ただし，K の付値 | · |K は自明ではないとする．
R は K の付値環，m は R の極大イデアル，k := R/m は剰余体を表す．
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2.1 骨格から埋め込みトロピカル化への写像と忠実トロピカル化
X を K 上で定義された非特異な射影代数多様体，(X ,H) を狭義半安定対とする．

S(X ,H) ⊆ Xan を (X ,H)から定まる骨格とする．
ϕ : X → Pn を射とする．前節では，ϕ が埋め込みのときを考えたが，ここでは，少し
弱めて ϕ は射という条件だけでよい．
ϕ は解析空間の射 ϕan : Xan → (Pn)an を誘導する．トロピカル化写像 trop: Xan →

TPn との合成を考え，さらに，定義域を S(X ,H) に制限すると，写像

trop ◦ϕan|S(X ,H) : S(X ,H)→ TPn

を得る．ϕ が埋め込み X ↪→ Pn のときは，(trop ◦ϕan)(Xan) = Trop(X) であったから，
上の写像は，骨格から埋め込みトロピカル化への写像

S(X ,H)→ Trop(X)

を与える．
詳しくは述べないが，S(X ,H) と Trop(X) の両方に自然な整構造が入っている．

定義 2.1 (忠実トロピカル化). ϕ : X → Pn を射とする． trop ◦ϕan|S(X ,H) が像へ
の同相写像で，整構造を保つとき， trop ◦ϕan|S(X ,H) を忠実トロピカル化（faithful

tropicalization）とよぶ．

定理 2.2 (Mikhalkin [17], . . ., Baker–Payne–Rabinoff [2], Gubler–Rabinoff–Werner

[9]). X を K 上で定義された非特異な射影代数多様体，(X ,H) を狭義半安定対とす
る．S(X ,H) を Xan の骨格とする．このとき，f0, . . . , fn ∈ Rat(X) が存在して，射
ϕ = (f0 : . . . : fn) : X → Pn に対して

trop ◦ϕan|S(X ,H) : S(X ,H)→ TPn

は忠実トロピカル化を与える．

定理 2.2 の例を与えよう．

例 2.3 (忠実トロピカル化の例（Mikhalkin [17], Katz–Markwig–Markwig [11]）). X を
K 上で定義された乗法的（multiplicative）還元をもつ楕円曲線とする．このとき，X の
P2 への埋め込み X ↪→ P2 が存在して，Trop(X) ⊆ TP2 は長さ − log |j(X)|K のサイク
ルを含む．ただし，j(X) は X の j 不変量である．
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2.1.1 忠実トロピカル化と非常に豊富な因子
忠実トロピカル化を，代数幾何における非常に豊富な因子による埋め込みと対比させ
よう．
以下は，代数幾何における古典的な定理である．定理 2.4 では，K は代数閉体とする

（付値体とは仮定しない）．

定理 2.4. (1) X を種数 g が 2 以上のK 上で定義された非特異な射影曲線とする．L
は X 上の直線束で deg(L) ≥ 2g + 1 をみたすとする．このとき，L の大域切断
s0, . . . , sn ∈ H0(X,L) が存在して，ϕ = (s0 : . . . : sn) : X → Pn は X の Pn へ
の埋め込みを与える．

(2)（Lefshetz）A を次元が g のK 上で定義されたアーベル多様体とする．L は A 上
の直線束で豊富とする．このとき，L⊗3 の大域切断 s0, . . . , sn ∈ H0(X,L⊗3) が
存在して，ϕ = (s0 : . . . : sn) : A→ Pn は A の Pn への埋め込みを与える．

(3) A を K 上で定義された主偏極アーベル曲面とし，A の定義体の標数は 2 ではな
いとする．L は主偏極を与える A 上の対称な直線束とする．このとき，L⊗2 の
大域切断 s0, . . . , s3 ∈ H0(X,L⊗2) が存在して，ϕ = (s0 : . . . : s3) : A → P3 は
A/〈−1〉 の P3 への埋め込みを与える．

次は，直線束の大域切断による忠実トロピカル化の結果である．定理 2.5では，今まで
通りK は代数的閉な完備非アルキメデス付値体とする．

定理 2.5 (K–Yamaki [12, 13, 14]). (1) X を種数 g が 2 以上の K 上で定義された
非特異な射影曲線とする．(X ,H) を X の狭義半安定対とする．L は X 上の直
線束で deg(L) ≥ 3g − 1 をみたすとする．このとき，L の大域切断 s0, . . . , sn ∈
H0(X,L) が存在して，trop ◦ϕan|S(X ,H) : S(X ,H)→ TPn は骨格 S(X ,H)の
忠実トロピカル化を与える．ただし，ϕ = (s0 : . . . : sn) である．

(2) A を次元が g の K 上で定義されたアーベル多様体とする．Σ を A の標準骨格
（2.3項で説明する）とする．L は A 上の直線束で豊富とする．このとき，g のみ
による定数 C(g) が存在し，L⊗C(g) の大域切断 s0, . . . , sn ∈ H0(X,L⊗C(g)) が存
在して， trop ◦ϕan|Σ : Σ → TPn は標準骨格 Σ の忠実トロピカル化を与える．た
だし，ϕ = (s0 : . . . : sn) である．

(3) A をK 上で定義された総退化な（2.3項で説明する）主偏極アーベル曲面とし，剰
余体 k の標数は 2 ではないとする．Σ′ ⊆ (A/〈−1〉)an を A/〈−1〉 の標準骨格とす
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る．L は主偏極を与える A 上の対称な直線束とする．このとき，L⊗2 の大域切断
s0, . . . , s3 ∈ H0(X,L⊗2) が存在して， trop ◦ψan|Σ′ : Σ′ → TP3 は 標準骨格 Σ′

の忠実トロピカル化を与える．ただし，ψ : A/〈−1〉 → P3 は ϕ = (s0 : . . . : s3) が
誘導する射である．

2.2 関数体のトロピカル化
X を K 上で定義された非特異な射影代数多様体とする．X を X の狭義半安定モデ
ル，H を X の水平な因子で，(X ,H) が狭義半安定対であると仮定する．このとき，1.5
項のように，S(X ,H) ↪→ Xan が得られる．
Rat(X) で X の関数体を表す．また， PL(S(X ,H)) で S(X ,H)上に定義された区
分的アフィン関数全体のなす空間を表す．

定義 2.6. 写像

trop: Rat(X)→ PL(S(X ,H)), f 7→ (− log |f |)|S(X ,H)

を関数体のトロピカル化（tropicalization of the function field）とよぶ．

Γval := {log |α|K | α ∈ K×} を K の付値群とする．Rn 上で定義された関数 F が，
整 Γval アフィン（integral Γval-affine）であるとは，a1, . . . , an ∈ Z and b ∈ Γval が存在
して，

F (x) = a1x1 + · · ·+ anxn + b

と表されるときにいう．

定義 2.7. PL(S(X ,H)) の中で，

Rat(S(X ,H))

:=


F ∈ PL(S(X ,H))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S(X ,H)の細分で S(X ,H)と同じ後退扇 Υ

をもつものが存在して，細分の各面上で F は
整 Γval アフィン写像の制限であり，さらに，
Υの任意の平行な ray に対して，それぞれの
ray に沿った F の無限大の近くの傾きは同じである


∪ {∞}

とおく．

定理 2.8 (Amini–K–Song [1]). K は離散付値体の代数閉体とする．
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(1) トロピカル化写像 trop: Rat(X) → PL(S(X ,H)) の像は Rat(S(X ,H))に一致
する．言い換えれば，

trop: Rat(X)→ Rat(S(X ,H))

は全射である．
(2) Rat(S(X ,H)) は TQ := Q ∪ {∞} 上の半体として有限生成である．

注意 2.9. 定理 2.8 (1) は Baker–Rabinoff [3] の次元 1 の結果を一般次元に一般化して
いる．定理 2.8 (2) は Ducros–Hrushovski–Loeser–Ye [7] の結果の離散付値体（の代数
閉包）の場合の別証明を与えている．

(1) の証明の概略を述べる．

• Φ ∈ Rat(S(X ,H)) を任意にとる．簡単のため，各 τ ∈ ∆(X ,H) 上で，Φ は面
ごとにアフィン（facewise affine）と仮定する．

• 各 τ ∈ ∆(X ,H) に対して，2 つの関数 fτ , gτ ∈ Rat(X ) = Rat(X) で，「正反
対」の性質をもつものを構成する．

• 最初の関数 fτ ∈ Rat(X ) = Rat(X) は以下をみたす．
(i) trop(fτ )|τ ≡ 0;

(ii) 任意の η ∈ ∆(X ,H) に対して， trop(fτ )|η\τ > 0 である．さらに，η ∈
∆(X ,H) が η � τ をみたすとき，η \ τ の任意の ray に沿って，trop(fτ )|η\τ
の傾きは正である．

大雑把にいって，fτ ∈ Rat(X) は τ に対応する生成点で零でなく，τ と無関係な
既約成分で fτ は零になるような関数である．

• 2つ目の関数 gτ ∈ Rat(X ) = Rat(X) は 以下をみたす．
trop(gτ )|τ = Φ|τ .

τ ∈ ∆(X ) のときを考えよう．τ は ⋂
v∈A Zv の連結成分に対応しているとする．

ここで，Zv は特殊ファイバー Xs の既約成分である．Φ|τ = cτ +
∑
v∈A avuv

のとき，大雑把にいって，gτ = γτ
∏
v∈A z

av
v （zv は Zv を定義しているとし，

− log |γτ |K = cτ）とおけばよい．
• これら 2 つの関数 fτ , gτ ∈ Rat(X ) = Rat(X) に対して，係数 βτ ∈ R× と 整数
Nτ � 1 を適当にとって，

φ :=
∑

τ∈∆(X ,H)

βτf
Nτ
τ gτ ∈ Rat(X ) = Rat(X),
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とおけば，trop(φ) = Φ になる．

(2) の証明の概略を述べる．

• S(X ,H) を適当な RN に整構造を保って埋め込む．

• Σ ⊆ RN を S(X ,H) の像とし，Σ を台にもつ多面体複体 C をとる．
• 任意の F ∈ Rat(S(X ,H)) をとり，F を Σ上の関数とみる．必要なら C の細分
をとることにより，F は C の各面で整 Q アフィン関数と仮定してよい．

• Σ の適当な近似を考えることにより，C を RN 全体を台にもつ多面体複体 Ĉ に拡
張する．F : Σ→ R の拡張 F̂ : RN → R で，F̂ は Ĉ の各面で（必ずしも整とは限
らない）Q アフィン関数になるものをとる．

• RN 上の狭義凸関数 H1,H2 で，Ĉ の各面で Q アフィン関数になるものが存在し
て，F̂ = H1 −H2 と表すことができる．

• 各面 σ ∈ Ĉ に対して, RN 上の Q アフィン関数 Liσ を， (Hi − Liσ)|σ = 0 かつ，
任意の η � σ に対して， (Hi − Liσ)|η\σ > 0となるものをとる．

• このとき，Σ = |C| 上で

F = max
σ
{L1σ|Σ} −max

σ
{L2σ|Σ}

となる．C の面 σ 上では，Liσ は整 Q アフィン関数なので，F は，座標関数
X1, . . . , XN で生成される TQ 上の半体に含まれる．よって，Rat(Σ) は，TQ 上
座標関数 X1, . . . , XN で生成される．したがって，Rat(S(X ,H)) も TQ 上有限
生成である．

定理 2.8は，定理 2.2（忠実トロピカル化）の別証明（ただし，K は離散付値体の代数
閉包と仮定する）を与える．

系 2.10. K は離散付値体の代数閉包と仮定する．X を K 上で定義された非特異な射影
代数多様体，(X ,H) を狭義半安定対とする．S(X ,H) を Xan の骨格とする．このと
き，f0, . . . , fn ∈ Rat(X) が存在して，射 ϕ = (f0 : . . . : fn) : X → Pn に対して

trop ◦ϕan|S(X ,H) : S(X ,H)→ TPn

は忠実トロピカル化を与える．

Proof. 上のように ι : S(X ,H) ↪→ RN を整構造を保った埋め込みとし， Fi = ι∗(Xi) ∈
Rat(S(X ,H)) とおく．定理 2.8 (1) により，trop(fi) = Fi となる fi ∈ Rat(X) をと
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る．f0 = 1 とおき，必要ならば，ϕ = (f0, . . . , fn) が射になるように，fi（i ≥ N）をと
る．このとき，ϕ = (f0, . . . , fn) が題意をみたす．

2.3 アーベル多様体のトロピカル化
2.3.1 トロピカルアーベル多様体
g を正の整数とし，M ∼= Zg を階数 gの自由 Z加群とする．N := Hom(M,Z) とおき，
〈·, ·〉 :MR ×NR → R を自然なペアリングとする．M ′ を NR := N ⊗Z R の格子とする．

定義 2.11. 商 X = NR/M
′ を次元が g の 整構造付き実トーラス（（real torus with

integral structure）とよぶ．ただし，X の整構造は NR の格子 N から定める．

定義 2.12 (偏極). X = NR/M
′ を次元が g の整構造付き実トーラスとする．対称な R

双線形形式
Q : NR ×NR → R

が X の偏極（polarization）を定めるとは，以下の条件をみたすときにいう．

• Q は正定値である．
• Q は M ′ ×N 上整である．すなわち，Q(M ′ ×N) ⊆ Z が成り立つ．

定義 2.13 (トロピカルアーベル多様体). 整構造付き実トーラス X が トロピカルアーベ
ル多様体（tropical abelian variety）であるとは， X に偏極が存在するときにいう．

「トロピカルアーベル多様体」という名前は，おそらく，Mikhalkin–Zharkov [18] によ
る．しかし，この名前でよばれるよりもずっと以前から，アーベル多様体の退化の研究
（Mumford [19, Proposition 6.7] など）で，トロピカルアーベル多様体は登場している．

2.3.2 総退化なアーベル多様体
A をK 上で定義された次元が g のアーベル多様体とする．
p : Ean → Aan を位相空間 Aan の普遍被覆（universal covering）とする．Raynaud

[20] と Bosch–Lütkebohmert [6] により，Ean は群スキーム E に付随するベルコビッチ
解析空間であり，完全列

0→ T → E → B → 0,

0→M ′ → Ean → Aan → 0
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が存在する．ここで，T := Spec(K[χM ]) は階数有限の Z 自由加群M を指標格子とす
る代数トーラスであり，B は良還元をもつアーベル多様体，M ′ は Ean の格子である.

定義 2.14. B = 0 のとき，A は総退化（totally degenerate）という.

2.3.3 総退化なアーベル多様体からトロピカルアーベル多様体へのトロピカル化
A を次元が g のK 上で定義された総退化なアーベル多様体とする．このとき，アーベ
ル群の完全列

0→M ′ → T an → Aan → 0

が存在する．ここで，T := Spec(K[χM ]) は階数 g の Z 自由加群 M を指標格子とする
代数トーラスである．
N = HomZ(M,Z) とおき，NR = N ⊗Z R とおく．このとき，写像 trop: T an → NR

を，
〈u, trop(t)〉 = − log |χu(t)|, (u ∈M, t ∈ T an).

が成り立つように定められ，次の可換図式を得る．

(2.1)

0 −−−−→ M ′ −−−−→ T an −−−−→ Aan −−−−→ 0∥∥∥ ytrop

ytrop

0 −−−−→ M ′ −−−−→ NR −−−−→ X := NR/M
′ −−−−→ 0

このとき，X := NR/M
′ は次元が g のトロピカルアーベル多様体になり，trop: Aan →

X は，総退化なアーベル多様体 A（に付随するベルコビッチ解析空間）からトロピカル
アーベル多様体 X へのトロピカル化を与える．

2.3.4 標準骨格
可換図式 (2.1) において，任意の v ∈ NR に対し，写像 σT (v) : K[χM ]→ R≥0 を

σT (v) :
∑
u∈M

auχ
u 7→ max

u∈M

{
|au|K e−⟨u,v⟩

}
で定めることができる．σT (v) は K[χM ] の非アルキメデス（乗法的）付値を与えるの
で，σT (v) ∈ T an となる．この対応 v 7→ σT (v) により，トロピカル化写像 trop: T an →
NR の切断 σT : NR → T an を得る．σT はトロピカル化写像 trop: Aan → X の切断
σX : X → Aan を誘導する．σX による X の像を，Aan の標準骨格（canonical skeleton）
とよぶ．
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2.3.5 準同形，持ち上げなど
アーベル多様体の準同形のトロピカル化や，トロピカルアーベル多様体の性質，持ち上
げなどについて，[15]の結果を述べる．

定理 2.15 (トロピカル・ポアンカレ完全可約性定理). X をトロピカルアーベル多様体，
Y を X のトロピカルアーベル部分多様体とする．このとき，X のトロピカルアーベル
部分多様体 Z が存在して，Y ∩ Z は有限集合であり， Y + Z = X となる．言い換えれ
ば，X は Y × Z と同種（isogenous）である．

系 2.16. X をトロピカルアーベル多様体とする．このとき，X は単純な（simple）トロ
ピカルアーベル多様体の積 Xn1

1 × · · · ×X
nk

k と同種になる．ここで，Xi と Xj（i 6= j）
は同種ではない．さらに，Di := EndQ(Xi) は Q上有限次元の斜体であり，Mni(Di) を
Di 上の ni × ni の行列環とするとき，

EndQ(X) ∼=Mn1
(D1)× · · · ×Mnk

(Dk)

となる．

A を K 上で定義された総退化なアーベル多様体とする．Atrop := Σ で標準骨格を表
す．Atrop はトロピカルアーベル多様体である．

命題 2.17 (準同形のトロピカル化). A の準同形写像 f : A → A は，トロピカルアーベ
ル多様体 Atrop の準同形写像 f trop : Atrop → Atrop を誘導する．さらに，

ρ : End(A)→ End(Atrop), f 7→ f trop

は単射である．

注意 2.18. ρ は一般には全射ではない．

Γval := {− log |α|K | α ∈ K×} は付値群であった．トロピカルアーベル多様体
X = NR/M

′ に対して，M ′ ⊆ N ⊗Z Γval のとき，X は Γval 上で定義されているという．

命題 2.19. X を Γval 上で定義されたトロピカルアーベル多様体とする．このとき，K
上で定義された総退化なアーベル多様体 A が存在して，Atrop は X と同型になる．

命題 2.20. X を Γval 上で定義されたトロピカルアーベル多様体とし，X ∼ Xn1
1 × · · · ×

Xnk

k を系 2.16 の分解とする．このとき，K 上に定義された総退化なアーベル多様体
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A,Ai で，それぞれ X,Xi の持ち上げであるものが存在して，Ai は単純であり，Ai と
Aj（i 6= j）は同種でなく，A ∼ An1

1 × · · · × A
nk

k となるものが存在する．
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