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概要

先行研究として、 [3]では凸集合の族をノルム空間に埋め込む手法が提案されており、［4]では

区間の族の次元と基底が示されている。しかしながら、凸集合や区間の族を内積空間に埋め込む

研究は過去されていない。本論文では [2]において示した区間の族をベクトル空間に埋め込み、

その上に内積を定義する手法を紹介する。また、これまでの区間解析と同様に、内積で表現され

る値の取りうる範囲について考察する。

1 屈n上の区間

任意の a=(a1,a2, •••,an)久 b= (b1, b2,・・・，加）TE町に対して、罠n上の二項関係を次のよう

に定義する。

a;£ b旱 ai;£ bi,'vi E {1, 2, • • ・, n} 

また、区間 [a,b]を次のように定義する。

n 

[a,b] := {x E恥nI a;£ x ;£ b} = IT[aふ l
i=l 

そして、 M をRn上のすべての区間の族とし，次のように定義する。

M = {[a, b] I a~ b} 

M 上で和と非負スカラー積を次のように定義する。

[a, b] + [c, d] = [a+ c, b + d], t[a, b] = [ta, tb] (t ~ 0) 

2 艮nの区間が埋め込まれたヒルベルト空間

この節では、まず [3]で提案された手法を用いて、区間の族をベクトル空間に埋め込む手法を紹介

する。さらに、恥2nという実数ベクトル空間上における内積の性質について詳細に検討を行い、その
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性質を活用して埋め込んだ集合上に新たな内積を定義する。

2.1 町の区間が埋め込まれたベクトル空間

M 上に～で表記される同値関係を次のように定義する。

([a, b], [c, d])~([a', b'], [c', d'])⇔ { [_-de□[,’--de', 
そして、 ([a,b], [c, d])が属する同値類を次のように定義する。

[a, b] 8 [c, d] := {([a', b'], [c', d']) E M2 I ([a, b], [c, d])~([a', b'], [c', d'])} 

この表記を用いて～による M2の商集合Nを次のように定義する。

N=Mツ～＝｛［a,b] 8 [c, d] I [a, b], [c, d] E M} 

N上の和、スカラー積、次のように定義する。

[a, b] e [c, d] + [a', b'] e [c', d'] :=[a+ a', b + b'] e [c + c', d + d'] 

入([a,b] e [c, d]) := { f ~図：り心l>.~,[入-d」a, —入b] ~三閲

2.2 艮2n上の内積

ここで茫上の内積について観察する。

S,T,U,Vをnxn正方行列とし、 2nx 2n正則行列 PをP=(: :)とする。

a, b, a', b'E 町に対して、〈•,•〉p:屈2n X艮2n→屈を次のように定義する。

〈（~)'に）〉：＝〈Sa+Tb,Sa'+Tb'〉+〈Ua + Vb, U a'+ Vb'〉
p 

ただし、右辺の〈•,•〉は記上の内積を表している。この屈2n 上の関数に関して以下の結果が得ら

れた [2]。

命題 2.1.[2, Proposition 3.1] 関数〈•,•〉pしま艮2n 上の内積である

命題 2.2.[2, Proposition 3.2]賊2n上の任意の内積は賊上のある 2nx 2n正則行列 Pの形で表現

できる。

例 2.3.S = V = I, T = U = 0のとき，〈（：），じ）〉 ＝〈a,a'〉+〈b,b'〉は茫上の標準内積
p 

である。

また S= V = I, U = -I, T = 0のとき，〈（：），じ）〉＝〈a,a'〉+〈b-a, b'-a'〉は茫上
p 

の標準内積とは別の内積である。
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2.3 N上の内積と次元

先ほど観察した匝2n上の内積を用いてN上の内積を定義する。

〈(:)'(:))を茫上の内積とする。 [a,b] 8 [c, d], [a', b'] e [c', d'] ENに対して、炉から恥

への閲数を

〈[a,b] 8 [c, d], [a', b'] 8 [c', d']〉：＝〈（口）＇（：／二）），
と定義する。以下の定理が論文[2]で得られた主結果である。

定理 2.4.[2, Theorem 3.5]上で定義した関数はwell-definedであり、 N上の内積となる

定理 2.5.[2, Theorem 3.6] Nの次元は 2nであり、 Nはヒルベルト空間である

3 応用例

今回の手法を区間線形計画問題に応用する。次の区間線形計画問題を考える。

(Po) { ~闘：言。悶＇;~〉；；；； bt, i = 1, 2,..., m 
X=［笙，豆］ EM,

ただし C=[£，で］ EM,ai = [Qぃ西]E M, i = 1, 2,..., m, b E屈m である。数理計画問題の係数

に誤差が含まれるのは自然なことであり、区間はその誤差の動く範囲を表すことができる。ここで，

上記の関数〈•,•〉 :M2 →罠は茫上の任意の内積〈（：）＇（：）〉によって次のように与える。
〈c,x〉=〈(~),に）〉·

問題 (Po)の代わりにヒルベルト空間N上の線形計画問題

(P) {二1Zょ：二°り:X0ex：＼こ bi9
xex'EN, 

i = 1,2,...,m, 

を解くことを考える。〈C80,x8 X'〉=〈(:)'（：二）〉であることと x'=[0,0]のとき

〈c,x〉と等しくなることから問題（P)は問題 (Po)の一種の緩和問題となっている。したがって問題

(Po)の最適値 val(P0)は問題（P)の最適値 val(P)以下となる。また， xex'が問題（P)の解であ

り辺一旦＇こ豆ー百＇であるとき［互一互＇，歪ー百＇］は問題 (Po)の解である。

次に問題 (P)を双対性によって特徴づける。問題(P)の制約は、有限個のアフィン関数の不等式で

表現されるため、 FarkasMinkowskiという制約想定をみたす（詳しくは［1]を参照されたい）。した
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がって、問題（P)の最適値は次のように変形できる。

val(P) = sup{〈ceO,xe X'〉|〈aie O,x e X'>~ bi'X  e x'E N} 

= -inf{〈-ceO,xe X'〉|〈aie O,x e X'>~ bi'X  e x'E N} 
m 

＝―閃塁ょ{〈-ceO,xex＇〉＋とい〈 aieo,xex'〉ーい｝
i=l 

=―言よ以{〈(-c十皇）eo,xex') —言叶
m 

任意の Yi~ 0に対してーc+どYiai=J 0のとき、 val(P)= +ooとなる。そうでなければ、
i=l 

m m 

val(P) = - m~ ーと砧＝ min と砂＝val(D).
Yiこ0 i=1 疇 0 i=1 
m - - m 

~ y;a;=c 冗y;a;=c
i=1 1=1 

ただし val(D)は次の線形計画問題の最適値である。

(D) {二：lZte0:こ:〉;:~/~ 1, 2,..., m, 
例 3.1.次の区間線形計画問題 (Po)を考える。
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4 従来の区間解析との関連

最後に、今回定義した区間上の内積と従来の区間解析と関連性について考察する。

例 4.1.関数f(x)= x2 -2xの値域を区間［0.9,1.1]で評価する問題を考える。従来の区間演算の

定義に従って計算すると、

[0.9, 1.1 ]2 -2 x [0.9, 1.1] = [0.81, 1.21] -[1.8, 2.2] = [-1.39, -0.59] 

のようになるが、真の像は、

{f(x) Ix E [0.9, 1.1]} = [-1, -0.99] 

であり計算された区間は真の幅を含むものの区間幅が極端に広くなっている。ここでの区間演算の

方法については [5] などを参照されたい。上の関数は企— 2x = x(x -2)と変形して評価すれば

[-1.21, -0.81]といくらか改善され、 x2 -2x = (x -1)2 -1とすれば真の像が得られる。この例の

ように区間演算においては数学的に同値な式でも計算の順序で大きく結果が異なる場合があり、注意

が必要である。

同様の問題を今回定義した演算方法で計算を行う。今回定義した内積を用いると呼— 2x = 

(x-2)(x-O)であることと、 2= [2, 2], 0 = [O, 0]であることから、 x2-2xは〈x8 [2, 2], x 8 [O, 0]〉

と表現することができる。この式を用いて X= [0.9, 1.1]のときの値域を評価する。

〈[0.9,1.1] 8 [2, 2], [0.9, 1.1] 8 [0, 0] 〉=〈 G:i二：）＇（~:i)〉＝〈（こぷ~)'(~:i)〉
ここで、命題2.1で観察した艮2n上の内積

〈（~)'じ））：＝〈Sa+Tb, Sa'+ Tb'〉+〈Ua+Vb,Ua'+ Vb'〉 （＊） 

について考える。今同は（:) =（口贔）＇（：：） ＝ （言）として内積の値を考えるため、

a=-b',b=-a'として（＊）を変形する。また、 a,b,a',b'E賊のため、 nxn正方行列 S,T,U,Vは

実数となる。そのため、 s,t,u,vElRを用いて s= s, T = t, u = u, V = V と表記する。このとき、

〈（~)'（口:))=〈sa+ tb, -sb -ta〉+〈ua+ vb, -ub -va〉
= ab(-s2 -記-t2-茫） ＋（st+ uv)(-a2 -ザ）

= ab{(s + t戸＋ （u+v)2 -2st-2uv} + (st+uv)(-a2 -ザ） （＊＊） 

となる。この値の動く範囲を考察したいのだが、 s,t, u, Vは、 [a,bl, [a', b']という区間が一元の場合、

すなわち、 a=b,a'= b'のときに制限する必要がある。このとき、

〈（:)'い）〉＝〈sa+ ta, sa'+ ta'〉+〈ua+va,ua'+va'〉
=aa’（託＋訴＋t2+侶＋2st+ 2uv) 

= aa'{(s +t戸＋ （u+v)外
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従って、 (s+ t戸＋（u+v戸＝ 1のときに、一元からなる区間の内積は、沢上の標準内積と一致する。

よってこれ以降 (s+ t戸＋ （u+v戸＝ 1を仮定し、（＊＊）に代入すると、

-ab+ (st+ uv)(2ab -a2 -ザ)= -ab -(st+ uv)(a -b)2 

となる。ここでは（:)=（口~:~)であるため、 ab = 0.99, (a -b戸＝0.04である。また、 st+uv
の範囲について、以下が得られる。

{ st + uv I sv -tuヂ0,(s + t戸＋ （u+v戸＝ l}E(-oo,i)

実際、 (s+ t戸＋ （u+v戸＝ 1より s+ t = cos 0, u + v = sin 0(0 ~ 0 < 21r)と置くことができ、

st+ uv = s(cos0 -s) + u(sin0 -u) 

=-(s-~戸ー (u-sin0戸＋ cos2 0 + sin2 0 
2 2 4 

= i 

が導かれる。しかし、 st+UV=』を満たす s,t,u,v は存在しない。もし存在するならば、 S=~

かつ u＝喘であるため、 s=tかつ U=Vが示されるが、これは sv-tuヂ0を満たさない。

ここで、行列（： ：）のフロベニウスノルムが1以下、すなわち s2＋柱＋佐＋v2~ 1という比
較的自然な仮定を加えることで、 (s+ t戸＋ （u+v戸＝ 1より st+uv~ 0が得られる。また、この

不等式において等号が必要であることはs=v＝占，t=u=Oのとき、 s2+ t2＋研＋茫＝ 1かつ

st+ UV= 0を満たすことから判る。以上のことから

{ st + uv I sv -tuヂ0,(s + t戸＋ （u+v戸＝ 1，好＋t2＋砧＋v2~ 1} E [0, ~) 
4 

となる。これより、〈（口悶）＇（］］）〉 E(ー1,-0.99]となり従来の区間解析の手法で求められる

真の像に近い範囲が求められる。このことより、本論文で定義した区間上の内積と従来の区間解析の

演算方法には深い関わりがあると考えられる。また、従来の区間浪算においては数学的に同値な式で

も計算の順序で大きく結果が異なる場合があったが、区間上の内積を用いるとどのような表現をした

場合にも同じ値が出ると予想できる。実際、

〈［戸］ 8[2,2],［盆，豆］ 8[0,0]〉＝〈（：□:），に））
＝〈（：口］）＋ （口］）＇（塁□i)+ (i)) 
＝〈（ニロ］）＇（二こ］）〉＋〈（こ］）＇（］））
＝〈［五，x]e [1, 1]，［五，万le[1, 1]〉-1 

である。最後の内積は元の関数の (x-1)2 -1に対応している。
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また一般に、関数f(x)=丑-bx(b > 0)の値域を区間 [c-d,c + d]で評価する問題につい

て考察する。 x2-bxを今回定義した内積を用いて表現すると〈x8 [b, b], x 8 [O, 0]〉となる。ここ

で、 sv-tuヂ0,(s + t戸＋ （u + v)2 = l, s2＋柱＋研＋v2~ 1の条件の下、先ほどの内積を変

形する。 (s+ t戸＋ （u+v戸＝ 1より s+ t = cos 0, u + v = sin 0(0 ~ 0 < 21r)であり、これを用

いて茫＋柱＋研＋v2~ 1を変形すると (sーがcos0戸＋ （Uーがsin0)2~』を得る。そのため、

r E [O, 1],ゆE[O, 21r) を用いて s ーがos0=~COS 心， u- 占 sin0 =~sin心と表す。これらを用い

てf(x)=〈x8 [b, b], x 8 [O, 0]〉を変形すると

f(x) =〈x8 [b, b], x 8 [O, 0]〉

＝〈（：口ぶ），じ））
l b r2 
＝ー（旦＋歪）2_ー（五＋歪） ＋ー（王ーが＋孔（王ー百）（五＋歪— b)cos(0ー心）
4 2 4 2 

となる。先ほどの例は、ェ十予— b = 0.9+1.1-2 = 0となる特殊な例である。ェ＋テーb-/c 0の場合は

←に一万戸＋5（星ーで）（五十万一b)cos(0 ―心）の最大•最小を考察することにより〈x 8 [b, b], x 8 [O, 0]〉
の範囲を評価することができる。
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