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あらま し オンライ ングラフ探索問題 における目的は,探 索者が未知のグラフの全ての頂点を訪問す ることによ りグ

ラフ構造 を調査 し,最 後に出発点に戻ることである.あ る辺の存在 ならび にその長 さは,探 索者がその端点を訪れ る

まで未知である.目 的達成 に要 した総移動距離を探索者 のコス トとして定める.探 索対象を平面 グラフとす る場合,

16競 合 のアル ゴリズムが知 られている.朝 廣 らは,探 索対象 をサイ クル グラフとす る場合において,1.5競 合のアル

ゴリズムを与えるとともに,(1.25一 の競合のアル ゴリズムは存在 しない ことを示 した(こ こでEは 任意の正定数であ

る).本 稿では,サ イクルグラフに対する最適なオンラインアル ゴリズムを与える.す なわち,2(鯉1.366)競 合の

アル ゴリズムを与えるとともに,(1+～ 原 一E2)競合のアル ゴリズムは存在 しないことを証明する(上 記 と同様,Eは 任

意の正定数である).
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AbstractThepurposeoftheonlinegraphexplorationproblemistovisitallthenodesofagivengraphandcome

backtothestartingnodewiththeminimumtotaltraversecost.However,unliketheclassicaltravelingsalesperson

problem,informationofthegraphisgivenonline.Whenanonlinealgorithm(calledasearcher)visitsanodev,

thenitlearnsinformationonnodesandedgesadjacenttov.Itisknownthatthereisa16-competitiveonline

algorithmforplanergraphs.Recently,Asahiroetal.consideredthisproblemoncyclesandprovedthatthereisa

1.5-competitiveonlinealgorithm,whilenoonlinealgorithmcanbe(1.25‐E)-competitiveforanypositiveconsta.tit

E.lnthi･p･p･･,w･giv･an･ptimal･nlin･alg･･ithmfo･thi･p･･bl･m;nam･ly,w･givea1ヂ(N1.366)-c･mp･titiv･

algorithm,andprovethatthereisno(1+2‐E)-competitivealgorithmforanypositiveconstantE.
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1.は じ め に

巡回セールスマン問題(TravellingSalesmanProblem,TSP)

[12]に お ける 目標は,与 えられたグラフ中の全ての頂点を訪問

したのちに出発点に帰 って くる経路の うちで,コ ス ト最小の も

のを見つけることである.こ の際のコス トは,経 路中に含 まれ

る辺 に付 与された重みの総和で定義する.TSPがNP困 難 で

あることは広 く知 られてお り,ヒ ュー リステ ィクスや近似アル

ゴリズムなどに対す る研究が盛んに行われている.TSPの 応 用

としては,配 送業者が集荷な らびに配達を行 う際の経路決･定や,

LSIの 配線に用い るロボ ッ トのアームの動作 コス トの最小化 と

いった実用的な問題が挙げ られる.
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TSPに お いては,グ ラフに関する全ての情報が巡回開始時点

ですでに巡回者 に与えられている.し か し,実 世界の応用のな

かには,ア ル ゴリズムが実際にある場所 を訪れるまでその領域

に関す る情報は未知であ り,訪 れた場所付近の局地的な情報が

逐次的に 与えられ る,と い うモデルが妥当 と考えられ るものが

ある.こ うした問題 は探索問題や地図作成問題 として知 られて

お り,[11]に お いて無 向枝重み付 きグラフ上 でのオンライ ン問

題 として次のよ うに定式化 されている.初 期状態では探索者は

出発点0に お り,0に 隣接する頂点,お よび0と 各隣接頂点 と

を結ぶ辺の重みのみを知識 として持 っている.あ る頂点vを 訪

れたとき,探 索者はvに 隣接する頂点,お よびそれ らとvと を

結ぶ辺の重みを知 る.vか らuへ の移動は辺 乏@,v)の 重 み分

のコス トを伴 う.探 索者の 目的は,全 ての頂点を訪問 して出発

点へ と戻 る経路の うちでコス ト最小のものを発見することであ

る.ア ル ゴリズムの評価 には競合比解析[5],[91を 用 いる.

本 問題 に対す る自然なアルゴ リズムとしては,最 近傍 アルゴ

リズム(NearestNighbouralgorithm,NN)が 考 えられ る.こ れ

は,探 索者の現在位置から最も近い距離にある未訪問頂点 を次

の訪問先 として選択する とい う戦略である.し か し,頂 点数n

の'{z面 グラフに対 してNNの 競合比は Ω(logn)ま で大 きくな

ることが証明 されている[131.KalyanasundaramとPruhsは

NNを 拡 張 したアルゴリズムShortCutを 提 案 し,'1え面 グラフに

対する競合比16を 得ている[11L

探 索対象を木に限定 した場合,深 さ優先アル ゴリズムが最適

解 を導くことは容易に分かる.従 って,最 適なオンラインアル

ゴ リズムが 自明ではない探索対象の うち,最 も構造が単純なの

はサイクルグラフであると考えられ る.[2]に お いては,サ イク

ル グラフに対するNNの 競合比が1.5で あ ることと,125よ り

小 さな競合比を持つ決定性 オンライ ンアル ゴリズムは存在 しな'

い ことが証明されている.

1.1本 研 究の結果

本稿では,サ イ クル上での グラフ探索問題 に対す るオンラ

イ ンアル ゴ リズムの競合比 の上下 限を改良 し,厳 密 な競合比

1-}-
2(盤1｡366)を 与える.上 限の改良のためにDISTな るアル

ゴ リズムを示す.DISTはNNと 同様 に探索者が現在位置す る

頂点 と未訪 問頂点 との距離を考慮 に入れるが,そ れ に加えて,

探 索者が探索を開始 してか らの総移動距離ならびに探索者が現

在位 置する頂点 と出発点 との距離 を考慮 して次の訪問頂点を決

定する.こ れによ り本問題 に対す る最適なオンラインアルゴ リ

ズムを構成す ることができる.

1.2関 連 研 究

未知 の環 境の オン ライ ン探索 問題 は過 去 に広 く研 究 され

ている.DengとPapadimitriou[6],AlbersとHenzinger[1],

FleischerとTrippen[8]は 未知の無向 グラフ上での探索問題を

考えた.た だ し,そ れ らの問題 における探索者の 目的は全ての

頂点を訪れ ることではな く全ての辺を渡ることであり,探 索者

の コス トは渡った辺の本数 と定義 されている.[7],[10]で は探索

対象を多角形の内部と している.探 索者の目的は,多 角形が持

つ全ての境界辺 を発見 したのち川発点へ と戻ることである.[3]

,(4]で は,訪 問す るべ き頂点の要求がオンライン的に与えられ

るとい う条件 を加 えた場合のTSPに つ いて研究 されてい る.

こ こでの探索者 の目的は,要 求された各頂点 を訪れ ることであ

る(た だ し,kサ ー バ問題 とは異な り,要 求が与 えられた順番

の通 りに訪問す る必要は無い).

2.準 備

オンライングラフ探索問題における目的は,グ ラフc=(V,E)

(Vは 頂 点集合,Eは 辺集合を表す)中 の全ての頂点 を訪問す

るこ とである.各 枝(u,v)∈Eに は非負 の重み 乏(u,v)が 付 与

されている.以 下ではこの重みを長 さと呼ぶ.初 期状態では探

索者は出発点o∈Vに 位置す る.こ の時点で探索者が持っ情報

は,oに 隣接する2つ の頂点な らびにそれ ら頂点 とoと を結ぶ

辺の長さである.探 索者は,あ る頂点vを 訪れた ときにvに 隣

接する2つ の頂点な らびにそれ ら頂点 とvと を結ぶ辺の長 さを

知る.ま た,探 索者 の持っ記憶容量は1一分大き く,探 索開始後

に得たグラフに関す る全ての情報を保持す ることができる.探

索者は,各 時点において得ている知識のみを用いて次 にどの頂

点 を訪問するかを決定 しなければな らない.探 索者の 目標 は,

グ ラフ上の全ての頂点を訪問 した後に出発点へ と戻ることであ

る.そ の達成に要 した総移動距離を探索者のコス トとする.

オ ンラインアル ゴリズムの性能評価には競合比解析 を用いる.

あ るアル ゴリズムALGに よって見っ けられたグラフG上 の経

路の長 さをALG(G),最 適 なオフラインアル ゴリズムが川力す

るG上 の経路の長 さをOPT(G)と す る.任 意の(a∈9に つい

て,ALG(G)/OPT(G)≦cが 成立す るならば,グ ラフクラスG

に対 してALGはc競 合 であると言い,cを 競合比 と呼ぶ.以

下,混 乱の恐れが特に無い場合,ALG(G),OPT(G)を それ ぞ

れ単にALG,OPTと 書 く.

本 問題 における,単 純 なが ら重要な事実が 【2〕にて示 され て

いる.砺｡｡をG中 の最長辺 とし,Lニ Σ(u
,v)∈E砲,の を全

ての辺の長 さの総和 とする.

[事実1]任 意 のサイクルグラフ0に おいて,砺｡｡≦L2な らば

OPT(0)=五 であ り,4mα π>L2な らばOPT(0)=2(L-4η､｡､,)

で あ る.

3.決 定性アルゴリズムに対する競合比の下限

本節では,本 問題 に対す る任意のオンライ ンアル ゴリズムの

競合比の下限を 与える.

[定理1]任 意 の正定数Eに 対 し,1㌔ 語 一E競 合であるオンラ

インアルゴ リズムは存在 しない.

証明.オ ンラインアル ゴリズムの挙動 に対 して,ア ドバーサ

リー と して グラフを提示する ことで上記 の下限を導 く.nは

n>要 を満たすある整数 とす る.初 期状態においてア ドバー

サ リーは,長 さ1を 持つ2つ の枝(o,ul)と(o,v)を 探 索者に

提示 す る.対 称性 よ り探索者はulに 移 動す ると して一般性

を失わない.次 いでア ドバーサ リーは4(ul,u2)=1を 満 たす

辺(ul,u2)を 提 示する.も しも探索者がu2を 訪問 した場合,

《U2,u3)=1を 満 たす辺(u2,u3)を 提示する.以 下同様に,探

索者が新 しい頂点ui(2≦n-1)を 訪 問 した ときにア ドバーサ
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図1オ ン ライ ンアル ゴ リズ ムに 対す るア ドバ ーサ リーの 提示
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図2オ ン ライ ン アル ゴ リズム に対 す るア ドバ ー サ リー の提 示

リーは4(u2,ui+1)を 満 たす辺(uz,ui{-1)を 提示する.

まず,探 索者がunを 訪れ る前にvを 訪問 した場合を考 える.

この場合,探 索者はある頂点ut(t≦n-1)を 訪れ た直後 に

(すなわち,辺(uc,ut+1)を 見 たのち,引 き返 して)vを 訪問 し

ている(図1(a)).こ れ に対 しア ドバーサ リーは4(v,ut+1)=t

な る辺(vut+1)を 提 示する(図1(b)).こ の後,唯 一の未訪 問

頂点 であるut+1を 訪 問 して出発点 に戻る経路の うちで探索者

にとって最適 なのは,vか ら辺(v,ut+1)を 渡 ってut+1を 訪 れ,

時計回 りまたは反時計回 りの道をた どって出発点に戻る,と い

う経路である.こ のときの探索者の総コス トは4t+2で あ る.

一方
,最 適なオフラインアルゴ リズムは単純にサイクル を一周

す るので,そ の コス トは2t+2で あ る.こ れ らより,競 合比は

4t-}-2
2t+2≧1.5(t≧1よ り)で ある.

次 に,探 索者がvを 訪問す る前 にunに 到達す る場合を考

える,こ の ときア ドバーサ リーはP(un,w)=fnを 満 たす辺

(un,w)を 提 示する(図2(a)).こ こで,探 索者が次に訪問す る

頂点はwま たはvで ある｡

wを 訪 問す る場合,ア ドバーサ リーは4(w,v)=0を 満 たす辺

(w,v)を 提 示す る(図2(b)).こ の後(ω,v),(v,o)の 順 番で辺を

渡って川発点に帰るのが探索者にとって最適な経路であり,総 コ

ス トはn+V僖 η+0十1=(1十v徳)n十1で ある.4@η,ω)は サイ

クル グラフの全長の半分よりも大きいので,事 実2,1よ り最適な

オフラインアルゴリズムが出力する経路のコス トは2(n+1)で あ

る.よ っ て 競 合 比 は,(1十V雪)γL十1_1十V雪V億2(n十1)-22(n十1)〉'≠ 一･

である.

一 方
,辺(un,w)が 提示 された時点で探索者が引き返 してi

を訪問 した場合は,ア ドバーサ リーはQ(v,w)=(v礪 十1)7t-1

を満 たす辺(v,w)を 提 示す る(図2(c)).最 後 の未訪問頂点

はwで あ るか ら,(v,w)を 渡 って2Uを 訪 問 し,そ の後時計

回 りまたは反時計回 りの道 を通ってwか らoに 戻 るのが探

索者に とって最適 な経路 である.よ って,経 路の総 コス トは

n十n十1十(v侮 十1)n-1十(～ 厄 十1)ne(2V/5十4)7Lで あ

る.最 適なオフラインアル ゴリズムは単純にサイ クルを一周す

るので,そ の コス トは(2V/3+2)nで あ る.よ って,競 合比は

(2f+4)n

(2f+2)n
e1+語 で あ る.

2

4.ア ルゴ リズムDISTと その競合比の上限

[コ

本節ではオンラインアル ゴリズムDISTを 定義 し,そ の競合

比が1㌔ 而 であることを示す.

4.1ア ル ゴリズムDIST

探 索対象のグラフはサイ クルであるから,各 時点 において探

索者が次に訪れ る頂点の選択肢は常に2つ 存在す る(図3(a)

参 照.こ こで,点 線 で囲まれた部分 は訪問済みの領域であ り,

黒 く塗 りつぶ された頂点は探索者の現在位 置を示 している.こ

れ以下の図も同様).

アル ゴ リズムDISTを 示 す前にい くつかの記 弓･を定義する.
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図3(a)に お いて探索者 は現在uに 位 置 してお り,xとyの う

ち どちらを次に訪問す るかを決定する.あ る2っ の頂点vlと

v2と を結ぶ,既 知の辺のみによって構成 される道の長 さをd(v1

,v2)と す る.ま た,探 索者が探索を開始 してから移動 した総距

離をXと す る.こ こでW=X-d(o,u)と お く.Wの 値 は探

索が進むにつれて変化す るので,ア ル ゴ リズムのステ ップiに

おけるwの 値 は例えば 隅 とでも表記すべ きものである.し

か し簡単のため,混 乱の恐れが無い場合,単 にWと 表記す る

か,も しくは｢そ の時点でのw値｣と 呼ぶことにす る.

ステ ップ1:探 索者は出発点oに 位置 し,oに は2つ の辺が隣

接 している.探 索者 はoに 近い方の頂点 を訪れる.2っ の頂点

への距離が等 しい場合,任 意の1つ を選ぶ.

ス テ ップ2(i≧2):図3(a)に お いて探 索者がuに 位 置 して

いるとす る.も し4(篤 勾 ≦fd(u,y)-Wで あれ ば,探 索者

はxに 移動する.e(u,x)>v雪4(u,y)-wな らば,yに 移動

す る.

最 終ステ ップ:状 況 を図3(b)に 示 す.探 索者 はuを 訪れ た

際,uは 既知の未訪問頂点yに 隣接 していることを知 る.こ の

時点で グラフの全体が判明 し,最 後 の未訪問頂点はyで ある.

uか らyへ の移動な らびにyか らoへ の移動は,そ れぞれ距離

の短い道を選択 して行 う.

4.2競 合 比解析

本節では次の定理を証明する.

[定理2]DISTの 競合比は高々1も～原 である.

DISTの あ るステ ソプにおける図3(a)の よ うな状況 を考 え

る.た だ し,最 終ステ ップの直前においては図3(b)に 示 すよ

うにxとyと は同じものである.次 に示す補題は以下の証明に

おいて重要である.

[補題1]W≦(而 一1)d(o,y).

注意:図3(b)に お いては,d(o,u)はoか らuま での時計回 り

に計った距離であ り,d(o,y)はoか らyま での反 時計 回 りに

計った距離 を表す ものとする.

証 明.証 明は帰納法を用いる.第1ス テ ップの後の状況を図4

(a)に 示 す.w=乏(o,の 一 乏(o,u)=0で あ るから与式は成立

する.

次 にステ ップZで 与式が成立すると仮定 し,ス テップ2+1で の

成立を示す.ス テ ップ2の 後の状況を図3(a)に 示す.こ の時点で

のW値 を略 とする.帰 納法の仮定によりW,≦(V/3-1)d(o,y)

が成 り立つ.こ のとき探索者が次にxとyの どちらを訪れるか

によって2つ のケー スが考え られる.

Case1.ス テ ップ2+1に お い て 探 索 者 がxに 移 動 した と き

の 状 況 を 図4(b)に 示 す.W値 の 定 義 に よ り,現 在 のWF値 す

な わ ち 礁+1は,凧+1=蹴+ぞ(u,勾 詔(u,x)=W､と 求 ま

る.こ れ は,探 索 者 が 探 索 方 向 を 変 え な い 限 りW値 は 変 化 し

な い こ と を 意 味 し て い る(こ の 性 質 は 後 に も 用 い る).従 っ て

晩+1≦(V雪 一1)d(o,y)で あ り,ス テ ッ プ2十1で も 与 式 は 成

立 し て い る.

Case2.ス テ ッ プ2十1に お い て 探 索 者 がyに 移 動 した と

き の 状 況 を 図4(c)に 示 す.こ の ス テ ッ プ に お け る 探 索 者 の

移 動 距 離 はd(y,o)+d(o,u)で あ る.ま た,原 点 か らの 距 離 は

d(o,u)で あ っ た が,こ の 移 動 に よ りd(o,y)へ と変 化 して い る.

従 っ てWZ+1=W､+d(y,0)+d(o,u)-d(0,y)+d(o,u)=

Wi+2d(o,u).探 索 者 は 移 動 先 と し てxで は な くyを 選

ん だ の で4(u,x)>V雪d(u,y>一 隅 が 成 り 立 っ.ま た,帰

納 法 の 仮 定 に よ り 鵬 ≦(V百 一1)d(o,y).こ れ ら2式 と

d(u,iノ)=d(u,o)-1-d(o,y)よ りdl(o,y)〈 乏(u,x)-V僖d(u,o)

を 得 る.再 び 帰 納 法 の 仮 定 を用 い て

vレ㌃+1=レ レ㌃十2d(o,u)

≦(v侮_1)d(･,y)+2d(･,u)

〈(V冨 一1)(乏(u,勾 一V雪d(u,･))+2d(･,の

=(而 一1)(4(u,x)+d(o,u))

=(V雪 一1)d(o,x)

となる.よ ってステ ップ2+1で も 与式は成 立 している. 口

さて,最 終ステ ップの直前の状態を考 える,こ の状況を図5

に示す.探 索者 はuに 位 置し,こ の時点で,uに 隣接する頂点y

は以前頂点vか ら見たものと同 じであることを知る.ぞ(u,y)を

知 ったので,探 索者はグラフに関する全情報を得たことになる.

簡 単のた め,図5に 示 す よ うにd(o,u),4(u,y),d(o,i',

乏(v,y)の 長 さをそれ ぞれ α,b,c,dと 表 す.こ の時点 での

w値 をW*と す る.補 題1よ りW*≦(轟 一1)d(o,y)=

(V雪 一1)(c+の が 成 り立っ.唯 一の未訪問頂点はyで あり,そ

れを訪問す る際はyへ の道の うち距離の短い方を選ぶ.最 後に,

時計回 りの道 と反時計回 りの道の うち距離の短い方を通って シ

か らoへ と移動す る.以 下,場 合分けを行 う.

Case1.b>α 十c十dの 場合.

このとき,α+b>c+dが 成 り立つ.従 って探索者は反時計回

りの道を通ってyを 訪問 し,最 後に時計回 りの道を通ってoに 戻

る.最 終ステ ップの直前の時点までに探索者が移動 した距離の総
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図5DISTの 最終ステップ直前における状態

和 は,w値 の 定 義 に よ りW*+d(o,u)=W*+aで あ る.従 っ

てDIST=W*十a十(a十c十 の 十(c十 のeV｢*十2(α 十c十 の.

b>α+c+dよ り 砺｡｡=b>L/2で あ る か ら,事 実1よ り

OPT=2(α+c+d).従 っ て 競 合 比 は

DISTW'*十2(α 十c十 の

OPT 2(α 十c十d)

S1+(V冨 擁)(c+の
2(a十c十d)

謳 一1
s1十一2

1+v僑

2

Case2.b≦ α十c十dか つa十b≦c十dの 場 合.

探 索 者 は 辺(u,y)を 通 っ て 〃 を訪 問 し,そ の 後 反 時 計 回 りの

道 を 通 っ てoに 戻 る.従 っ てDIST=w*+α+b+(b+α)=

W*+2(α+b)で あ る.こ こ で グ ラ フ 中 の 最 長 辺 をemaarと す

る(す な わ ち 乏(em｡､,)=max)｡以 下 で は,emaxの 長 さ な ら

び に そ の 存 在 場 所 に 応 じ て さ らに 場 合 を 分 け て 考 え る.

Case2-(i).砺 α､≦L/2の 場 合.

事 実1よ りOPT=a+b+c+d.従 っ て

DISTW*十2(a十b)

OPT

S

a十b十c十d

(V雪 一1)(c十d)一}-2(α 十b)

a十b十c十d

一､厄 一1+(3-v/5)(･+b)

a十b十c十d

S而_1+(3一 而)(α+b)-2(
a+b)

1+V雪

2

Case2-(ii).max>L/2か っemax=@,y)の 場 合.

b≦ α+c+dよ り,こ の 場 合 は 起 こ り え な い.

Case2-(iii).4mα､じ>L/2か つemax=(v,y)の 場 合.

事 実1よ りOPT=2(α+b+c).こ こ で,探 索 者 がvに い た と き

の 状 況 を 考 え る(図6(a)).こ の と き のW値 をw'と す る.補 題

1よ りW'≦(v徳 一1)d(o,u")≦(V雪 一1)α で あ る.yが 最 後 の

未 訪 問 頂 点 で あ るか ら,次 の ス テ ップ で 探 索 者 はu"に 移 動 す る.

探 索者 がu"に い る と きのw値 をW"と す る.こ の 移 動 に よっ て

生 じる 総 移 動 距 離 の 増 加 分 はc+d(o,u")で あ り,探 索 者 の 現 在 位

置 と出 発 点 との 距 離 はcか らd(o,u")へ と変 化 す る.し た が っ て

w"=W'十c十d(o,u")十c-d(o,u")eW｢'十2c.こ の 後uに 到

達 す る ま で 探 索 者 は 進 行 の 方 向 を変 え な い の で,uに 到 達 す る ま

でW値 は 不 変 で あ り,W*=W"=W'+2c≦(～ 原 一1)α+2c.

従 っ て
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DISTW*十2(a十b)

OPT2(a十b十c)

(v/3-1)α 十2c十2(α 十b)s

2(a十b十c)

(f‐1)a=1十
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一 一2

1+～ 原

2

Case2-(iv).砺｡､｡>L/2か つ,ema:xがoか らvへ の 反 時

計 回 りの 道 の 中 に 含 ま れ て い る 場 合.

こ の 場 合 は 起 こ り え な い こ と を 背 理 法 で 証 明 す る.emax

がoか らvへ の 反 時 計 回 り の 道 の 中 に 含 ま れ て い る と 仮

定 す る.探 索 者 がvに い た と き の 状 況 を 考 え る(図6(b)).

探 索 者 はyで な くwに 移 動 した の で,こ の 時 点 で のW値

をW'と す る とP(v,〃)>V雪d@,ω)-W'が 成 り 立 っ て い

る.ま た,補 題1に よ りwノ ≦(V/5-1)d(o,ω).背 理 法

に お け る 仮 定 よ りd(v,o)≧ 砺 αエ で あ る か ら,ぞ@,y)>

v徳d(u,w)一(謳 一1)d(o,w)=V雪d@,o>十d(o,w)≧4mα､,と

な り矛 盾｡従 っ て こ の 場 合 は 起 こ りえ な い.

Case2-(v).砺｡a,>L/2か つ,emαzがoか らuへ の 時

計 回 りの 道 の 中 に 含 ま れ て い る 場 合.

α+b≦c+dよ り,こ の 場 合 は 起 こ り え な い.

Case3.b≦a十c十dか つ α十b>c十d.

探 索 者 は 辺(u,y)を 渡 っ て 〃 を 訪 れ,そ の 後 時 計 回 りの 道

を 辿 っ てoに 戻 る.よ っ てDIST=W*+α+b+(c+の.以

下,ernaxの 長 さ な らび に そ の 存 在 位 置 に 応 じ て 場 合 を 分 け て

考 え る.

Case3-(i).4mα コC≦L/2の 場 合.

事 実1よ りOPT=a十b十c十d.よ っ て

DISTW*十a十b十c十d

OPTa十b十c十d

≦1+(‐1)(c+d
a+b+c+d)

(v/3-1)(c十 の1十

2(c+の

1+v/3

2

Case3-(ii).乏mα 置>L/2か つemaa=(u,y)の 場 合.

bsa+c+dよ り,こ の 場 合 は 起 こ り え な い.

Case3-(iii).4mα 即>L/2andemα 露=(v,y)の 場n.

α･+b>c+dよ り,こ の 場 合 は 起 こ り え な い.

Case3-(iv).max>L/2か つ,e飢 α､,がoか らvへ の 反

時 計 回 りの 道 の 中 に 含 ま れ て い る 場 合.

α+わ>c+dよ り,こ の 場 合 は 起 こ り え な い.

Case3-(v).砺 α､C>L/2か つ,em¢xがoか らuへ の 時 計

回 りの 道 の 中 に 含 ま れ て い る 場 合.

探 索 者 がvに い た と き の 状 況 を 考 え る.ま ず,探 索者 は この 時

点 で はemaxを 渡 っ て い な い こ とを 背 理 法 で 証 明 す る,探 索 者 が

す で にem｡､を 渡 っ て い る と仮 定 す る(図7(a)).探 索 者 は 次 の

ス テ ソプ でwを 訪 れ た の で,こ の 時 点 で のW値 をW'と す る と

4(v,y)〉 ～/≡id(v,w)-u/'.ネ 甫題1よ り,w'≦(V侮 一1)d(o,u,)･

よ っ て 亀 〃)〉､厄d@,ω)一(V雪 一1)d(･,w)一･厄d(･,･,)+

d(o,w)≧ 砺｡､,と な る が,こ れ は 矛 盾 で あ る.よ っ て,探 索 者

はvを 離 れ た の ち に は じめ てema:tを 渡 る.

emaac=(u',u")と して,探 索 者 がu'に い た と き の 状 況 を 考

え る(図7(b)).こ の 時 点 で のW値 をw"と す る.探 索 者

は 次 にu"を 訪 れ る か ら,

Qm｡記 ≦V冨d(u',y>-W"

=～ 屠(d(o,の+d(o,y))-W"

≦ ～厄(d(o,の 一4_+d(･,y))-w'".

最 後 の 不 等 式 はd(o,u')+砺 α記≦d(o,u)に よ る.従 っ て
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図7Case3-(v)

maxS
語(d(･,u)+d(･,y))-W"

1+v雪

v雪(α+c+の 一w"

[71

1+v雪

語(L-b)-W"

1+～ 厄

こ こでLは サイ クル の全長 であ る.yが 最後 の未訪 問頂

点で あるか ら,探 索者 はuに 到達す るまで進行 の方 向を変

えてい ない,よ ってw*=w"で あ る.一 方,事 実1よ り

OPT=2(L一 砺 αの.従 って

DIST

OPT

W*+a+b+c+d

S

2(L一 乏mαπ)

W*十L

2(L一
1+v徳

(1十V徳)(w*十 五)

郵 一6)-W")

2(L十W*十fib)

S1+V百.-2
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A.FiatandG.J.Woeginger,"Competitiveanalysisofalgu-

rithms,"InOη 伽eAlgorithms:TんeStateoftんeArt(Fiat

andWoegingerEd.,Springer),1998.

F.Hoffmann,C.Icking,R.Klein,K.Kriegel,"Thepolygon

explorationproblem,"SIAMJ.Computing31(2),pp.577-

600,2001.

B.KalyanasundaramandK.R.Pruhs,"Constructingcom-

petitivetoursfromlocalinformation,"TheoreticalCom-

puterScience130,pp.125-138,1994.

E.L.Lawler,J.K.Lenstra,A.H.G.RinnooyKan,andD.B.

Shmoyes(eds.},"Thetravelingsalesmanproblem:aguided

tourofcombinatorialoptimization,"Wiley,Chichester.

1985.

D.J.Rosenkrantz,R.E.Stearns,P.M.Lewis,"Ananalysis

ofseveralheuristicsforthetravelingsalesmanproblem,"

SIAル7｣.Computing6(3),pp.563-581,1977,

5.お わ り に

本 稿 で は,サ イ ク ル グ ラ フ 上 の オ ン ラ イ ン グ ラ フ 探 索 問 題 に

対 す る 厳 密 な 競 合 比1㌔ 語 を 得 た.次 の 考 察 対 象 と な る グ ラ フ

と し て は カ ク タ ス が 挙 げ ら れ る.別 の 研 究 方 向 と し て は 乱 択 ア

ル ゴ リ ズ ム を 用 い る こ と が 考 え ら れ る,さ ら に は,今 回 用 い た

方 法 を'F面 グ ラ フ に 適 用 す る こ と で 現 在 の 上 限 値16を 改 良 す

る こ と に つ い て も 研 究 し て ゆ き た い.
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