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正則性可積分性構造による BPHZ定理の証明

大阪大学大学院基礎工学研究科星野壮登＊

本稿では， Bailleul-Hoshino[1]で扱われている問題の背景や，［1]の主定理と証明の概略

を解説する．

ー
ゴヒ早
自尽

繰り込みを伴う確率偏微分方程式の研究は近年特に盛んである．繰り込みとは場の量子論

などで用いられる考え方で，ある量を計算しようとすると値が発散してしまうとき，発散の

原因となる項を打ち消すことによって，何か意味のある値を得ようとする操作のことをいう．

典型的な例としては， Parisi-Wu[23]による「確率過程量子化」のモデルの一つである，動

的吋模型などと呼ばれる次のような確率偏微分方程式がある．

(8t - ~)<I>(t, x) = -<I>(t, x)3 + ((t, x) (t > 0, x E脱d). (1.1) 

右辺の((t,X)は時空ホワイトノイズと呼ばれる確率変数で，次の形式的な共分散構造をもつ

平均0のGauss確率場として定義される．

lE[((t, X)((s, y)] = 5(t -s)5(x -y). 

厳密には，((t,X)は固定したt,xに対しては意味をもたず，ランダムな超関数としてのみ定

義される．この←の存在により， d~2 のとき解①は関数ではなく超関数となるため，その

三乗<I>3を標準的な意味で定義することはできない．そのため，形式的に

<I>3 - CX)<I> 

と表される非自明な変形を施した上で理解する必要がある．もう少し正確に述べると，まず

<I>を十分性質のよい関数列｛虹｝~=1 によって近似し，関数列｛叫ー Cn屯ぷ~=1 が適当な超
関数に収束するような，ランダムではない発散数列 {Cn}~=1 を適切に選ぶ．このように発散

を上手く制御する操作が繰り込みである．動的配｝模型(1.1)の繰り込み可能性は， d=2の
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場合に DaPrato-Debussche [9]によって， d=3の場合に Hairer[12]によって証明されて

いる＼特にHairerが導入した正則性構造 (regularitystructure)理論は，動的吋模型だ

けでなく多くの放物型確率偏微分方程式に適用可能なものであり， Kardar-Parisi-Zhang方

程式［11,15]や，放物型Anderson模型 [13,19],動的叫＿6模型［8],動的sine-Gordon模型

[16, 7]などにも応用されている．

確率偏微分方程式の繰り込み可能性は，形式的には次のように「証明」される．放物型偏

微分方程式（1.1)は， Duhamelの原理により，積分作用素If(t)= Ji e(t-s)ぎf(s)dsを用いて
次のように変形される．

<[>(t, x) = et△(<[>(0, ・))(x) + I(-<[>3 + ()(t, x). 

以下，初期値は重要ではないので <[>(0,・) = 0としておく．このような積分方程式の解は，
虹） ＝I(＜）を第一近似として，関数列｛<[>(n)}を<[>(n+l)= J(-<[>f n+()と帰納的に定義する
ことにより，形式的にはいの汎関数（以下，ノイズ汎関数という）の無限和として表される．

cp = J(t) -J(J(t)3) + 3J(J(t)2 J(J(t)3)) + ・ ・ ・. (1.2) 

従って，cp3も形式的には次のような表示をもつ．

cp3 = I（く）3-3I（ぴI(I（び） ＋.... 

右辺の各項はホワイトノイズの明示的な多重線形汎関数であるから，よく知られたWick積の

手法を用いることができ，例えば“I（t)3―ooI（く）”のように繰り込みを直接計算することがで
きる．各ノイズ汎関数に対して繰り込みを行い，それらの総和をとれば，最終的に“cp3-oocp"

という繰り込み形になると期待できる．もちろん以上の議論は形式的なものであり，数学的

には(1.2)のような級数表示の収束性などの問題がある． d=2の場合の数学的正当化はDa

Prato-Debussche [9]によって行われているが，実はこの場合は第一近似<p= J(t) +・・・だ

けで十分である．このとき，剰余項 l ＝①— I(() は①よりも正則性が少しよくなっており，

しについての方程式は数学的にwell-posedとなる．しかし d=3の場合は，同様の分解をい

くら行っても剰余項の正則性が改善されなくなり， DaPrato-Debusscheの方法では上手く

いかなかったこの問題を解決したのがHairer[12]である．

Hairerの理論の仕組みを簡単に述べる． Hairerは(1.2)のような「大域的」な表示ではな

く，時空間の各点z= (t,x) E (0,oo) x配の周りで「局所的に」成り立つ，次のような表示
を用いた

<I>(w)= ~応）（IIzT)(w)+ Rz(w) (w E (0, oo) X配）．（1.3)

1正確には，［9,12]では mの定義域がトーラス1['dの場合を考えている．艮d全体での方程式の繰り込み可能
性は， d=2では [21],d=3では [10]などによって示されている．
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ここで，アは有限個のノイズ汎関数の族であり， ¢T(z)は適当な係数， II汀しまノイズ汎関数

Tの点zにおける（ある階数までの） Taylor展開の剰余項を表す．（1.3)の剰余項Rz(W)は，

W → zのとき十分速く 0に収束するようなものである．このような解の局所表示は，確率
微分方程式の文脈でも自然に現れる．ラフパス理論では確率微分方程式dXt= a(Xt)dBtの
解を

ふ＝ふ＋u（ふ）（Bt-B』+O(lt-s11-c) 

(E > 0は十分小さい）という被制御パスの形で表すが，ここで F = {1, B}, Ilsl = 1, 

（几B)(・)= Bo -Bsとおけば(1.3)の形が現れる．さて， Hairerは解の局所表示(1.3)を用
いて動的吋模型の繰り込み可能性を証明したが，その証明は大きく三つのパートに分けら

れる．

(1)確率論パート：剰余項IIzTたちの三個2以下の積が（繰り込みを施した上で）定義でき

ることを示す．

(2)実解析パート： （1）が上手くいったと仮定して，局所表示(1.3)をもつ超関数<I>の三乗

が（これも繰り込みを施した上で）定義できることを示す．また，動的吋模型(1.1)

を係数¢Tたちの方程式として解釈し直し，それらがwell-posedであることを示す．

(3)代数パート： （1)(2)が上手くいくために必要な， Tたちの間の代数的な関係式を導く．

これらのパートのうち，（2)はHairer[12]によって，（3)もBruned-Hairer-Zambotti[5]や

Bruned-Chandra-Chevyrev-Hairer [4]によって，ほとんど一般の（定数係数）放物型確率

偏微分方程式に適用可能な形で完成されている．しかし（1)については，そのような一般的

な形で主張を示すことは非常に困難であった．以下，（1）の主張を，古典的な繰り込み理論

に因んでBPHZ(Bogoliubov-Parasiuk-Hepp-Zimmerman)定理と呼ぶことにする．

確率偏微分方程式の文脈における BPHZ定理の証明の歴史を振り返る．多くの場合用いら

れてきたのは，各ノイズ汎関数を「Feynman図」と呼ばれるグラフと対応させ，組み合わせ

論的な計算に持ち込むという方法である．例えば動的叫模型の場合は 10個のノイズ汎関数

が現れるが， Hairer[12]はそれらのモーメントをグラフを用いて直接計算し，繰り込み可能

性を確かめている．この方法は基本的かつ確実なものであるが，一つの方程式から得られる

ノイズ汎関数のグラフ的構造が非常に多種多様であるため，繰り込み可能性を一度に示すこ

とは難しかった． Chandra-Hairer[6]はグラフによる計算を一般化し，ノイズ汎関数が繰り

込み可能であるための十分条件を与えているが，その論文は129ページと非常に長く，議論

も抽象的で難解である．しかし最近になって，ノイズが満たすPoincare不等式 (2.2節参

照）に基づく帰納的な証明が考えられるようになった．最初に提唱したのはLinares-Otto-

Tempelmayr-Tsatsoulis [20]で，正則性構造とは異なる枠組みを用いてはいるが，ある準線

2二次の非線形項を考えているためである．必要な演算の種類は方程式によって異なる．
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形確率偏微分方程式に対する BPHZ定理が，グラフを用いない帰納的な方法で証明されてい

る．同様の証明を正則性構造の枠組みで行い，一般の（定数係数）放物型確率偏微分方程式

に適用可能な形で示したのが， Hairer-Steele[17]やBailleul-Hoshino[1]である．本稿では

後者の結果について解説する．

この章の最後に，［17]と[1]の違いについて述べておく．いずれの場合も既存の正則性構造

理論に新しい要素を加える必要があるのだが，その仕方が異なっている．［17]で導入された

のはpointedmodelled distributionという概念であるが，これはラフパス理論の言葉で説明

すれば，二変数関数であったラフパスとともに，被制御パスも二変数関数化するというもの

である．このような変更は実解析パートの中核をなす「再構成定理」などの証明に本質的な

修正を必要とする．一方，［1］で導入されたのは，正則性構造に Besovノルムの要素を加え

た，正則性可積分性構造 (regularity-integrabilitystructure)という代数的な枠組みで

ある．再構成定理などの Besovノルムヘの拡張は，［14,2]でもなされているように比較的容

易であり，理論の大幅な修正を必要としない．

2 設定と主定理

問題設定と主定理を説明するための準備を 2.1節から 2.4節で行い， 2.5節で主定理を述

べる．

2.1 Besovノルムに関する記号

熱作用素8tー△は放物型スケール変換(t,x) c-+（炉t，入x)（入＞ 0)に対してよく振る舞う

ため，時間変数と空間変数が異なる重みをもつような関数空間を考えると便利である．以下，

時空変数を x= (xi)f=o E配＋dと表す． xoは時間変数を， m,．．．，四は空間変数を表す．時
空変数XE配＋dと多重指数k= (ki)f=o E Nl+dに対し，以下の記号を用いる．

d d d 

llxlls := lxol112＋こ因，
i=l 

lkls := 2ko + L ki,砂：＝rr砕．
i=l i=O 

偏微分作用素（む。ー△）（む。＋△)によって生成される半群を{Qth>oと表す．ここで，△＝

四＝1吐は空間変数に関するラプラシアンである．すなわち，Qtは急減少関数

(fo,6,...,品）c-+e―t（碕＋（吋＋…＋碍）り

の逆Fourier変換nとの畳み込みQtf=Pt* fとして表される積分型作用素である．
本稿ではあまり用いられないが，放物型スケール変換に対応したBesovノルムの定義を述

べておく．後の定義2.8における「モデルの解析的条件」が， Besovノルムの拡張となって

いるためである．
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• a E (0,1), p E [l,oo]とする．可測関数f:記＋d→脱の Bり，00ノルムを次のように定
義する．

||f(x + y) -f(x)||L互・
IIJIIB;J,= = llf llLP + 11:言 I|y||g

（二変数可測関数 (x,y)→ F(x,y)に対し，yを固定して xについての可測関数とみた

場合のびノルム IIF(・,y)IILPをIIF(x,Y)IIL互と表す．）

• a < 0, p E [1, oo]とする．緩増加超関数JES＇（正＋ d)のBg,ooノルムを次のように定
義する．

||f||Bg,~= supt―a/4||QJ||LP. 
O<t:s;l 

tの右肩に現れる定数4は， Ptがスケール変換

Pt(x) = t―(d+2)/4p1 ((t―1/4)2xo, t―1/4x1,...'t―1/4四）

によって得られることから来ている．

ノイズ汎関数は一般に配＋d全体で有界ではないため，指数型重み関数Wc(x):= e―cllxlls 

(c > 0)付きの LPノルム

llflb(wc) := llfwcllLv 
をよく用いる．上記の Besovノルムの定義において， LPをび(we)に置き換えたものを

B応 (we)と表す．

2.2 Poincare不等式

ノイズが満たすPoincare型の不等式を定式化する．［1］の結果は同様の不等式を満たす任

意のノイズに対して成り立つが，簡単のためホワイトノイズの場合のみを述べる．

Bes’（配＋d)は可分 Banach空間で， H=び（町＋d)はBに連続かつ桐密に埋め込ま

れているとする．また，lP'は B 上の Borel 確率測度で，確率変数 ~(w) = w (w EB)はlP'

の下で時空ホワイトノイズであるとする．（例えば，任意の ao<―彗2とC> 0に対して，
B=B裳，oo(w』は条件を満たす_3)

定義 2.1.可測関数 F:B →股が止連続微分可能であるとは，可測関数▽(•)F:B → H* 

が存在し，任意のwEBとhEHに対して

F(w + th) -F(w) 
lim ＝ ▽江(w)
t→O 

が成り立つことをいう．JE[IIFll2]+ JE[IIV Fllk• l < 00であるような H連続微分可能関数F全
体をか.,2と表す．

3L呵皿）は可分ではないため，厳密には滑らかな緩増加関数全体の完備化とする必要がある．
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確率測度lP'は次の Poincare不等式を満たすことが知られている．証明は [22,Exercise 

2.11.1]などを参照せよ．

定理 2.2.任意のFEID)l,2に対して，次の不等式が成り立つ．

lE[(F -lE[F])2] ~ lE[II▽FIi沿．］．

2.3 正則性可積分性構造

本節では，ノイズ汎関数の族がなす代数的な構造を導入する． 1章でI(t;),I（く）汽I（く戸I(I(t;)り

といったノイズ汎関数が現れたが，この時点では繰り込みが全く考慮されていなかったため，

この時点では単なる「記号」でしかないことに注意が必要である．このような記号としての

ノイズ汎関数を実際の超関数と区別するために，以下エ（3),'I(3)汽エ(3)吐（エ(3)りといった

表記を用いる．とりあえず，このような記号として「あり得るもの全て」を集めてみよう．

定義 2.3.集合Xを，次の規則によって帰納的に定義する．

(1)記号三，己l,Xo,X1,.．．，心はXに含まれる．

(2) Xの元 Tと，多重指数kE即＋dに対し，五（T)と表される記号も Xの元である．

(3) Xの二元T，バこ対し， Taと表される記号も Xの元である．

常に仮定する．

ただし，次の演算法則を

(Tび）n= T(四）， Tび＝吋， Tl= T. 

すなわち， んは 1を単位元とする可換なモノイドである．

各記号の意味と，表記上の注意を述べる．

•X。は時間変数 xo を， X1,.. ．，心は空間変数 X1，．．．心を表す．多重指数 k = (ki)f=o E 
田＋dに対して炉：＝H昌Xik'と表す．ただし， x0= 1であるとする．

•五は積分作用素 I の K 階微分J(k) ：＝防I を表す作用素である． k=O の場合は単に 1

と表す．

•さは H の元を表す記号である．実際にはノイズ汎関数の一階げ微分しか考えないため，

乞を高々一つ含む記号のみ考えれば十分である． TEXに含まれる立の個数を ng(T)

と表す．すなわち， n3:X→Nは次のように定義される写像である．

n3(Xり＝ ng（四＝ 0,

ng（五（T))= n3(T), 

ng（さ）＝ 1,

n2(Ta-) = n乞(T)+ n3（び）
(2.1) 

自然数mに対し，

義する．

x(m) ={TE X;n己(T)= m}, X (~m) ={TEX西（T):Sm}と定
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さを導入したことで，ノイズ汎関数の H—微分を抽象的に表すことができる．

定義 2.4.線形写像D:〈x(o）〉→〈,:t'(l)〉を次のように定義する．

D己＝己， DT = 0 (TE｛さ，X勺），

Dik(T) = Ik(DT), D(Tcr) = (DT)び十T(Dcr).

ただし，第三式では写像五： X→んを線形に拡張している．

[1] の主定理は「ノイズ汎関数の B~,oo 型ノルムでの収束」である．ここで目標となる指数

a,pを定める写像を用意する．以下，本稿を通して

d+2 ao <―万―, (3o E (0, 2) 

を満たす実数a。9(3oを固定する． aoは時空ホワイトノイズが存在する空間B塁00(wc)の正則
性を表す• (3oは作用素Iが超関数の正則性を2だけ上げることに対応しているが9 (3o=2と

しないのは，多層Schauder評価（［18,Theorem 5.12])の証明における技術的な理由による．

定義 2.5.任意の E2: 0とpE [2,oo]に対し，写像rc:,p: x(s::::i)→艮を次のように定義する．

r1o,p(Xり＝ 0, r,;:,p（己） ＝ao-E, 応，p(さ）＝ ao-c+~' 

r,;:,p(Ik(T)) = r1o,p(T) + fJo -lkls, rc,p(TO") = rc,p(T) + rc,p（O"). 

また，写像ip:Xに1)→ [2,oo］を次のように定義する．

叫T)={POO:：：コ：~;,
目標はノイズ汎関数 Tの収束を B::『嘉よ型のノルムで示すことである．pを 2とooの間で

動かす理由は，帰納法の最後のステップ (3.3節）で明らかとなる． eは，帰納法のいくつか

のステップで生じる「正則性の無限小の損失」を表すパラメータである．このような損失は，

Kolmogorovの連続性定理においても現れるものである．

さて， Xは「あり得るノイズ汎関数全て」を集めた集合であるが，実際にはこれほど大き

な集合を考える必要はない．例えば動的吋模型の場合は，次の 10個のノイズ汎関数の収束

のみ示せば十分である．

三，1（三），エ（三）豆（三）汽エ（三）双，エ（守Xげ（守x釦
工（エ（：三）3)エ（三），I（エ（三）2）エ（三）2,I（エ（三）3）エ（三）2.

収束を示すべきノイズ汎関数の集合をアとおき，次の仮定をおく．



47

仮定 2.6([5, Section 5]). F c x(o)は， completesubcritical ruleに強く適合する記号全体
からなる集合である．

用語の定義は省略する．重要なのは，仮定2.6から以下の性質が従うことである．

• ([5, Proposition 5.15])任意の'YE艮に対し，｛TE F ; ro,oo (T) < "(}は有限集合である．

• ([5, Corollary 5.32]) V =〈ア〉は，次節で定義するrゃ凡などの線形写像について閉
じている．

Hairer [12]の用語では，線形空間Vと，線形写像r:v→Vで

(r -id)T E〈｛び EF;rc,oo（a) < rc,ooけ）｝〉 (TE F) 

を満たすものからなる群 Ge:の組 (V,Gc:)は，正則性構造 (regularitystructure)をなす

という． Bailleul-Hoshino[1]ではそれを拡張し，アとその元のげ微分からなる構造を導入

した

定義 2.7.c 2:: 0, p E [2,(X)]とする．次の二つの要素からなる組11-"c:,P= (W, Gc:,p)を正則性可

積分性構造 (regularity-integrabilitystructure)という．

(1) W =ばu:t〉である．ただし， FC X(l)はD〈F〉C 〈ア〉を満たす最小の集合である．

(2) Gc:,pは，任意のTEFUFに対して

(r -id)T E〈｛aE FUF; rc:,p（a) < rc:,p(T), ip位）2::ip(T)}〉

を満たす線形写像r:w→W からなる群である．

2.4 モデル

記号としてのノイズ汎関数に実際の超関数を対応させる写像を「モデル」という．本節で

は，モデルの一般的な定義を与えた後で，ホワイトノイズを直接持ち上げたモデルと，自然

な繰り込みを行なったモデルを構成する．本節を通してe：：：：〇とpE [2,oo]を固定する．

定義 2.8.線形写像の族

II= {IIx: W→ S’ （配＋d) ｝ぉ€応＋d, r = {r yx}x,yE艮l+d C G1o,p 

が与えられ，次の条件 (1)(2)を満たすとき， M = (II,r)を正則性可積分性構造笏，pに対す

るモデルという．
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(1) （代数的条件）任意の x,y,zE配＋dに対して，次の三つの等式が成り立つ．

IIxr xy = IIy, fxx = id, r xyf yz = r xz. 

(2) （解析的条件）任意の TEFUFとc>Oに対して，次の二つの量は有限である．

||II : T||e,p;c := sup t―rs,p(T)/4 IIQt(IlxT) (x) II L;f'(T) (we), 
O<t:'S;l 

叫y)II (r (x+y)x T)a II L~(T)印p(U)(We)
||r : T||e,p;c := sup sup匹，p（T)-re,p(6)

aEFUFYE配＼｛O} IIYII~ 

(2.2) 

ただし，第二式では以下の表記を用いた．

•'TJ E W のび EFU方に対する成分を (n)。と表す．

• 1::::;q::::;r::::;ooに対し， 1/s+ 1/r = 1/qを満たすsE [q,oo]をs=q8rと表す．

M = (II,r)がモデルであるとき，任意の部分集合gcFUFに対して以下の量を定義する．

IIII: 9llc:,p;c := sup IIII: Tllc:,p;c, 
TEg 

11r : 9111c,p;c := sup 11r : Tll1c,p;c, 
TEg 

IIM: 9llc,p;c := IIII: 9llc,p;c +||「 :9llc,p;c・

また，二つのモデルM(1),M(2)に対して， 11rr(ll,rr(2l : 9llc,p;cや I|r(1),r(2): g||C,p;cといっ

た量を，（2.2)における止や丘＋y)xをそれぞれIIふ1)-IIりゃr聞］しy)x―r塁―y)xに置き換
えることで定義する．

IlxTは， Tに対応するノイズ汎関数を xにおいて階数rc,p(T)までTaylor展開したときの

剰余項を表している． rは異なる x,yに対する IlxTとIIyTの間の関係を記述するための作

用素である．これらに加え，実際に考えるモデルでは， Tに対応するノイズ汎関数そのもの

を表す写像1Iも用意されている．

定義 2.9 ． ~,P に対するモデルM= (II,r)が許容される (admissible)（またはM が被許
容モデルである）とは，各Ilx,r yxが，次の条件（1)(2)を満たす1Iと{Fx}xEJRl+dによって

IIx = IIFx, ryェ＝ Fy-1Fx

と分解されることをいう．

(1)線形写像II:W →S＇（尉＋ d)は次式を満たす．

(IIXり(x)= X久 IITk(T) = 1(k)(IIT). 
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(2)線形写像の族{Fx}xE尉＋dC GE:,pは次のように定義される．

Fx炉＝（X-xl)久 F□=T (TE｛芦｝），

凡(Ta)= (F汀）（F四），

悶（T)＝五(F汀）ーと (X-f!x1){I(K+£)(II汀）（x).

llls<re,p(Ik(T)) 

ただし，（X-xl)e= IT昌(Xi- Xilfである．

巧pに対する被許容モデル全体からなる集合を¢口（"#;;,p)と表す．

注意 2.10.厳密には， Iは尉＋d全体で定義された緩増加超関数に対する作用素であり， 1章

で定義した積分作用素f→Jie(t-s)ぎf(s)dsとは微妙に異なるが，「よい平滑化効果をもつ作
用素」の差を除いて等しいものである．詳しくは [1,Section 1]などを参照せよ．

滑らかな緩増加関数f,gが与えられると，

(nf,g炉）（x)＝砂， nf,93= f, 

nf,g五(T)= j(k)(Jif,gT), 
NF，吃＝g,

nf,g(Ta) = (nf,gT)(IIf,ga) 

によって写像Jif,gが定まり，さらに ~,P に対する被許容モデル

Mf,g;E:,p = (rrf,g;c,P, rf,g;E:,P) 

(2.3) 

がnJ,gから構成される4_ Mf,g;1o,pをf,gの標準的な持ち上げという．同様に時空ホワイト
ノイズくを持ち上げようとすると，超関数の積をとる際に問題が生じるため，滑らかな関数

による近似列｛品｝~=1 を持ち上げることにする．以下，本稿を通して軟化子｛珈｝~=1 を固定
する．

定義 2.11.n E N, h E Hとする．ふ：＝f;,* [!nと加：＝ h*enの標準的な持ち上げMふ，hn;c,p

を品に対する標準的なモデルという．

標準的なモデルでは繰り込みが考慮されていないため， n→CX)での収束は期待できない．

モデルの被許容性を保ちつつ収束させるために，適当なモデルの変形のクラスを導入する．

定義 2.12.線形写像△：〈X〉→〈X〉Rぽ〉 5を次のように定義する．

ふ＝T@l (TE｛三，乞1}), △Xi=X虚 1+ 1 RXi, 

4許容されるモデルは写像 11 から一意的に定まる．また，構成されたモデルは€,pに依存していることに注
意せよ．
5無限和を許すテンソル積であるが，詳細については [5,Section 2.3]を参照せよ．



50

△(TCT) =（△T)（△(T), 
xc 

△五（T)=（エ凶id)ふ＋ど万R如(T).
にN1+d

TE Fのうち， ro,CXlけ）く 0であり，かつT＝五（び）の形でないようなもの全体を F_と表

す．関数c：万＿→恥を， TEF＼互に対してはc(T)= 0として，さらに線形に拡張するこ

とにより，写像尼： W → W を次のように定義する．

(R~ -id)T = (c⑧id)ふ．

また，写像 R~,R~: W→W を次のように帰納的に定義する．

Rc=R{尼， R訂＝T (TE {X戸，さ｝），

R{(T(l)=(R{T)(R{び）， R{Ik(T)='Ik(R汀）．

命題 2.13([3, Proposition 3.16]).滑らかな緩増加関数f,gから (2.3)によって定義された写
像rrJ,gに対し， rrJ,g凡も被許容モデルを定める．

ホワイトノイズの近似列品に対し，次の意味で「自然」なモデルの変形が定まる．

定理 2.14([5, Theorem 6.18]).定義2.11の設定の下，関数仰：アー→屈で，任意の TEF_ 

に対して

JE[(ITl;n,hn Ren T)(x)] = 0 

を満たすようなものがただ一つ存在する．

(2.4) 

標準的なモデルの変形IIl;n,hザにから定義される被許容モデルを，品に対する BPHZモ

デルといい，
£In,h;1o,p = (frn,h;1o,p, fn,h;c,P) 

と表す．

2.5 主定理

[1]の主定理は，繰り込みを施したモデルの収束に関するものである．簡単のためホワイ

トノイズに対する BPHZモデルに限定した結果を述べるが，［1]ではより一般のノイズや，

BPHZモデルより多少広いクラスのモデルも扱われている．



51

定理 2.15([1, Theorem 6]).全ての TEF＼｛己｝は，次の条件を満たすとする．

ro,CX)け） ＞ーデ・ (2.5) 

このとき，任意のpE [2,oo]と，十分小さい任意の e> 0に対して， BPHZモデルの列
{ Jy[n,h;c,p}c:'=1しま¢皿（況，p）において収束する．正確には，任意の有限集合gcFUFと，

任意の C> 0, q 2'. 1に対して次の二式が成り立つ．

~~~IE [ ll~l;<l llMn,h;c,p: glli,p;c] < oo, 
nEN L llhllH9 

m，屈ooIE [ 11~~9 IIAfm,h;c,P, Mn,h;c,p: glli,p;c] = 0. 

3 証明の概略

定理2.15を証明するための準備を行う． Xkに対する被許容モデルの作用は常に

(IIx炉）（y)= (y-X)人 r yx炉＝（X+ (y-x)ll 

と定まっており， nに依存しないため， Xk以外の記号のみ考えればよいまずは， F¥{X勺kENl+d
の元を「単純」なものから順に

F ＼｛炉｝kEN旺 d= {Tl, T2,,,. } 

と並べる． Tlは最も単純な記号三であり，添字が大きくなるごとに記号も複雑になっていく．

具体的には， Tに含まれる三の個数と｛五｝KEN1+dの個数をそれぞれns(T),nェ(T)と表すと
き見配の辞書式順序こに関して

(ns(Ti), n:rh), ro,oo (Ti))：こ（n：ョh+i),n:r(Ti+1), ro,ooh+1)) 

となるように添字付けたものである．各i2: 1に対して

互＝｛町，T2,...,Ti} 

とおき，左 cx(l)はD⑰〉 C〈左〉を満たす最小の集合とする．構成法から，〈互u{X勺K〉
や〈Fi-1U左u｛炉｝砂といった部分空間はfn,h;c,pの作用について閉じている ([1,Lemma 
7]).部分集合gC FUFとpE[2,oo]に対し，命題bd(9,p)と cv(9,p)を次のように定

める．

6正確には，（2.1)のように帰納的に定義する．
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• bd(Q,p):任意の C> 0, q ~ 1と，十分小さい任意のc>Oに対して，次の量は有限で

ある．

SuplE [ sup ||Mn,h;e,p : g||!,p;C]. 
nEN L llhllH:<::::1 

• cv(Q,p) :任意の C> 0, q ~ 1と，十分小さい任意のc>Oに対して，次の収束が成り

立つ．

~l~oo ]E [ll~~<l llMm,h;c,P,Afn,h;c,p: 9lli,p;c] = 0. 
m,n→00 L llhllH9 

また，全てのpE [2,oo]に対してbd(Q,p)（またはcv(Q,p))が成り立つことを， bd(g） （ま

たはcv(g))と表す．

以上の設定の下，定理2.15の証明の概略を述べる．証明の流れは以下の通りである．

(1) （初期命題）左＝ ｛乞｝に対する BPHZモデルの作用は比：，h;c:,吃＝ hn,I'犀ふh;e，吃＝さ

であるから，加のhへの（適当なノルムでの）収束から， bd（左）と CV（左）が従う．

(2) （有界性）任意のiに対してbd（Fi)と bd（左）が成り立つことを，以下の手順で示す．

(a)確率論（＋実解析）的ステップ： bd(Fi-1U左）から bd（互）を示す．

(b)実解析的ステップ： bd（互 U左，2)から bd(Fi+l,2)を示す．

(c)代数的ステップ： bd（仄u左）と bd(J:i十1,2)から bd(Fi+l)を示す．

(3) （収束性）任意のiに対して CV（Fi)と CV（左）が成り立つことを，（2)と同様の手順で

示す．

帰納法の手順を図示すると次のようになる．実線矢印の順に主張が示されていく．

石＝｛口｝呈乃呈 こ五

宣＼、筐＼＼ ＼｀lD 
石＝｛さ｝こ乃こ こ互

以下の節では，帰納法の各ステップ(a)(b) (c)の概要を説明する．簡単のため bdに関する

不等式のみ述べるが，それらの不等式がモデルに関して局所Lipschitzであることを用いれ

ば， CVの証明もほぼ同様である．また，被許容モデルにおいてはrの評価はIIの評価から
従う 7から， IIの評価のみ示す．

7例えば [12,Theorem 10.7], [1, Lemma 12]などを参照せよ．
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3.1 確率論（＋実解析）的ステップ： bd(Fi-1U互） →bd（互）

bd（Fi-1 U 左）を仮定して，印，h;c，尻の評価を示す．ただし， h, pはfr~,h;c，冗の定義に影

響しないため，

聞冗＝聞，h;s,p乃

と略記する． ro,ooに） ＞ 0の場合は， n竺Tiの評価は再構成定理(reconstructiontheorem) 
([12, Theorem 3.10])から直ちに従う．関数の点ごとの積(f• g)(x) = f(x)g(x)は，a:+/3>0
であれば連続双線形写像

B!,oo x B!,00→B':,匁

に拡張できるが，これと同じような理由である．

補題 3.1([1, Lemma 8]). ro,ooに） ＞〇とする．ある定数b>Oと多項式Pが存在し，任意

のc>Oと十分小さい任意の E> 0に対して次式が成り立つ．

llftn;c:: Tillc:,oo;bc::::; P(||正：Fi-1llc:,oo;c) ・ 

この補題は純粋に実解析的な主張であり，確率論は一切使われていない．一方， ro,ooに）三〇

の場合は確率論の助けが必要である．（確率論の知識を用いるのはここだけである．） Poincare

の不等式（定理2.2)から，任意のq2 1に対して次の不等式が成り立つことに注意する．

麟（記げ）（x)I刈乏 IIE[Q叫伍）（x)]門＋1E［sup疇(II竺乃）（x）|q].
llhllH:Sl 

右辺第一項はBPHZモデルの性質 (2.4)を用いて評価される．第二項はHー微分と作用素D

を繋ぐ等式

▽hIT竺Ti=rr~,h;c:,oo(D叫

を用いることにより， bd（左）の仮定に帰着される．

補題 3.2([1, Lemma 10]). ro,ooに）さ 0とする．ある定数b>Oと多項式Pが存在し，任意

のC> 0, q 2 1と十分小さい任意のr::>0に対して次式が成り立つ．

IE [11ftn;2e : Ti II羞,oo;bc]l/q ::::;叩（ ~l;<lllftn,h;c:,oo : Fi-1 U左llc:,oo;c)l 
llhllH9 

以上により， bd(Fi-1U左）から bd(了i)が従うことが示された．
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3.2 実解析的ステップ： bd（互U互，2)→bd（Fi+l,2) 

bd（互U左，2）を仮定し，任意のTEFi+l ＼左に対してfr~,h;c:,2T の評価を示す． T ＃さで
あるから，仮定 (2.5)より

ro,2 (T) = ro,ooけ） ＋特＞ O 

となっていることに注意する．このことから，補題3.1と同じように再構成定理（ただし正

則性可積分性構造への拡張版 [18,Theorem 4.1])を用いた議論に持ち込むことができる．

補題 3.3([1, Lemma 13]).ある定数b>Oと多項式Pが存在し，任意の c>Oと十分小さ

い任意の c>Oに対して次式が成り立つ．

llfrn,h;c:,2: Fi+1llc:,2;bc :S: P(llfrn,h;c:,2: Fi U左llc:,2;c).

3.3 代数的ステップ： bd(-Gu互）＋bd（炉i＋1,2)→bd(FH1)

前節に引き続き TEj:i+1＼左とする．帰納法を完成させるには， nび'h;c:,2Tだけではなく，

ft~,h;c:,pT (p E (2, 00])に対しても評価を示さなければならない．そもそもpによって変化す

るのは， Taylor展開の階数である．例えば， d= 1, ao = -~ -8,(3o = 2 -r5 (8 > 0は十分
小さい）として，ft~,h:O,pエ（さ）を計算すると

（記，h•O,pエ（さ））（y） ={I(h)(y)-I(h)(x) -(Y1 -m)佐 I(h)(x) (P E [2, 1贔））
I(h)(y) -I(h)(x) (p E［丑窃'oo])

のように，階数がpの値によって変化する．p=~は ro,p（石0,1) 信）） ＝ 0の解である．す
なわち，ft~,h:O,pエ（乞）と比：，h:0,2エ（乞）の間には次の関係式が成り立つ．

聞，h:0,pI（さ） ＝記，h:0,2I（さ） ＋ 1ヤO,p(I(o,1）（乞））:so}似 I(h)(x)(Y1-x1). 

これを一般化したものが次の等式である．

補題 3.4([1, Lemma 4 & Lemma 14]).任意の TEj:i+lに対して，有限個の｛びj}C左，

｛叫 C仄，凶｝ C屈が存在し，任意のpE [2,oo]に対して次式が成り立つ．

閲，h；e,pT=n:,h,e,2T＋ど入J見，p侶）匁｝f；；,h;e(o直I□'e初・ (3.1) 

J 

ただし，び閲J:;,h;c切）は次の性質を満たす．

•各jに対して， rc,p (T) = rE:,p匂） ＋rc,oo仇）である．
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• rc:,q匂） ＝ 0を満たす唯一のqE [2,oo]をq=pc:（びj)と表す．ある定数b>Oと多項式

Pが存在し，任意のrE [2,p6匂））， c>Oと十分小さい任意のe>0に対して次式が成

り立つ．

llf:,h;c:（の）1|に（Wbc):=; P(llfrn,h;c:,r : Fi LJ左llc:,r;c)・ 

等式 (3.1) に対し，次の Besov 埋め込み定理と同種の議論を用いることで，fr~,h;c:,pT の評

価が得られる．

命題 3.5([18, Proposition 2.13]). a :=; 0, 1 ::; p :=; q :=; ooとする．任意のJES＇（配＋ d)に

対して，次の不等式が成り立つ．

11!11成，悶d+2)(1/p-1/q)乏||JIIBi,=・

fr~,h;c:,pT の評価は，直観的には次のように示される．超関数の族｛(x}xE応＋d が

IIQぷx)(x)IIL~ 乏t°'/4

という不等式を満たすとき，「｛ふ｝はBg,00型の評価をもつ」ということにする．等式 (3.1)
の右辺第一項は， bd(Fi+l,2) の仮定より B;:~(T) 型の評価をもつが， Besov 空間 B芸：け）は

B塁ロー(d+2)(1/2-1/p)= B塁け）

に埋め込まれる．第二項については，f;}'h;c:匂）がおよそびc（の）に含まれ， n竺njが B~芯仇）
型の評価をもつことから，f；；,h;c:匂）比聖T/jしまおよそB̀:9よ型の評価をもっ．びJ,n]の条
件より

rc:,oo(TJj) -(d + 2）（元万―i)= rc:,p(T) -rc:,p団）一 (d+2）（元了一i)

= Tc:,p(T) -Tc:,Pe（の）匂） ＝匹，p(T)

となるから， B互叫m）しま B晶~(T) に埋め込まれる．以上の議論から，右辺の各項が B芦も(T)
Pe（びj),oo

型の評価をもつことが示唆される．

補題 3.6([1, Lemma 15]).ある定数b>Oと多項式Pが存在し，以下の性質が成り立つ：任

意のpE [2,oo]と十分小さい任意のE:> 0に対し，［2,oo]の有限部分集合Rc:,pとE:1E (O,c) 
が存在し，任意の c>Oに対して次式が成り立つ．

llfrn,h;c:,p: Fi+1llc:,p;bc :=;ど P(llfrn,h;c:',q:互 U左llc:',q;c).
qERe,p 

前節の内容と合わせて， bd（互uj"i）から bd(Fi+l)が従うことが示された．
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