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概要

本稿では相関数を有理関数とした場合の振動積分の漸近解析に関して RIMS共同研究「複素幾何におけ

る葉層と力学系の諸間題」において講演した内容について概説する．本研究は九州大学の神本丈氏との共同

研究である．

1 振動積分と局所ゼータ関数

まず初めに本稿の主な議論の対象である振動積分を定義する特に断りのない限り， fとゃは股nの原点の

近傍u上で定義されたなめらかな実数値関数とし，かつゃはその台がUに含まれているものとする．振動積

分とは次のような積分で定義される実パラメータの関数である：

恥 f)：＝ J四叫(x)dx (t E股）．
艮n

fと¢はそれぞれI'P(t;f)の相関数，振幅関数と呼ばれる．振動積分の性質に関してしばしば興味を持たれる

のはパラメータ tを非常に大きくした場合の挙動である．一般にt→ OOにおいて I'P(t;f)の値は0に減衰し

ていくのであるが，その漸近的な挙動に相関数fの臨界点 (criticalpoint)における性質が強く現れる．ここ

で， fの臨界点とはfの勾配が消えるような定義域内の点である．

本稿では特に断らない限り fはx=Oに臨界点を持ち，かつ f(O)= 0を仮定する． fがなめらかな関数の場

合以下のようなことが知られている．

• fが臨界点を持たない場合，任意の自然数Nに対して定数Ci=0が存在して |I<p(t;f)I：：：： Ct-N (t：：：：り

が成立する (Proposition4 in [10] Chapter 8). 

• fがx=Oに臨界点を持つとするまた多重指数k= (k1,…，kn) E Z~ に対し i:Jlkl 

i:)心…i:)心 f(O)：：：： 1 

を満たすとする．このとき，定数Ci=0が存在して II<p(t;J)：：：： Ct―1/lkl (t：：：：りが成立する．ただし

lkl = k1 +・・・+kn (Proposition 5 in [10] Chapter 8). 

このようにIcp(t;f)の漸近挙動を解析することと f-1(O)の幾何学的性質を解析することには密接なつなが
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りがある． fが実解析関数の場合， Malgrange[8]とJeanquartier[3]はf―1(0)に対して広中の特異点解消を

逃用することによって以下のような I'P(t;f)の漸近形を得ている．

定理 1.1([8], [3]). fはU上の実解析関数とする．このとき，負の有理数からなる等差数列 Pが存在して

I'P(t; f)は以下のような漸近展開を満たす．

n 

J'P(t; f) ~ L L Ca,kバlogtt-1 (t→oo). 
aEPk=l 

定理中の等差数列 Pはf―1(0)の特異点解消に由来するものであり， fから具体的に Pを求めることは一般

的にはできない以下，定理 1.1の証明を概説する．この漸近展開は局所ゼータ関数と呼ばれる一変数の複素関

数を解析することによって得られる．

関数f，ゃは振動積分のものと同じものとする．積分

忍(s;f) = 1n lf(x)l8'P(x)dx (s EC) 
R” 

はRe(s)> 0で広義一様収束し正則関数を定める．これを局所ゼータ関数と呼ぶ． Z,p(s;f)はしばしば残りの

複素平面に有理型関数として解析接続されるのであるが，次のような関係から Z,p(s;f)の極の性質がI,p(t;f) 

の漸近展開に現れる．

盆(s;f) 
逆Mellin変換 Fourier変換

；幻(U) ）Iゃ(t;f). 

ここで，幻(u)は実数uに対し K1(u):= f 叫x)坐
{f=u} df 

で定められる関数であり Gelfand-Relay関数と呼ば

れる． uがfの臨界値でなければwell-definedであることが知られている．

fに対し特異点解消を適用し，部分積分を繰り返し行うことにより， Z,p(s;f)はC全体に有理型関数として

解析接続され，その極が負の有理数からなる等差数列Pに含まれ各極の位数が高々 nであることがわかる．詳

細はここでは割愛するが興味のある方は [2]などを参照していただきたい． Z,p(s;f)の逆 Mellin変換により

幻 (u)はc>Oを用いた線積分

1 rc+i= 
朽(u)＝戸［心幻s;f)u―s-lds 

で表される． Cauchyの積分定理の適用により積分路を左に動かしていくことでにf(U）の漸近展開の各項が各

極における Z'P(s;f)u―s-1の皆数として求められ，

n 

幻(u)~ L LAa,klu|―吋loglul/-1 (lul→0) 
aEPk=l 

のような漸近展開が得られる．この各項に Fourier変換を施すことで定理 1.1を得る．

上述の議論から振動積分の漸近展開を求めることと局所ゼータ関数の解析接続の様子を調べることはほぼ同

義であることがわかる．実解析関数に関する局所ゼータ関数の解析において重要な役割を担っているのは広中
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の特異点解消定理なのであるが， fが実解析的というだけでは定量的な解析をすることができない．この事実

が振動積分の漸近展開が定屋的に求められないことにつながっている．次節では， fに実解析性に加えてある

種の非退化性を仮定した上で定理 1.1を定屋化した結果を紹介する．

2 トーリック多様体の理論の応用による定量的な解析

ここでは，前節で紹介した Malgrangeらの定理を定量化したVarchenko[11]の結果を紹介する． Varchenko

はfから Newton多面体と呼ばれる図形を作り，その幾何学的性質に基づいたトーリック多様体の理論を用い

て具体的な特異点解消を構成することにより定理 1.1を定量化した．

まず [11]の結果で重要な役割を持つ Newton多面体とそれに関連した用語の説明をする． fは原点の

近傍 Uで定義された実解析関数とし，原点で f(x)～区咋研％砂のような Taylor展開を持つとする．

SJ:={aE勾： Ca=/ 0}とすると fのNewton多面体とは [LJaESJ{a十股↑｝］の凸包として定義され，本稿

ではい(f)と表記する． fのNewton距離とは釘：＝ min{t> 0 : (t,…，t) Er +U)}で定義される数であ

る．また，点 (dJ,.・・，釘）を含む次元が最小の面を r+(f)の主要而といい，主要面の余次元を釘の Newton多

重度といい mfと表記する．幾何学的にはr+(f)の境界と対角線の交点の座標がdfであり，その交点を含む

最小の面の余次元がmfとなる．この 2つの数の組 (dJ,mf)をfのNewtonデータと呼ぶこれらの定義は

座標の取り方に依存していることに注意が必要である．実際，座標変換を行うと fのTaylor展開の多重指数が

変わり，それに伴って r+(f)の形状やNewtonデータの値も全て変化する．

Varchenkoは[11]の結果において次のような非退化性を仮定している．

定義 2.1.'Yをい(f)のコンパクトな面とし， f孔x):=どaE-ynZ↑％砂と定める． fがNewton多面体r+(f)

に関して非退化であるとは，r＋（f)の任意のコンパクトな面7に対して，f-rの勾配が（股＼｛0}）n上消えないこ

とを言う．

Newton多面体と同様にこの非退化条件も座標の取り方に依存していることに注意しておく．本稿では割愛

するが，この非退化条件は Newton多面体から作られたトーリック写像が我々の解析に必要な特異点解消とし

ての性質を満たすことを保証するのに必要である． Newton多面体からトーリック多様体を作り，特異点解消を

構成するプロセスについては[6],[5]などを参照していただきたい．

定理 2.2([11],[1]). {i) fはNewton多面体に関して非退化，（ii)'PはU上rp(x)~ 0かつ孤0)> 0を満たす，

を仮定する．さらに，（iii)以下の 3つのうち少なくとも一つを満たすとする．

(a)釘＞ 1.

{b) fはU上非負もしくは非正．
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(c) 1／山が奇数ではない，かっr+(f)の主要面布に対し Un（股＼ ｛o}r上でf-r.=/ 0. 

このとき，定数Ci=0が存在し次が成り立つ．

I'P(t; j) = Ct―1/dt(logtrrl + O(t―1/dt (log trr2) (t→ (X)）． 

実は定理中の条件（i)だけでも |I<p(t;f)IさC't-lfdt(logtrrlという評価までは得ることができる．重

要なのは 2つの仮定 (ii),(iii)を加えることで漸近展開の先頭の項，つまり最も特異性が強く表れている項を

Newtonデータを用いて決定できることである．主張の中にある定数Cはfや¢を用いて具体的に表示する

ことができ，条件 (ii)'(iii)はその定数が0にならないための十分条件となっている．

3 相関数が有理関数の場合

前節までの結果を踏まえて，この節では相関数fをf/gに置き換えた次のような振動積分を考える：

I,p(t;f/g) := 1n¥n-11n1 e“声 (x)dx.
R”¥g-1(O) 

ここでは実解析関数の比で表される関数のことを有理関数と呼んでおり，通常の意味での有理関数（多項式の

比で表される関数）よりは広いクラスを指している．解析関数の場合同様， f,gはx=Oに臨界点を持ち，かつ

f(O) = g(O) = 0を満たすとする．この関数に対して以下の二つのことを考える．

(A) t→ooにおいて実解析関数の場合と同様の漸近展開がI,p(t;f /g)でも得られるか．

(B)相関数の分母gの特異性はどのような形で現れるか．

(B)に関しては相関数が 1/gにしたものに部分積分を考えることで， t→ooにおいて任意の自然数Nに対

しI,p(t;1/g) = O(t-N)が成立することがわかる．これは相関数内の gの特異性はパラメータ tが大きい場合

には表れないということを示している．一方で，一次元の場合の結果として次のようなものが知られている．

定理 3.1([4]）．正の実数 aに対し Ia(t)= ~。'("eit,兄p(x)dxとする．任意の自然数 Nに対して以下が成り

立つ．
laN」 laN」

Ia(t)＝L Aa,jtjfa＋〉恥，jtjfalogt＋応（t).
J=l j=l 

ここで， la」は aを超えない最大の整数， EN(t)EC叫股）， aE政＼Qのとき Ba,j= 0. 

この定理は変数変換y= 1／呼とゃの原点における Taylor展関， Fourier変換により示される．定理中の

Aa,JとBa,Jは'P(j)(0) (j = o, 1,…）とガンマ関数を用いて定呈的に与えられ，該当する係数が0でない場合

Ia(t)はt=I=〇ではなめらかであるがt=Oでは微分不可能であることがわかる．相関数が解析関数の場合，積

分の収束により I'P(t;f)がt=Oでも微分可能であることが従うため， gの特異性は振動積分の t=Oにおける
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なめらかさに現れることが推測される．この性質はIa(t)に対し形式微分を考えることでも推測されることで

あるが，より正確にt=Oにおける微分可能性について知るためには定理3.1のような表示を得る必要がある．

一般の次元においても f―1(0)U g―1(0)に特異点解消を考えることで， VeysとGalindo[12]は次のような結

果を得ている．

定理 3.2([12]). I'P（t; f /g)はt→oo,Oにおいて次のような漸近屎開を持つ．

(a)負の有理数からなる等差数列p_が存在して， t→00のとき

n 

I'P(t; f /g) ~ L L Ca,k位）『（logtt-1.
aEP-k=l 

{b)正の有理数からなる等差数列P十と E(t)E C00（股）が存在して， t→0のとき

n oo n+1 

Icp(t;f/g)~ L L心('P田(logt)1-1十ここ帽(rp)tj(logt)1-1 + E(t). 
(3EP+ ¥N k=l j=l 1=2 

この定理は Malgrangeによる結果（定理 1.1)を有理関数の場合まで拡張したものである． P+とp_は

Malgrangeの場合同様f―1(0)U g-1(0)の特異点解消に由来するものであり，定量的に求めることはできない

主張 (b)の漸近展開の第 1,2項がI,p(t;f /g)の特異性を表す部分に該当している．

定理3.2は次のような局所ゼータ関数の解析接続を調べることで得られる：

伶(s;f/g)：＝J f(x) 8<p(x)dx (S E C)． 
恥”¥g-1(0)I g(x) 

この積分は原点を含む領域{s E (C : -a < Re(s) < /3} (a, f3 > 0)で広義一様収束し正則関数を定めること

が知られている（この事実はゃの台のコンパクト性からは直ちに従わず，証明には特異点解消が必要である）．

特異点解消の適用により Z,p(s;f/g)はC全体に有理型関数として解析接続され，その極が有理数からなる等

差数列に含まれることがわかる．解析関数の場合と同様の議論から I,p(t;f /g)のt→(X)における漸近展開に

伶(s;f/g)の負の極が対応し， t→0における漸近展開に正の極が対応している．

本稿の主定理は定理3.2をVarchenkoの意味で定量化したものである．この定理はVarchenkoの結果の有

理関数の場合への拡張にもなっており， g三 1のとき解析関数の場合に一致する．

まず，有理関数の場合の議論に必要な Newtonデータを定義する． この場合 t→ (X)，0の 2つの漸近

展開があるため 2通りの Newtonデータが必要となる．（f,g)のNewton距離とは d(f,g):= min{d 2-

O: (I'+(g) + (d,…,d)） c r+（f)}で定義される非負の有理数である．幾何学的には r+(9)を対角方向

に平行移動し， r＋（f)に完全に含まれるのに必要な最小の距離が d(f,g)である．従って， d(f,g)= 0と

なる場合も起こり得る． d(f,g)> 0の場合 (r+(g) + (d(f,g)，…，d(f, g))) n r +U)=I= 0である． そこ

でaE 8し(f)に対し方(a)をaを含む次元が最小の r+（f)の面としたとき， r＋（f)の主要面の集合を

F.[J,g] :=｛刀(a): a E (r +(g) + (d(f,g)，…,d(f,g))) n r +U)｝で定める．そして d(f,g)の多重度を
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m(f,g) := max{codim（叫： 1• E F.［f,g]｝で定める．（d(f,g), m(f, g)）の組みを (f,g)のNewtonデータ

と呼ぶ (g,f)のNewtonデータ (d(g,!), m(g, f)）も同様に（上述の定義で fとgを入れ替えたものとして）

定義する．

例 1.文章での説明だけでは (f,g)のNewtonデータは分かりにくいと思われるので， n=2でf(x1，四） ＝ 

碕X§+ xf Xi + x~0 と g(xぃ四） ＝碕十xf吋の場合の例を図とともに載せておく．

a, 

（）  

d(f,9) 

al 

a, 

(0,10) 

r+(g)が動く

(8,0) 

a2 

に(f)が動く

（）  

d(g,J) 

この例では，（f,g)と(g,f)のNewtonデータは以下のようになる．

d(f, g) = 2, F,[f, g] = {(4, 4), {(a1, 2) : a1 :::. 8}}, m(f, g) = 2; 

d(g, J) = 2, F.[g, J] = { {(2, a叫： a2ミ2}}, m(g, J) = l. 

注意 3.3.(f, g)のNewtonデータは2節で紹介した Newton距離とその多重度の一般化になっている．すな

わち次が成立する：

d(f, l) = dt, m(f, l) = mf. 

本稿における主定理を述べる．以下'Pはu上汎吋>゚ 力とパつ（。)>〇を満たすとする

定理 3.4([9]). f ・ gがニュートン多面体に関して非退化であり， d(f,g)>Oかつd(g,f) > 0とする．

{i)以下の 3つのうち少なくとも 1つを満たすとする．

(a) d(f,g) > l; 

{b) fはU上非負もしくは非正；

{c) l/d(f, g)が奇数ではない，かつ主要面,.E F.[f,g]でun (JR.¥ {o}r上f'Y＊ # 0, codim(＼） ＝ 

m(f,g)を満たすものが存在する．

このとき，定数C=J 0が存在してt→00で

I'P(t;f/g)=Ct―1/d(f,g)(logtrCf,g)-1 + O(t―1/d(f,g) (log trCf,g)-2). 

{ii) l/d(g,f) if_ Nかつ以下の 3つのうち少なくとも 1つを満たすとする．
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{d) d(g, f) > l; 

(e) gはU上非負もしくは非正；

(f)主要面ち EF.[g,f]でUn（良＼｛O}t上gち＃0,かつcodim（T*)= m(g, j)を満たすものが存在

する．

このとき，定数 D(l)i= Qが存在して t→0において

I'P(t;f /g) -E(t) = D叫 1/d(g,f)(log tr(g,f)-1 + 0(tl/d(g,f) (log tr(g,f)-2). 

{iii) 1/d(g, f) ENかつ以下の 2つのうち少なくとも 1つを満たすとする．

(e) {ii) -(e)を滴たす；

{]) 1/d(g, f)が偶数かつ {ii)-(J)を満たす．

このとき，定数 D(2)＃0が存在してt→0において

I'P(t; f / g) -E(t) = v<2)tl/d(g,f) (log tr(g,f) + O(t1/d(g.Jl(1ogtr(g,f)-l). 

ここで， E(t)はE(O)= Ji政ぃp(x)dxを満たすcoo関数．

定理3.4-(ii),(iii)では 1/d(g,f)が整数か否かで先頭項の対数項の次数が異なることに注意する．これによ

りどちらの場合でも t=Oにおいて微分不可能な項が現れることになる． d(f,g)= 0の場合t→ ooにおい

て特異性を示す項は現れない，すなわち任意の自然数N に関して l'P(t;f/g)= O(cN)が成り立つ．同様に，

d(g,f) = 0の場合も t→ 0において特異性を示す項は現れずI'P(t;f/g)はt=Oにおいて（右側微分の意味

で）なめらかな関数となる．

以下，定理3.4の証明を概説する． 2節で紹介したように大部分は局所ゼータ関数Z'P(s;f/g)の解析接続を

調べることに帰着されるより詳細な議論は [5]を参照されたい．

(Z'P(s; f /g)の有理型解析接続）

まず， fとgのNewton多面体の幾何学的な情報を用いて Z'P(s;f /g)の極の位置を記述する． r＋（f)のn次

元の面について標準ユークリッド内積に関する双対を考えることで非負整数成分のベクトルが得られる．この

操作をr+(f）とい(g)の各n次元の面に対して行うことで有限集合{a]｝f=lC Z'.j.を得る．（より正確にはユ
ニモジュラーな細分をおこなった後に得られるものである）．ベクトルaE Z'.j.に対して，

り(a)：＝ min 〈a,a〉, lg(a) ：＝ min 〈a,a〉 (〈・,・〉はユークリッド内積）
a€r+ (f) a€r+(9) 

で定めると， z<p（s;f/g)の極は次に含まれる：

{ |a叶＋乙
-h(aJ) -l,（aJ) : j = 1,…,N} U(Z ¥ {O}) (la1l=a{+・・・＋吐）．

p 
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ただし，上の集合においてり(aり＝ l9(aりとなる jは除外しておくこととする．りと lgの大小関係により，上

の集合は正の元，負の元の両方が現れる．正の元の集合を P十，負の元の集合を p_とすると， d(f,g),f(g,J) 

の定義から次がわかる．

• (P_の最大元）＝ー1/d(f,g)かつ Z"'(s;f/g)がs= -1/d(f,g)に極を持てばその位数は高々 m(f,g).

• (P+の最小元）＝ 1/d(g,f)かつ Zcp(s;f/g)がs=l/d(g,f)に極を持てばその位数は高々 m(g,f).

さらに定理3.4の仮定が満たされているとき次のことがわかる：

• zゃ(s;f/g)はs= -1/d(f,g)に位数m(f,g)の極を持つ．
• Z'P(s;f/g)はs= 1/d(g, f)に位数m(g,f)の極を持つ．

これは各極における Z"'(s;f/g)のLaurent展開の係数を計算し，それらが消えないことを確認することで示さ

れる (Theorem4.3 in [5]). 

(I"'(t; f /g)の漸近解析）

1節での議論同様Z"'(s;f/g)に対して逆Mellin変換と Fourier変換を適用することでI'P(t;f I g)の漸近展

開を得る．ここではKJ!g(u):= fwa=ul r.p(x) 心{f /g=u} -n~ I d(f /g) という Gelfand-Relay関数を考える．逆Mellin変換に

より Kf/g(U)は
l rc+ioo 

kぃ(u)：＝戸し Z,p(s;f /g)u―s-lds 
で表される．このとき，積分路の Cは一a<c</3（Z'P（s;f/g)が収束する領域）を満たしていないと逆Mellin

変換が定義できないことに注意する．積分路を左に動かすと Kf/g(U)のu→0における漸近展開，右に動かす

とu→00における漸近展開が得られる． P+とp_に由来する漸近展開の項のみ考えるとそれぞれの先頭項は

次のようになる．

Kfjg(u) = c1u11/d(f,g)(log lulr(f,g)-l + O(lul1/d(f,g)(log lulr(f,g)-2) (lul→0) 
kf/g(U) ＝b|u|―1/d(g,J) (log lul)m(g,f)-1 + O(lu|―l/d(g,J) (log lulr(g,f)-2) (lul→oo) 

これらの各項にFourier変換に関する次の補題を適用することで定理3.4を得る．

補題 3.5([7], [4]). {a) 実数入，€ ＞ 0,非負整数pに対しt→00で次が成立する：

J€凸 x|入-1(loglxl)P-1dx = Aい (logt)P-1+ 0（戸（logt)P-2).

゜
{b)実数入＞ー1,L ≫ 0,非負整数pに対し t→0で次が成立する：

JCX) e'曰x|―た1(loglxl)P-1dx = 
B,,.t>-(logt)p-1 +o（が（logt)P-2)

L {信(logtV+ 0（松（logt)p-1) （入~ Z); 

（入 EZ). 
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注意 3.6.Z'P(s;f/g)の極で ;;z¥ {O}に対応する項は I'P(t;f/g)の漸近展開には表れない．これは Fourier変

換を適用する過程で対応する項の係数が必ず 0になるということが保証されているからである．注意したいの

が一般に等差数列 Pにも幣数が含まれ，こちらの極に対応する項は I'P(t;f/g)の漸近展開に現れる可能性があ

る．従って t→00において tの整数幕の項が全く表れないというわけではない．
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