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1 概要

本稿は佐藤隆夫氏（東京理科大学）との共同研究に基づく．
1890年代にFrickeとKleinによって定義されたFricke指標は，その後，特に代数的な

側面から HorowitzやMagnusを筆頭とする研究者たちによって研究されてきた．詳しく

はMagnusのSurvey[l4]を参照されたい．
Fricke指標のなす環には自然に自由群の自己同型群Aut(Fn)が作用する．この作用に

ついて，佐藤畠中はJohnson準同型のアナロジーによる研究を行い，ある種の極大イデ
アルの幕からなる降下列を考えることで， Andreadakis-Johnsonフィルトレーションの類

似物を得た [7] ．また，佐藤は Johnson—森田理論の手法を Fricke 指標のなす環に対して適
用することで，あるねじれ係数における Aut（凡）の非自明なcrossedhomomorphismを得

た[15]．また，筆者はBrumfielとHilden[3]によって定義された代数を用いて，上述の極
大イデアルの次数商のAut(F,砂加群としての構造を記述した [8]．これらの一連の研究は
既存の研究とは異なり，アーベル化の誘導する自己同型群の間の準同型，すなわち

Aut(F,砂→ Aut(F!り~ GL(n, Z) 

を経山しない表現が主に現れるため，強力な道具である GL表現論が使えず未解明な点が
多い．

現代的には， Fricke指標のなす環は自由群の S1(2,C)指標多様体の座標環として扱わ
れることも多い．そのある種の一般化として自由群のSL(m,C)指標多様体の座標環への

Aut(Fn)作用が考えられる．しかしながら， SL(m,C)指標多様体，ならびにその座標環
については，その構造は複雑かつ未解明な点も多く残っており，単純にFricke指標につい

ての議論を拡張して扱うことは難しい．本研究では， m23の場合におけるもっとも簡単
な例である，自由群のランクが2の場合について考える．また， m=2,3の場合にOuter

spaceと呼ばれる空間を用いて，ねじれ係数の Out(F:りのコホモロジ一群の計算を行って
得られた結果をいくつか紹介する．さらに，凡の場合に， m=3の時の極大イデアルの

1次の次数商の Aut(F2)加群としての直和分解を与える．

2 自由群凡のSL(m,(('.)指標のなす代数

凡をX1,...,Xnで自由的に生成される自由群とする． Hom(Fn,SL(m, C)）で自由群Fnの

SL(m, C)表現全体を表す．詑1= {J I J: Hom(Fn, SL(m, C))→C}とし，各点ごとに和
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と積，スカラー倍を定義することにより，可換Q代数とみなす．以下のように関数を定
義する．各XE凡に対して

tr(x)(p) := the trace of p(x), p E Hom(Fn, SL(m, CC)) 

として定める．これを XE凡のSL(m,CC)指標という． tr(x)E況吋豆うり，このような形
の元全体が生成する含Tの部分Q代数を疋閉で表すことにする．自由群凡の自己同型群を
Aut(Fn)で表す．各tr(x)E疋Tに対して， uE Aut（凡）による（右）作用をtr(xt:= tr（ザ）
により定める．各n,mに対して，

J;:':= (tr(x) -m Ix E F,砂

なる極大イデアルを定義する．これはAut(Fn) による作用で閉じている（すなわち， Aut(F,砂—
invariantである）．これにより， Aut(Fn)-invariantな加群の降下列

J;:'つ(J;:')2つ・・・つ (J;:')kつ・・・

を得る．各l2 1に対して，次数商をgrl(J:;') = (J:;'）リ(Jば）l+lで定義する． Aut(F,りによ
る作用が導く準同型Pk:Aut（凡） →Aut(J閃／（J位）K＋1の核を埒(k)で表すことにすると，
降下列

埒（1)つ勾(2)つ・・・コ埒(k)つ・・・

はN-seriesになる．

2.1 翌について

ここでは，迂について概観し，既知の事実をいくつか述べる． Q(Fn)でQ上凡の群環を
あらわす．また， s:Q(Fn)→Q(Fn)でFnうか→ X―1€凡を線型に拡張して得られる反
準同型を意味することにする． BrumfielとHildenは以下のような代数を [3]で定義した．

Definition 2.1. 

H(Fn) := (Q(Fn)/(x(y + s(y)) -(y + s(y))x) Ix, y E凡）

この代数で以下のような作用素を定義する．記号の濫用だが， sがH(Fn)上に誘導す
る線形写像も sで表すことにする．

1 
+ ： H(F砂→H(F砂 x+= ~(x + s(x)), 

2 
1 

-： H(F砂→H(F叫 X―=-（x-s(x)) 
2 

今，＋作用素による像を H+(Fn)で表すことにする．このとき， BrumfielとHildenによ
り， H＋（凡）竺近であることが示された．以下では，この同型を通して二つの代数を同
一視する．ここで，

日：＝（x；町）＋
という記号を導入する．我々は以前に以下を示した．
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Theorem 2.2.集合｛凰・冒 |1::; Pl ::; ql ::;・・・::;Pl ::; ql ::; n}はgrl(J])のQベクト

ル空間としての某底を任意のl2: 1に対して与える．特に，対応

凰・・・凰→ (xp1Xq1) ・ ・ ・ ・ (xp1Xqz) 

はgrl(J.名）と 51(52(H2))Aut（的）加群としての同型を与える．ここで， HバまQ係数のF2
の一次元ホモロジ一群であり， Sl(V)でベクトル空闇V上の l次の対称テンソルを意味
する．

一般のn2: 3に対して，以下のような定理を佐藤は [15]で示した．

Theorem 2.3（佐藤）． H1(Aut(Fn),Hom叫grl(J砂gr2(Jり））ヂ 0.

上記定理は非自明なコサイクルを具体的に構成することで示されたものである．しか
しながらn=2の場合にはこの構成されたコサイクルは自明なものとなってしまうことに
注意する．

2.2 x~ について

一般に， m2: 3に関して，疋閉の構造は不明な点が多く， m=2の時のようなよい代数的
デバイスが存在するかどうかは分かっていない．そのため， Aut(Fn)作用についてもほと
んどわかっていない．任意のm'>m 2: 2に対して，包含写像

し： SL(m,C)ぅgf---+ (i二） ESL(m',C) 
を考える．ここで，んはサイズKの単位行列である．すると，この包含写像は， Q代数射
「：窓屈→巧を誘導する．特に五： grl（な） →grl(J点）をも導く．すぐにわかる通り，こ
れはAut(F,砂同変である． Horowitzは翌に自明に作用する自己同型たちのなす部分群に
ついて調べた [6].,;とHorowitzの結果を利用すると，以下のことがわかる．

Lemma 2.4. m 2: 3, n 2: 2 に対して， x~ に自明に作用する自己同型全体からなる部分
群はちょうどInn(Fn)である．

したがって， Aut(Fn)による作用はOut(Fn)による作用とみなすことができる．本研
究では，以降n=2の場合に焦点を絞って考える． Lawtonによる一連の研究 [9,10, 11] 
により羽の構造は比較的よく分かっており，他の場合より扱いやすい．まず，代数とし

ての最小の生成系が以下で与えられる．

{tr(xfり， tr(x~り， tr(x1xり， tr(x1x2り， tr(x2x11), tr(x11x2り， tr([x1,x叶）｝．

以下，簡単のため，各x€凡に対して， c(x) :=tr(x)-3と定める．特にc(xr),c(xfxJ), 
c([x1, x砂）をそれぞれ[ie],[ie,jf], [1,2,-1.-2]などとあらわすことにする．このとき，
以下が成り立つ．

Theorem 2.5. (1) 6 :=｛［土1],［±2],［土1，土2],［土1，干2],[1, 2, -1, -2]｝ははgrl(J})のQ
ベクトル空間としての基底である．

(2) 

61 := {a/31 a, f3 E 6 ¥ {[1, 2, -1, -2]} }, 
ぎ：＝ ｛a[l, 2, -1, -2] I a E 6 ¥ {[1, 2, -1, -2]} }. 

とおくとき， 6'U6” はgr2(Jl)のQベクトル空間としての基底である
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3 ねじれ係数コホモロジ一群の計算

3.1 Outer space 

この節では， Outerspaceについて簡単に説明する． Outerspace KバまCullerとVogtmann

によって導入された， Out(Fn)に対する幾何学的対応物である． K註ま韮本群として凡を持

つマーク付きグラフの poset の幾何学的実現として与えられる．特に K叶ま可縮な Out(F,砂—
CW複体であり，その作用は真性不連続， cocompactでcellstabilizerが有限群になってい

る．詳しくは [4]などを参照されたい．本研究ではBrady[l]の方法をもとに Outerspace 
を用いて， Out(F:砂のコホモロジーを計算する．

Gを群とし， XをG-CW複体とする． XPでXの四cellを表すものとし， SpでXp/G

の代表元からなる集合を表す．びをXのcellとするとき，らでそのcellstabilizerを哀す

ものとする．また， G加群M に対して， Maでorientationcharacterでねじれた作用を持

つ仇加群としてのMを表すものとする．このとき，同変コホモロジ一のスペクトル系列

叩＝ ④ Hq(Ga,Ma)⇒ H炉(X,M)
咋 Sp

を得る．このスペクトル系列において， X＝氏の場合を考えたい．特にMがQ上のベ
クトル空間であることを仮定すると，

印 (Out(Fn),M) ~④ MOut(Fn)". 
びESp

を得→る．すなわち，この右辺を計算すれば上記のスペクトル系列を計算できることにな

る．詳しくは， Brown[2] を参照されたい． K2/0ut(F2) は 0-cell として {e~，噂｝を， 1-cell
として {e}｝をそれぞれ持つ（以下の図を参照）．なお， e｝は辺 c を縮める操作 eg 今 e~ に
よってあらわされる．

a b 

c c
 

0

1
 
e
 

0

2

 e
 

その各々に対応する cellstabilizerは以下のような元で生成されることがわかる．

〇― (OutF心の生成元

e ゚ 如：（X□1),91,2: (x11,四）， 91,3: (x1, x2り1 

e ゚
()  (―1 -1) (―1 -1) 2 92,1 : X2, X1, 92,2 : X1, X2巧， 92,3: X1X2, X2 

(―1 -1) g2,4 : X1, X2 

| e} | g2,1 : （x2, x1)，g2,4 : （x[¥ x;1) | 
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3.2 S1(2, C)の場合における計算例

例 1

grl (J.名）の場合， grl(J.名）竺 S2(H2)であったから，その基底を

｛叶，X1X2，叶｝

(Out(F2)h 
ととることにする．このとき，まずgrl(J名） e~ を決定する．すなわち

x = axi + bx1x2 +噂

とおいたとき， 91,1・ X = X, 91,2 ・ X = X, 91,3 ・ X = Xを満たす条件を求める．すると，そ
の条件はa=c, b = Oであることがわかる．したがって，

dim叫grl(Ji
(Out(Jc分）⑳
2) 1) ＝ 1 

を得る．同様の計算を行うと以下の某底たちの表を得る．

grl(Jり

吋十x3
g~;,ut::)2] 

さらに，以下のスペクトル系列を得る．

鯰゚＝ Q2,闊0= (Q2 

さらに， d『o:E『°→ Eドが同型であることが上の表からわかる．したがって以下を得る．

Proposition 3.1.任意のp2 0に対して

印 (Out(F:かgrl(Jり） ＝0. 

例2

g性(J名）竺 s2(s2(H2)）であったから，同様に計算すると，以下の表を得る．ただし，記号
はTheorem2.2に従う．

0
1
1
0
2

＿ー
1

e

e

e

 

これにより以下のスペクトル系列を得る．

E『'o= Q5, Ei'o = Q4 

簡単な計算により，瓜'°は全射であることがわかる．

Proposition 3.2. 

田(Out(F,),g疇）） ＝ ｛Q （p = 0) 
0 (p-#0). 
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特に， H0(0ut(F:かgr2(Jり）はtr([x1,x2]) -2の類で生成されることも計算すれば確か
められる．

例3

Hom叫gr1(J名），gr2(J.名））の場合にも計算を行うと，以下のスペクトル系列が得られる．

E『'゚＝Q叫E}゚＝Q10 

直接がを計算するのは困難であるので， Hom叫gr1(J名），gr2(J.名））Out(F2)= Qを示す．これ
は直接計算によってわかる．したがって， d州は単射となる．よって，以下を得る．

Theorem 3.3. 

w(Out(F2)，Hom叫g疇），g疇））） ＝ ｛Q （p = 1) 
0 (p=/0). 

ここで生じるコサイクルはTheorem2.3にある佐藤の構成したものとは異なったもの
であることに注意しておく．

3.3 S1(3, CC)の場合

この節では， S1(3,<C) の場合を述べる．すでに述べたとおり，疋；に比べて，~は H+ （F砂
のような良い代数的なデバイスが現状存在せず，ある元XE凡が勝手に与えられた際に，
tr(x)を生成元を用いて書き表すことも容易ではない．したがってcellstabilizerによる作
用を計算するうえでは，以下のような技術的な補題が必要になってくる．

Lemma 3.4. 

c([x2, x1]) + c([x1, :1叫）三12(c(x1)+ c(x2) + c(x11) + c(x2り）
-6(c(x1x2) + c(x1:1五-1)+ c(x11x2) + c(x11x2り） mod(Jf戸．

Lemma 3.5. gr1(Jg)において，

c（ふx;-2)= -3[i] -3切＋3[-j]+ [1, 2] + 3[i, -j], 
c(x;1x;) = -3[-i] -3[-j] + 3[j] + 3[-i,j] + [-1, -2] 

が各 i,j E {l, 2}, i =/ jに対して成り立つ．

これらを用いることでSL(2,C)の場合と同様に計算することができる．これにより以
下の表を得る．

e ゚1 [1] + [2] + [-1] + [-2], [1, 2] + [1, -2] + [-1, 2] + [-1, -2] 

e ゚
[1] + [2] + [-1] + [-2] -[1, 2] -[-1, -2], 

2 
[1, 2] + [1, -2] + [-1, 2] + [-1, -2] 

e 1 1 [1] + [2] + [-1] + [-2], [1, 2] + [-1, -2], [1, -2] + [-1, 2] 

そしてスペクトル系列

E『'゚＝ (Q4, Eげ＝守．

を得て，結果として以下を得る．
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Proposition 3.6. HP(Out(F:り，grl(Jj
Q (p = 0) 

砂） ＝ ｛。（Pヂ0)
H0(0ut(F:吐gr1(J名））の生成元については後述する．次にHom叫grl(Jj),gr2(Jf)）の場
合を述べる．こちらはかなりベクトル空間としての次元が大きいため，計算ソフト Math-

ematicaを用いた．それにより，以下の結果を得る．

(grl(Jf)* R gr2(Jf))Out(F2)e~ 竺 Q29

(grl(Jf)* R gr2(Jf))Out(F2)eg竺 Q14

(grl(Jf)* R gr2(Jf))Out(F2)e}竺 Q102.

したがって直ちに以下を得る．

Theorem 3.7. 
dirn[H1(0ut(F2), HornllJl(gr1(Ji), gr2(Ji)))] ;:::: 59 

4 gr1(Jj)のOut(F2)加群としての構造

耳へのAut(F2)作用に関する研究はLawton[ll]によるものがあるが，ほとんどわかってい

ないに等しい．この節では， grl(Jf)のOut(F砂加群としての構造の決定を行う． Out(F2)

表現に関しては通常のGL表現や対称群の表現などとは異なり，使える道具が少なく扱い

が難しい．

まず， grl(Jf)における Aut(F2)部分加群である Ker（パ）について考察する．簡単な議

論から，

a1 = [1] -[-1], a2 = [2] -[-2], b = [1, 2] -[-1, -2], 
C1 = [1, -2] + [-1, -2] -2[-1] -2[-2], C2 = [-1, 2] + [-1, -2] -2[-1] -2[-2], 
d = [1, 2, -1, -2] 

としてKer（パ）の基底をとれることがわかる．このとき， Nielsenの生成系([13]を参照）を
各基底に対し作用させてみると， a1, a2, b, c1, c2で生成される部分空間W はAut（凡）によ
る作用で閉じていることがわかる．さらにLemma3.4により，以下がわかる．

Proposition 4.1. Ker（パ）／wはAut(F2)加群として，［F2,F2]/[[F2, F:叶，F叶翫Qと同型
である．

次にW のAut(F2)加群としての直和分解を決定する．そのため，まずはAut（恥）の部

分群で位数8の二面体群D4と同型なものをとり，その既約分解を求める． W の基底を以
下のようにとる．

a1, a2, 

1 1 
柘：＝沢＋c1-c2), k2 :=う(b-C1十位），

1 
c := a1 + a2 -~(b 十釘十位）．

すると，以下の既約分解を得る．
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Proposition 4.2. D4加群として

W=W直 W這 W3

ここで， W1= Span(a1匹）， W2=Sp皿 (kぃ朽）， W3= Span(c)であり， W1竺児である．

また，作用を計算することで，以下を得る．

Proposition 4.3. Aut(F:サ加群として，直和分解

W= （剛＋児）〶 W3

を得る．

特に， Wげ W2,W3しまAut(F2)加群として既約であることが示せる．さらにW3しま自
明な作用を持つ加群であり，その生成元は上記の墓底の cで与えられる．そのため，以下

の主張を得る．

Proposition 4.4. H0(0ut F2, gr1(Jf)）は

1 
c = [l] + [2] + [-1] + [-2] -i([l, 2] + [l, -2] + [-1, 2] + [-1, -2]) 

2 

で生成される．

4.1 gr1(Jf)の分解

以下のように基底をとる．

ふ＝ー[1]-［-1]，ふ＝ー[2]-［-2]， 

X12 = i([l] + [2] + [-1] + [-2] -[1, 2] -[-1, -2]), 
2 

a1, a2, k1, k2, c, d. 

すると，以下のようなAut(F2)加群としての直和分解を得る．

Theorem 4.5. Aut(F2)加群としての直和分解は以下の通り与えられる．

gr1(JD = (W1十児） ①Span(6c -d)①Span(X1, X2, X12, c). 

特に間＋児と Span(6c-d)は既約であり， Span(X1,X2, X12, c)は indecomposableで
ある．

証明のスケッチ

それぞれがAut(F2)作用で閉じていることは直接計算で確かめられる． W1+W2の既
約性はすでに述べた． Span(6c-d)は1次元であるから明らかに既約である．なお，これ
は符号表現と一致することがわかる．したがって残りはSpan(X1,X2, X12, c)である．し
かしcが生成する部分Aut(F2)加群が存在するため，これは既約ではない．そこでD4加
群としての既約分解を行い， DokoviC-Donizの結果[5]を用いることで， indecomposable
なことが示せる．
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