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1 はじめに

情報幾何学では，統計学や機械学習におけるパラメータ空間をフィッシャー行列をリーマ

ン計量とするリーマン多様体とみなすことで様々な解析を行う．特に甘利・長岡による双対

平坦構造は情報幾何学における最も重要な概念であり，この空間構造を通して統計学や機械

学習，最適化問題等に統一的な幾何学的解釈が与えられる [2,1]．多様体M

構造（h，▽，▽*）とは，擬リーマン計量 hとある種の双対性を満たす平坦接続の組（▽，v'*)

からなるものであり，この構造を有する多様体 (M,h，▽，V*）を双対平坦多様体と呼ぶ双

対平坦多様体の持つ最も顕著な特徴は，計量hが局所アファイン座標系上のポテンシャル関

数のヘッセ行列として表現されることであり，この特徴を持つ多様体はアファイン微分幾何

学ではヘッセ多様体と呼ばれる（志摩 [16,17]). 

情報幾何学の応用は双対平坦多様体 (M,h, V, V*）上で成立している拡張ピタゴラスの定

理と射影定理によって支えられている．これらの定理は，双対平坦多様体上の“距離関数'’

であるダイバージェンスと▽および▽＊の測地線に関する定理であり，ダイバージェンス

による定量的な観点と測地線による定性的な観点を繋ぐ重要なものである．しかしながら，

深層学習を含む多くの実応用の場面では，フィッシャー行列が退化し双対平坦構造が定義で

きない [18]．そこで著者らは，接触幾何学と特異点理論の観点から退化した計量を許容する

双対平坦多様体として概ヘッセ多様体を導入し，甘利・長岡による双対平坦多様体の理論の

一般化をおこなった [13]．特に概ヘッセ多様体上では測地線やその直交性，ダイバージェン

スの概念が一般化され，拡張ピタゴラスの定理と射影定理が適切に定式化される．すなわ

ち，我々の特異的設定においてもこれらの定理が依然として成立することが確かめられる．

本稿では，始めに具体例を交えながら双対平坦多様体の理論を概観し，その後概ヘッセ多様

体の理論の紹介を行う．本稿の主たる部分は著者らによる [13]の概説であり，特に拡張ピタ

ゴラスの定理と射影定理について焦点を当てたものである．証明や詳細な議論は [13]を参
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照されたい．

本稿を通して，写像や多様体は全て滑らかなものを考え，太字は列ベクトルを表すものと

する， e.g.， X = (x1,・・・ 9%）冗

本研究は， JSPS科研費JP22J10499の助成を受けたものである．

2 双対平坦多様体の理論

(M,h)をn次元擬リーマン多様体とし，▽を TM上の捩れのないアファイン接続とす

る．（0,3)—テンソル T:＝▽h が全対称であるとき，（M,h，▽）を統計多様体といい，このと

きテンソルTをAmari-Chentsovテンソルという [1,2]．次式で定義される TM上の接続

V＊は▽の hに関する双対接続と呼ばれる： Xh(Y,Z) = h（▽xY,Z) + h(Y，▽xZ)．ここ
でX,Y,ZはM 上の任意のベクトル場である．一方で，統計多様体に対する Lauritzenに

よる同値な定義として擬リーマン多様体 (M,h) 上に対称 (0,3)—テンソル T を与えるものが

ある [11].

(M,h，▽）が統計多様体であるとき，▽が平坦である（捩率および曲率が消える）ことは，

▽＊が平坦であることと必要十分になる [12]．このような事実を受けて，双対平坦多様体を

次で定義する．

定義 2.1 統計多様体 (M,h，▽，▽＊)が双対平坦多様体であるとは，▽が平坦であるときを

いう．また，このとき（h，▽，v'*)をM 上の双対平坦構造という．

双対平坦多様体の概念はアファイン微分幾何学におけるヘッセ多様体の概念と同じものであ

る（志摩 [17]).

双対平坦多様体 (M,h，▽，▽＊)の持つ顕著な特徴は，計量hが局所アファイン座標系にお

いてポテンシャル関数のヘッセ行列として表現されることである．すなわち，次のような性

質が成り立つ．

命題 2.2(e.g., [17]) p E M とし， X= (x1，・・・ 9%）をpの周りの▽に関するアファ

イン座標系とする． ai:＝羞： （1 ~ i ~ n)とおく．このとき，アファイン座標系ェ上のあ

る滑らかな関数f(x)が存在して以下が成り立つ：

(1) h(8i,切） ＝ 8心むf.

(2) 任意の l~i~n に対し， Pi:= 8dとおくと， P=(Pl,・・・,Pn)は▽＊に関するア

ファイン座標系になる． この座標系を X の双対座標系と呼ぶ．

(3) アファイン座標系允と pに対し， h（羞戸羞j)＝妬・

(4) 双対座標系p上のある滑らかな関数ゃが存在して， I（ェ）十cp(p)-xTp= 0を満たす．
(5) Amari-ChentsovテンソルT=Vhに対し， T(ai,aj, ak) = aia位kf,
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上記命題の（4)における¢はfのルジャンドル変換，または双対ポテンシャル関数と呼ば

れる．

情報幾何学の応用を考える上で，次のダイバージェンス 'D:MxM→罠は重要な役割

を果たす：

'D(p, q) = f (x(p)）十cp(p(q))-x(pf p(q). 

ここで， f（x)とcp(p)は双対平坦多様体M のポテンシャル関数とその双対ポテンシャル関

数である（厳密には上の定義はM の対角集合のある近傍上で意味を持つ）．ダイバージェン

スは一般には非対称であり距離関数の公理を満たさないが，双対平坦多様体上の二点の差を

測る幾何的量としての役割を持ち，拡張ピタゴラスの定理および射影定理と密接に関わる重

要なものである．

Uc町を開集合とし，パラメータ 0= （Oぃ •••,0n) E Uを持つ統計モデルM=

{p(尤|0)｝OEuに導入される幾何構造を考える．情報幾何学ではしばしばM 上に次で定義さ

れるフィッシャー・ラオ計量 h= ［％]と対称 (0,3)—テンソル T = (Tijk)を考える：

加＝1E[(8;Iogp)（切logp)]= Jはlogp)（切logp)pdx, (1) 

Tijk = 1E[(8i logp)（切logp)仇 logp)]= jはlogp)（切logp)(8且ogp)pdx. (2) 
ここでa:＝巌であり，フィッシャー・ラオ計量hは半正定値であることに注意する．統
計モデルM が座標系0を持つ可微分多様体とみなせるとき，（M,h,T)は統計多様体として

の構造をもつ．一方で，あるクラスに属する統計モデルM に対し，その上に勝手なリーマ

ン計量 h と対称 (0,3)—テンソル T を与えたとき，統計学に動機を持つある種の不変性（統

計的不変性などと呼ばれる [2])を統計多様体 (M,h,T)に課すと， hとTは上記の形に限

られることが知られている [8,6]．このような理由から情報幾何学ではしばしば統計モデル

を上記のテンソル（1)および (2)が備わった統計多様体とみなす．

例 2.3（指数型分布族 [2]） 股n上の確率密度関数 p(xl0)= exp{xT0ー心(0)}(U C 

町は開集合）からなる族 M :＝ ｛p(X|0)｝OEuを指数型分布族という．ここで X= 

(xi,・・・ ，%）は確率変数（その測度を dμ とする）， 0= (01, ・ ・ ・, 0n)はパラメータ，

心(0)= log J exp｛研0}dμ(x)は正規化関数である． M をパラメータ空間 U と同一視
し， M を可微分多様体とみなす． ai:=巌とおく．このとき M は心(0)をポテンシャル関

数とする双対平坦構造を持つ．実際， 0に対し期待値

T/i := lE[叩|0]=J叩p(xl0)dμ(x)＝仰(0)
と分散共分散行列（これはフィッシャー行列であり正定値である）

hi1(0) := lE[(xi -rJ』(xj-T/j)l0] = 1E[(8i logp)(8j logp)l0] = aicりゆ(0)
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を考えると， T/= (T/1，・・・，加）は計量h=［加］に関する双対座標系を与える．すなわち， 0

とnをアファイン座標系とする接続▽，▽*を考えると，（M,h，▽，▽)は双対平坦多様体

である．このとき Amari-Chentsovテンソルは式 (2)によるテンソルと一致していることが

確かめられる．

例 2.4（ニューラルネットワーク (cf.[2]）） フィッシャー・ラオ計量が退化する例とし

てニューラルネットワークから定義される統計モデルを考える． f:股n X 股K →恥

f(x,w)=f切（エ）は，ェを入力， W を重みパラメータとするニューラルネットワークである

とする（ェおよびwに関する非線形関数）．ニューラルネットワークの出力 fw(x)を平均

0,分散 1のガウスノイズで摂動して得られる確率変数yを考える：

p(ylx,w)＝ふexp{-~(y -fw(x))2}. 

統計モデルM := {p(y|尤,W)にに対し，フィッシャー行列F(w)=［凡(w)］と対称 (0,3)-

テンソルT(w)= (TiJk(w)）は次のように計算される：

凡(w)= 
町以x)8fw(x) 
枷 i awj 

, Tijk(w) = 0. 

従って，讐紐四＝ 0なるときにはフィッシャー計量は退化することがわかる．また， T=O

であることから M は双対的な構造を持たず，このとき M は自己双対であると呼ばれる [2].

このような構造に基づいた深層学習の解析として， Amariは自然勾配法を提案している [3].

しかしながら，上記の枠組みでは分散を 1に固定している一方で，分散s>Oもパラメー

タに含める方が理論的には自然であろう (e.g.,[7, 9] ）．この場合，（0,3)—テンソル T は恒等

的にゼロにはならないことが確かめられ，このとき M は双対的な構造を持つ．このような

場合には真に特異点を許容する双対平坦構造，すなわち我々の導入する概ヘッセ構造による

解析が必要となるであろう．

3 接触幾何学と概ヘッセ多様体の理論

我々の概ヘッセ多様体を導入するために，接触幾何学における用語の整理を行う (cf.

[4, 5, 10]). Nを2n+ 1次元多様体，くをその上の超平面場とする．（N,l)が接触多様体
であるとは，局所的に超平面場くが0八(d0)nナ0なる 1次微分形式 0の核で表されると

きをいう．このとき超平面場くを N上の接触構造， 0を（局所）接触形式という． 2n+1 

次元接触多様体 (N,t)に対し，部分多様体LcNがルジャンドル部分多様体であるとは，

dimL = nであり Nの各点pにおいて TpLC lPなるときをいう．

恥加＋l=T＊町 X股に対し，標準的な座標系を (x,p,z)とし， T*股nの底空間を配し

ファイバーを陀と書き表すことにする．ここで， xは訳：の座標系であり， pは股；の座
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標系である． このとき，艮加十1は

n 

0 = dz -PT dx = dz一 LPid叩
i=l 

を接触形式とする接触多様体になる．この接触多様体（恥2n+1,<=Ker0)を標準接触多様体

と呼ぶ

次で定義される£：罠2n+l→恥2n+lは標準接触多様体上の接触同型写像である：

£（x,p, z) = (p, x, z'), z'＝五p-z.

ここで，標準接触多様体上に定まる二つのルジャンドルファイブレーションを考える：

7r :艮加＋1→陀 X股， （x,p,z)→ (x, z), 

1r':= 7r O,C:艮加＋1→配 X恥 （x,p,z)H (p，五p-z). 

このとき次の図式を標準接触多様体（股2n+l,()上のダブルファイブレーション構造と呼ぶ：

陀 x恥←二茫＋1~ x累

ルジャンドル部分多様体Le艮2n+lに対し，

が：＝1roi:L→陀 x恥，戸：＝ 7r10 l: L→咤 X累

をそれぞれ e/m-Jレジャンドル写像と呼び，また， z座標と z'座標を無視して得られる

写像吋： L →陀， 町： L →陀をそれぞれ e/m—ラグランジュ写像と呼ぶ．ここで

l: LY股加＋1は包含写像である．また， e/m-ルジャンドル写像によるルジャンドル部分

多様体の像

凱 (L)：＝が(L)C応 X恥， W叫L)：＝ 1rm(L)C陀 X股z'

をそれぞれe/mー波面と呼ぶ．

L上のベクトル束E(=EL)を次で定める：

E := { (p, w) EL x（旧;X罠z)I dzp(w) -p(p)T daり,(w)=O}.

局を pELにおけるファイバーとする． Lはルジャンドル部分多様体であるため，

d研 (TpL)c島である．従って，束写像

<T?:TL→E, Vp→ d吟(vp)

が意味をもつ．さらに， E上のアファイン接続▽E を次のように定める： ▽を記： x艮上

の平坦アファイン接続，咋：配： x股z→恥を zー軸に沿った線形射影とするとき，

▽知（p):=昨°忌xTJ(p).

ここで X はL上のベクトル場， nはEの切断である．
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命題 3.1([13]) 

が成り立つ．

接続▽E は平坦であり，任意の L上のベクトル場X,Yに対し

▽笈(<I>(Y))-v:(<I>(X)) = <I>([X, Y]) 

(E巫▽E)をe-波面We(L)に付随する連接接束と呼ぶ [14,15]. m波面に対しても同様

に連接接束 (E'，①',▽E'）を定義する．

ベクトル束E,E'はL上で定められたものであるが，構成は良2n+l上で意味を持つもの

である．従って，それらは艮2n+l上で定義され得る．このとき，超平面場{は次の直和分

解をもつことに注意する：

品＝ kerd1r~ ① kerdnp c:::: Ep ⑤ E~ c::::股：①閲・

この分解により'(上には (n,n)型の擬リーマン計量

が自然に定まる．

定義 3.2([13]) 

T:= tdx血＝区(dxi⑭dpi+ dpi⑧dxi) 
i=l i=l 

L上の概ヘッセ計量 hを Tの引き戻しにより定義する：

h(Y, Z) := T(l*Y, l*Z) (Y, Z E TL). 

ここで，し＊＝①① <l>':TL'---+ ~ = E①E'は包含写像である．

陀 x政と取;x股上のアファイン変換

F(x,z) = (Ax+b,z+c五＋d), F*(p, z') = (A'p + b', z'+ c'T p + d') 

はアファインルジャンドル同値 £F：股2n+l→股2n+l,

ら (x,p,z)=(Ax+b,A'p+b', z+c五＋d)

を導く [13]．ここで， Aは正則行列で， A'=(Aりー1,b'= A'c, b = Ac', d'= b'Tb-dで
ある．二つのルジャンドル部分多様体 L1,L2C 股加十1がアファインルジャンドル同値 £F

により移り合うとき，その上の概ヘッセ計量は保たれ，また，連接接束間の同型EL1C:::-EL2, 

Et1 ~Et2が得られる．これによりそれぞれの連接接束上の平坦接続が同一視される．

定義 3.3([13]） ルジャンドル部分多様体の族u= {La}, La C股加＋1とアファインル
ジャンドル同値を基にした張り合わせによる構成で得られる多様体(M,U)を概ヘッセ多様

体と呼ぶこのとき，各伝の構造から， M 上に退化し得る対称 (0,2)—テンソル h と連接接

束 (E,<I>べ叫，（E＇，徊，▽ E')がwell-definedに定まる．各LaをM の局所モデルと呼ぶ
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(M, h, (E, <I>豆），（E',<I>＇，合））を概ヘッセ多様体とする． M 上のベクトル場Y,Zに

対し，次をおく：

(TJ, ry') := (<I> EB <I>')(Y), （しく'):＝ （<I>①<I>') (Z)'T('TJ, (') := T(rJ①0,0①('). 

定義 3.4([13]） 概ヘッセ多様体M に対して，標準 3次テンソルCを次で定義する：

C(X, Y, Z) := T(TJ，▽屡ぐ） ＋T（ふ▽受ry')-T(V知，く')-T(V知，ry').

ここで， X,Y,ZはM 上のベクトル場である．

概ヘッセ計量hがいたるところで非退化であるとき，概ヘッセ多様体は双対平坦多様体に

なり，標準3次テンソルはAmari-Chentsovの3次テンソルに一致することが確かめられ

る [13].

4 ダイバージェンスと拡張ピタゴラスの定理

ルジャンドル部分多様体Le艮2n+lに対し， L上の正準ダイバージェンス DL:L XL→ 

股を次で定義する：

巧 (p,q) = z(p) + z'(q)一 x(pfp(q). 

ここで，股2n+lの標準座標系（x,p,z)を用いて p,qEL  C股2n+lを表しており， z'=

五p-zである． L上で定義された正準ダイバージェンスはアファインルジャンドル同

値で不変になることが確かめられる [13]．これより概ヘッセ多様体 (M,h, (E，屯▽り，

(E'，の＇，日））上に自然に正準ダイバージェンス DMが定義される．

c:I→ M を曲線とし，も： I→TMを速度ベクトル場とする (IC艮は区間）．

定義 4.1([13]） 曲線 cが征曲線であるとは， Cははめ込みであり，各tEIに対し，

E~(t) 上のベクトル

<[>'o c(t)，▽f'（<[>'o c)(t), （▽9)2⑲’oc)(t),・・・ 

は同時には消えず，任意の二つが線形従属になるときをいう． e-曲線の概念も（E,屯▽り

を用いて同様に定義する．

局所モデル La における e—ラグランジュ写像吋： La →股：による e—曲線 Ce の像尤(t) := 

吋。Ce(t)の軌跡は陀上のある直線を定めることが簡単に確かめられる． m-曲線Cmもま

た同様に取；上の直線を定める．それぞれの直線の方向ベクトルとして e,mをとる．次の

定義は局所モデルや方向ベクトルの取り方によらない．
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定義 4.2([13]) Ce を e—曲線，％を加曲線とし， e および m を上記の通りとする．ま

た， ScMを部分多様体とする． Ceと％がqE伝において交わっているとき，これら

がqで真に直交するとは， eTm=Oが成り立つときをいう．さらに， qで CeとSが交わる

とき， CeとSが直交するとは，任意の VETqSに対し， eTdp(v)=Oが成り立つときをい

う． m-曲線 CmとSの直交性も同様にして定義する．

上記の直交性の定義は， qにおいて概ヘッセ計量が非退化であるときは従来の意味の（計

量による）直交性の定義と同じである．しかしながら qが特異点である場合これらの定義

は一般には異なる．実際， e/m-曲線の qにおける速度ベクトルはゼロになる可能性があり，

従って方向ベクトルはその速度ベクトルからは定まらない．

概ヘッセ多様体上の正準ダイバージェンスと e/m—曲線に対し，次の拡張ピタゴラスの定

理と射影定理が成立する．

定理 4.3（拡張ピタゴラスの定理 [13]） 相異なる 3点p,q,rEM に対し， p と q は e—曲

線 Ce で結ばれており， q と r は m—曲線 Cm で結ばれているとする． Ce と Cm が q で真に直

交しているとき，

P叫p,q)+v叫q,r)=V叫P,r) 

が成り立つ．

定理 4.4（射影定理 [13]) SC  M を部分多様体とし， pE M,q ESとする． pとqは

m—曲線 Cm により結ばれているとする．このとき，関数 VM(·,p):s→民がqで極値をと
ることと， m-曲線 CmがSと直交することは同値である．関数'DM(P,・)と e-曲線を考えて

も同様のことが成り立つ．
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