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On the efficiency of median unbiased estimators 
based on a sam pie of fixed size 
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固定（した大きさの）標本に基づく推測方式について考察する理論を小標本論というが，そ

こでは不偏性の概念を導入して最適な推定量について多くの研究がなされている ([VN93],

[LC98], [A19]）．特に，（平均）不偏推定量全体のクラスに阪定して，その中で分散を一様に

最小にする一様最小分散不偏(uniformlyminimum variance unbiased,略して UMVU)推

定量がよく知られている一方，標本の大きさを無限に大きくする大標本論では，推定の

（高次）漸近理論において（高次）漸近中央値不偏(asymptoticallymedian unbiased,略して

AMU)推定量全体のクラスに限定して，そのクラスの中で真の母数の周りに集中する確率

を最大にする（高次）AMU推定量を（高次）漸近有効推定量という適当な正則条件の下で

補正最尤推定量や補正ベイズ推定量が高次のオーダーまで漸近的有効になることが示さ

れている ([AT81],[PW85], [G94]). 

また，小標本論の場合に，推定量を比較する尺腹としては分散よりも集中確率の方が精

密とも把えられ，中央値不偏(medianunbiased,略してMU)推定量全体のクラスM にお
いて有効推定置を考察できる．実際仮説検定論の最強力検定の手法を用いて， M におい
てMU推定量の分布の限界を求め，その限界を一様に達成する，すなわち集中確率の上界

を一様に達成する MU推定置をM における有効推定量と定義して，指数型分布族の場合
にMU推定量の有効性が論じられた（［A19]).

本論において，非正則分布族の典型としてある切断分布族を考え，その分布族の切断母

数のMU推定量のM における有効性について考察する．例としてパレート分布，下側切
断指数分布の場合について論じる

2.設定と定義

本節において，［A19]の2.6節と同様にして，最強力検定の手法を用いてMU推定量の分

布の限界から集中確率の上界を求め，それを一様に達成する MU推定量，すなわちM にお
ける有効推定量について考える実際まず， Xぃ・・・，心を (Lebesgue測度に関する）密度

p(x; 0) (0 E 8 C Rりをもつ分布からの無作為標本， 0を開区間とし， X = (X1,・・・,X砂
に基づく 0の推定量を0＝飢X)とする．
定義2.1任意のOE 0について

p。{0(X) -<; 0} = Pi。{0(X) :::, 0} = ~ (2.1) 
2 
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であるとき， 0= 0(X)を0の中央値不偏(MU)推定量という．

次に， 0のMU推定量の分布の限界を求めよう．まず，仮説 H+: 0 = 0。+a,対立仮

説 K:0 = 0。の（有意）水準 1/2 の検定問題 ½/2 を考えるただし， a>O とするいま，
炉(X)を最強力 (mostpowerful,略して MP)検定とし， 0のMU推定量全体のクラスM

に属する任意の0= 0(X)について

勾：＝｛x 紐）さ 0。+a}
とおくと，（2.1)より心の定義関数x心位）は水準1/2の検定になるただし,X = (x1，・・・ ,xn)
とするここで，かは MP検定であるから，任意の0EMについて

E。。（炉） 2".E。。 [XA0(X)]= Pe。{e(X)-0。::;a} (2.2) 

となるまた， a<Oとして，仮説 H―:0 =0。+a,対立仮説 k:0 =0。の水準1/2の検

定問題T/2において， MP検定を似(X)とすると，（2.1)より A{jの補集合A；の定義関数

XA心）も水準1/2の検定になるから，任意の0EMについて

となり，

になるここで

Po。｛飢X)-0。>a}=E0。[xA&(X)]こEo。(¢―)

p/J。｛飢X)-0。:s;a}::::>:1-E/J。（の―)

勾(a):=E。（炉） （a> 0), 

厖(a):=1-E。げ） （a< 0) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

とおくと， 0。は任意であるから，（2.2),(2.3)より任意の0EM,任意のOE0について

p。{e(X)-0 ~ a}こ勾（a)(a> 0), (2.6) 

p。{B(X) -0 ~a} 2:':/30(a) (a< 0) (2.7) 

となるただし， a=Oのときは/3t(o)=/30(0) = 1/2 とする．このとき，紺(·)'/3i(•) を 0
の分布の限界といい，これらを用いると (2.6),(2. 7)より任意の0EM,任意の0E 8,任

意の正数a,bについて

吋—a:::; B(X) -0:::; b}こ勾(b)-(30(-a) (2.8) 

となり，（2.8)の左辺をMU推定量0の0の周りでの集中確率といってCe(0;a, b)と表すと，

その集中確率の上界は (2.8)の右辺になる，すなわち

C0(B; a, b) ~勾(b) -(3i(a) (2.9) 
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になる特に， a=bとすると

C0(0; a, a) = P0{l0n -01さ:a}さf3t(a)-/3i(-a) (2.10) 

となる．

定義2.2あるか＝か(X)EMが存在して，任意の0EM，任意のOE0，任意の正数a,b 

について

Co（か；a,b)=(3t(b) -(30(-a) (2.11) 

であるとき，かをM において有効推定量であるというまた，（2.11)の代わりに

C0(0*; a, a) =(3t(a) -(30(-a) (2.12) 

とするとき，かをM において対称有効推定量であるという
定義2.2において，（2.11),(2.12)はかが0の周りで最大の集中確率をもつことを意味す

るまた，（2.9),(2.10)より M において0の有効推定量は対称有効推定量になる

3.切断分布族の切断母数の中央値不偏推定量の有効性

Xぃ・・，ふをたがいに独立に，いずれも（ルベーグ測康に関する）密度

p(x; 0) = c(0)q(x)X[0,oo)(x), 0 E R1 (3.1) 

をもつ分布に従う確率変数とするただし， q(x)~ 0 (x ERりでA(cRりの定義関数を

XA(x)とし

8 := { 01 0 < c(0) = (100 q(x)dx)―1 < 00} (3.2) 

とするこのとき， Xのj.p.d.f.は

n 

f（x; e) = cn(e) IT記）X｛ご町1)20}（x) (3.3) 
i=l 

となるただし， X(i)= min1琴 nェとする．
検定問題閏において， Neyman-Pearsonの基本定理より MP検定の候補は

叫）＝｛° （X(1) 2 0。+a)，
? (O。::;X(l) < 0。+a)

(3.4) 

または

叩X)＝ {7 (X(1) 20。+a)，
1 (O。<X(l)< 0。+a)

(3.5) 
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になるただし， 0:::;':::; 1, x(l) = min1琴 nXiとするここで，（3.4)より

E。o+a信）＝惰。十a{O。さ X(l)< 0。+a}=0 

となり，吋は水準1/2にならない一方，（3.5)より

E。o+a（吋）＝直。十a{X(l)：：：：： O。+a}+Po。{O。:::;X(l) < 0。+a}=,

となるから 1= 1/2とすれば，吋は水準1/2のMP検定になるこのとき，（2.3)より任意

の0EMについて

PO。{e(X)-0。:::;a}こEo。（吋）
= -Po。{x(1)2 0。+a}+P0。{O。こ X(1)< 0。+a}
2 
1 

= 1 --PO。{X{l)2: 0。+a}
2 

となるここで，（3.1)より x(l)の密度は

fxc1/x; 0) = { ncn(0)q(x)/cn-l(x)} X[0,oo)(x) 

となるから，（2.4),(3.6)より

聾）＝ 1-~ （二 :゚)a) ） n
になる

次に，検定問題 ½;2 において Neyman-Pearsonの基本定理より MP検定の候補は

叩 X)＝ ｛1(X(1）立o），
1 (O。+aさX(1)< 0。)

または

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

妬(X)＝{7(X(1) 2 0。)'（3.9)
0 (0。 +a~ x(l) < 0。)

になるただし， 0 さ ,~1 とするここで，（3.3) より

叫 {x(1)2 0。}=J •.. J f（尤；〇。＋a） 
｛町1)洟｝ f（ゎ；〇。）

f（の渇0)dx

=(~。：）a)) ＼。｛x(1) 20。}＝ (Cり。~)n (3.10) 
となるから，（3.8),(3.10)より

E。o+a（釘） ＝ P伽十a{X(1)こ0。}＋遁。十a{O。 +a~ X(l) < 0。}



119

鴫＋a)¥n 
= (e(Oo)） + 7(1-Pぃ {x(1)2 0o}） 
= （e(Òa)）n十ァ{1-(e(OC［いa丁｝

になるこのとき， 2(c(0。+a)/c(0o)t< 1ならば

,=且— (e(OC仇。~)n}I {1-(~。：)a))n}
として，釘は水準1/2のMP検定になる．また，（3.9),(3.10)より

E0o+a(妬）＝ 1叫 {x(1)2 0。}＝ 1 (e(O]。：)a)）n
となるから， 2(c(0。+a)/c(0。)）n2'. 1ならば

l (c(0。) n 

1 = ： (e(O。+a)） 
として，的は水準1/2のMP検定になるよって，（2.3)より 2(c(0。+a)/c(0。)戸<1のと

き，任意の0EMについて

Po。｛飢X）-0。さa}2: 1-E0。（釘）
= 1-(P0。{X(l)2: 0。}＋遁。 {0。+a:S X(l) < 0。}）

=0 

となり， 2(c(0。+a)/c(0o)t2: 1のとき，任意の0EMについて

Po。{e(X)-0。こ a}21-E。。（妬） ＝ 1 -鳴。 {x(1)> 0。}＝ 1 -1 

となるので，（2.5)より

厖(a):={ ~ -, (c(0。+a)/c(0。)＜2-1/n), (c(0。 +a)/c(0。)~ 2-l/n) 
(3.11) 

となるただし， 1= (1/2)(c(00)/c(0。+a)tとするよって， 0。は任意であるから (3.7),
(3.11)より

沿(a)=1-~ (~(；りaj) n (a > 0), 
n 

瓢）＝｛1-； （e（；門）aj)"}X{alc(0)/c(e+a):,;21/n}n(-oo, oi(a). 
、
1
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ここで，次の条件(A)を仮定する

(A)各n= 1,2，・・・についてある正数K,が存在し，任意の0E 8についてc(0/ K,) / c(0) = 21/n 

でかつ(K,-1)0 < 0である．
このとき，（3.2)より各nについて

； （ふりa)）n= ｛ e(O+ ｝（ae[0)（K - 1)0)） ｝n 
となり，び(0)は0の単調増加であるから， a>(K,-1)0ならば

; (e(；りa)）n< 1 
となるよって，（3.7),(3.12)~(3.14)より次のことが成り立つ．

定理1条件(A)の下で， MU推定量の分布の限界は

1 (c(0) ¥ n 
(3t(a) = 1-~ (~r (a 2". 0), 
(3。（a)={1-~(~(；りa))n} X[（んー1)0,o)(a) 

(3.14) 

、
‘
~
、
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である

次節において，限界席(a)をaについて一様に達成する MU推定量すなわちM にお
ける有効推定量を求める．

4. M における有効推定量
ふ，・・・，ふをたがいに独立に，いずれも密度(3.1)をもつ分布に従う確率変数とするこ

のとき， 0の推定量として X(1)をとると

Po{x(1) -0三a}＝ {1-（e(；り）aj)n} X[o, oo)(a) (4.1) 

となるこのとき，次のことが成り立つ．

定理2条件(A)の下で， 0の推定量凡＝ KX(l)とすれば，凡はM において有効推定量で

ある

証明まず，九＝肛— 0 とおくと九の分布関数は，任意の a E R1について

凡 (a)=Pe {T" :S: a}= Pi。{知 -0'.S~ (a -(K -1)0)} (4.2) 

となるここで，（K- 1)0 < 0であるから， a=Oとすると条件(A)と(4.1)より

凡 (0)= Pi。{°代<°} ＝ P。{知 -0:S:(-1+~)0} 

=1-(~r=~ 
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となるので，（2.1)より 0,.は0のMU推定凩になるまた，条件(A)と(4.1),(4.2)より T氏
の分布関数は

圧 (a)={ 1 _ ~ c(；りa))n}X[（んー1)0,oo)(a) (4.3) 

となるこのとき，（代ー 1)0< 0であるから，（3.15),(3.16), (4.3)より

圧 (a)=｛f3]（a) （a 2 0)， 
/30(a) (a< 0) 

となるよって，（2.6)~(2.9)より凡の0の周りでの集中確率は，任意のOE 0，任意の正

数a,bについて

C。（凡；a,b)＝勾(b)-f30(a) 

となるから0氏はM において有効推定量になるロ

例（パレート分布） （3.1)においてq(x)= X―11X(o, oo)(x) (v > 1)とすると，密度p(x;0) (0 E 
8 = (0, oo))をもつ分布はパレート分布凡(v,0)となるただし， c（O)＝ （V-1)0ll-1とす
るこのとき， vを既知として， c(0/K)/c(0)= 2旧となる Kはk= 2-1/(n(11-l))となるから
条件(A)は満たされるここで， a＞-0のとき

c(O) = （° ll-1 
c(O+a) 0 +a) 

となるから，（3.15),(3.16)より

叫）＝ 1 —; （。［〗v-1) (a > 0), 

勾(a)={ 1 -~(。［〗v-l)} X[(k-1)0, O] (a) 

となるそして，定理1より 0のMU推定量 {jMU＝幻X(1)はM において有効推定最にな

る一方， 0のUMVU推定星は

加＝（1-n（v-1)）心）
となる ([A19]のpp.117,118参照）．ここで， {jMVはMU推定墨でないが {jMVと{jMUにお

ける x(l)の係数を比較してみると下表のようになり， v=2の場合には， nが10位になる

と双方が近い値になる．
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表1:v = 2のときの0の推定量0Muと0Mvにおける x(l)の係数の比較

1 -（1/:(u -1)）I 0:5 1 °。;：71 >::: I °。[i11 °。::11 >::: I >:::I>::: I >[:: I 。〗i3 1 : 

次に， X1，・・・，ふをたがいに独立に，いずれも密度 (3.1)をもつ分布に従う確率変数と

し， q(x)= e―”(x ERりとするこのとき，この分布は下側切断指数分布でC(0)=e0(0E

8=Rりとなり，条件（A）は満たされないそこで， 0の推定量として

をとると，（4.1)より

1 
か＝X（1) - -log2 

n 

p。{o*-0さa}＝ P。{知 -0:'S a + ~ log 2} = 1ー：e-na (a 2". ー ~log2) (4.4) 
となり，

p。{か-0~a}= 。（a< -¾log2) (4.5) 

となるここで，（4.4)より P虚＊さ 0}= 1/2となるからかは 0のMU推定量になり，
T=か-0とおくと (4.4),(4.5)より

乃(a)=(1 -~e—na) X[-(1/n)log2, oo)(a) 

となる．一方， c(0)/c(0+a)= e-aとなるから，（3.12),(3.13)よりそれぞれ

1 
勾(a)= 1 -~e-na (a~ 0), 

勾(a)=(1-2 ;e―na) X[-（1/n)log2, 0)（a) 

となるよって，（4.6)~(4.8)より

乃(a)=｛肉(a) （a 2 0)， 
(30(a) (a< 0) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

となり，（2.6)~(2.9)より〇＊の0の周りでの集中確率は，任意のOEe，任意の正数a,bに

ついて

C。(〇*；a,b)=(3t(b) -(3;(a) 

となるからかはM において有効推定量になる．一方， 0のUMVU推定量はi}MV= X(1)一
(l/n)となり ([A19]のpp.80,81参照），かとは偏り補正部分が異なる．
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5.おわりに

本論において，小標本論の場合に，密度(3.1)をもつ切断分布族においてMU推定量の有

効性について論じたがもっと一般の切断分布族のときには，大椋本論の枠糾で考える必

要がある実際，切断指数型分布族における自然母数，切断母数の最尤推定について（閥次

までの）漸近不偏性をもつように補正して考察できるし（［A17]），さらにもっと一般の切断

分布にも拡張され得る ([A21],[A021]). 
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