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量子不変量と偽テータ関数の幕根での極限値

九州大学大学院数理学研究院PD村上友哉

Yuya Murakami, Faculty of Mathematics, Kyushu University 

1 序論

本稿は2024年1月24日の RIMS共同研究（公開型）「保型形式の研究」における筆者の講演「種々の景子

不変量と偽テータ関数の radiallimits」に基づいた，筆者の論文 [Mur23a,Mur23b]および寺嶋郁二氏（東北

大学）との共著論文 [MT23]の解説記事である．論文の内容は詳説せず，研究の背景や証明を理解する助けと

なるトイモデルの解説を重点的に行う．

本稿の主題は 3次元トポロジーにおける墨子不変量という対象と整数論におけるモジュラー形式の間の神

秘的な関係である．この関係の追及を通して，トポロジーにおける未解決問題の数論的手法による解決やト

ポロジーに由来する数論的な対象や現象の発見がこれまでなされてきた．本稿で考察するのは radiallimit 

conjectureというトポロジーの未解決問題である．これは

(3次元多様体の量了不変量）＝ lim（偽テータ関数）
T→1/k 

というタイプの予想であり，左辺のトポロジー的対象と右辺の数論的対象の間の関係を主張している．筆者は

近年その解決に取り組み ([MM22,Mur22]）報告を行ってきたが（［村22b，村22a，村23]），本稿で報告する論

文 [Mur23a,Mur23b, MT23]においてそれらの結果を大幅に拡張し，更にその応用として新しい偽テータ関数

を発見することができたこれはまさしく上で述べた「トポロジーにおける未解決問題の数論的手法による解

決」と「トポロジーに由来する数論的な対象の発見」である．以上の結果についてトイモデルを交えて紹介す

るのが本稿の目的である．

本稿の構成は以下の通りである． 2節では本稿の結果のトイモデルを証明付きで紹介する． 3節では上で述べ

たradiallimit conjectureについて紹介する． 4節では本稿の主結果と例を述べる．

2 トイモデル

2.1 主定理のトイモデルの主張

非常に複雑な設定の主定理を述べる前に，まずトイモデルの場合にメカニズムを紹介する．早速だが，主定理

のトイモデルは以下のように述べられる．

定理 2.1(Lawrence-Zagier [LZ99]）．正整数N と周期写像x:Z/NZ→ Cが

区 x(n)=区双（n)= 0 
1:'::nSN 1:'::nSN 

を満たすとする．このxとgcd(k,N)= 1を満たす正整数 Kに対し

• 1の幕根(k:= e2rr✓可／k,

•有限和
l2 

巫：＝ど〈4k
1-
Nl ど x(n)ば，

lE(Z苅 Z)/2KZ <k lSnSN 

•周期写像 x に付随する部分テータ関数

00 

幻；x):=区x(n)qn2, q:=e271",i=IT) 
n=l 

(2.1) 
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•周期写像 x と K から定まる L 関数

とおく．このとき

が成り立つ．

00 n 2 x(n)(;; 
L(s;x,k) := L~, Re(s)>l ns 

n=l 

zk ^ 

く8亭 T→1/k
= lim._ Z(T; x) = L(O; x) 

この主張に登場する奇妙な有限和Zkが量子不変量のトイモデルである． 3次元多様体の量子不変量は，典型

的にはこのような奇妙な有限和で表示されるのである．気持ちとしては，この周期写像xはある固定した 3次
元多様体M から定まるもので，このxを用いて M の量子不変量を記述したいという状況を考えている．
有限和 Zkは1の幕根の平方数乗<i2NKのlmod 2NkZにわたる和なので Gauss和の類似物と解釈するこ

とができる一方，和が欠けた集合 (Z,kZ)/2NkZを走っていることと周期写像xに関する奇妙な軍みが付い

ているという特徴がある．ここで lの走る集合として kZを除いたものを考えているのは，和の分母に登場する

1 -＜炉がlE kZのとき 0になるためである．

定理 2.1は，このように奇妙な有限和として定義された Zkが部分テータ関数（これは偽テータ関数の親戚

である）の幕根への極限値と L関数の特殊値という二つの表示を持つことを主張している．この等式は素朴に

興味深く思われるものであり，また 3節で後述するように Zkとして量子不変量を考えた場合にはトポロジ一

や数理物理においても有意義なものになっている．主定理はこの表示式を 3次元多様体の量子不変量に対して

幅広い場合に証明したものである．

定理 2.1の証明を述べる前に，周期写像xに関する注意を述べておく．

注意 2.2.数論の立場からはxとしてDirichlet指標を考えたくなるが， 3次元多様体から定まる xはほとんど

全ての場合において Dirichlet指標ではない．それにもかかわらず数論的に興味深い現象が観察されるのであ

る．本稿で述べる現象以外にも，偽テータ関数に関する様々な研究 [AJUOOl,BFR12, BKlO, Hik03, Hik05a, 

Hik06b, Hik07, HK03, HK06, H115, H117, 1003, 1021, 1019, Mat23, MZ23, ZagOl]などでそのような

xが秘める数論的に興味深い現象が研究されている（そのような研究の概観は［村22a]で紹介した）．これら

の研究からは数論・トポロジー・数理物理の分野横断的研究の意義を窺い知ることができる．

注意 2.3.式（2.1)において二つ目の和が消えるという条件は幾分奇妙なものに思えるが，これは定理 2.1が成

り立っために必要な条件であり， xとして実際に 3次元多様体から定まるものを取った場合にも満たされてい

る．式 (2.1)について説明するために

G(q) := 
1-qN 
I: x(n)qn 
l<'.n<'.N 

とおく．この有理関数G(q)を用いると Zkは

Zk= L はG(＜i)
lE(Z,kZ)/2kZ 

と書けることに注意する．周期写像xに対し，式 (2.1)はこ区n'.,NX(n)qnのq=lでの値と微分値が共に 0

になることと同値であり，従って G(q)はq= 1で1位の零点を持つことと同値である．このように捉えると

式 (2.1)がより自然な条件に思えるかもしれない．なおここでは数論の文脈で話が通りやすいように xから議

論を出発したが，トポロジーの立場からはxよりも G(q)の方が本質的で， 3次元多様体から G(q)が定まって

更にそれから xが定まるという見方が自然なようである．実際，このG(q)はGukov-Manolescu[GM21]によ

り存在が予想されている結び目不変量FK(x,q)によって解釈することができる．
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例 2.4.N = 4とし， mod4周期写像xを

L x(n)qn := q(l -q)(lー砂） ＝q-砂ーが＋q4 
l<n<4 

によって定める．つまり xは表 1に記述される周期写像である．

n I O mod 4 1 mod 4 2 mod 4 3 mod 4 

x(n) ー ー -1 -1 

表 1:mod 4周期写像xの表

この xは式 (2.1)を満たしている．実際xの定義式はq=lでの値と微分値が共に 0である．

例 2.5.3次元多様体として Poincareホモロジ一球面と呼ばれるものを取る．この場合， N=60とし，周期写

像xとして
区 x(n)炉：＝ q30(q6-q―6)(q10 _ q―10)(q15 _ q―15) 
-1:;n:;58 

によって定まるものを取ると，この xによって Poincareホモロジ一球面の WRT不変量が記述できることが

Lawrence-Zagier [LZ99]によって示されている．この xも定義式の q=lでの値と微分値が共に 0なので

L x(n) =区 x(n)n=O
-1SnS58 -l'.'=n98 

を満たしているこれは式 (2.1)とは少し異なる条件だが，この xに対しても定理 2.1と同様の等式が成り立

つことがLawrence-Zagier[LZ99]によって証明されている．

2.2 定理 2.1の証明

それでは定理 2.1の証明を与える．証明は Lawrence-Zagier[LZ99]による（彼らは周期写像xがPoincare

ホモロジ一球面から定まる場合を議論している）．

定理 2.1の証明注意 2.3で準備した有理関数G(q)と公の表示式を用いる．複素変数tに関する有理型関数

巫（t)：＝とはG((ke―t)
lEZ/2kZ 

を考えるこれは Zkとよく似た式で定義されているが， lの走る集合がZ/2kZ全体であることが異なる．こ

のような和を考えられるのは，足す項として値G((k)ではなく有理型関数G((ke―t)を取っているからである．

この有理型関数Zk(t)とZk,Z(T; x), L(s; x)を以下の 3ステップで比較することで証明を行う．

Step A 有理型関数 Z叫）がt=Oで正則で Z以0)= Zkとなることを示す．

Step B 偽テータ関数Z(T;X)のT→l/kでの漸近展開がZ叫）の t=Oでの Laurent係数で書けること
をEuler-Maclaurinの和公式から示す．特に StepAから T→l/kでの極限値が存在し，それが
Zk(O) = Zkで書けることが従う．

Step C 有理型関数広(t)のt=Oでの Laurent係数がL関数L(s;x)の特殊値で書けることを Mellin変

換を用いて示す．

それでは各ステップを順に証明していく．
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Step A有理関数G(q)は1のN乗根で極を持ちうるので， lE kZのとき G(＜妬e-t)はt=Oで極を持ち

うる．従って Z山）も t=Oで極を持ちうることに注意する．

Z；；(t)：＝こ虚G((ke―t)
lEkZ/2kZ 

とおくと有理型関数巫(t)-z;:(t)はt=Oで正則で，その t=Oでの値は Zkとなることが分かる．そこで

z;（t)がt=Oで零点を持つことを示せば良い．今

ZW)=どぷG(e―t)=（い《可―k)G(e―t)
lEZ/2Z 

と書ける．式 (2.1)の条件と注意 2.3での考察から G(q)はq=lで1位の零点を持つので z,:(t)もt=Oで

零点を持つことが従う．

Step B lql < 1に対し
oo 

G(q) =区x(n)qn
n=l 

と展開できるので， t>Oのとき

00 00 

Zk(t) = L はさこx(n)（＜い）□LX(n)e―nt L 虚＋4nl
lEZ/2kZ n=l n=l lEZ/2kZ 

と書ける．ここで l>-+ l -2nとすると

馴＝（に苔kZc:i:) tx(n)＜丁e―nt

を得る．ここで先頭の有限和は Gauss和そのものであり，＜8《孫に等しいことが分かる（例えば [DT07,

Theorem 1]を用いれば良いなお彼らの記述は煩雑だが，筆者による［村22b,命題6.3]などでは整理した形

で述べている）．従って

Zk(t) 
00 

ふ亭
＝こx(n)＜:2e―nt
n=l 

が得られるが，この右辺の形は

叫＋ t：へ）＝ tx(n)(;:2e-n2t
n=l 

によく似ており，異なるのは e―tの指数がnか研かの部分のみである．この二つの無限級数の t→+0に関
する漸近展開は次の公式で与えることができる．

命題 2.6([Zag06, Equation (44)］）．正整数M と周期写像ゅ： Z/MZ→Cに対し，ある複素数列 (an)デ＝ー1
が存在して任意の急減少関数f:賊>o→Cに対し t→+0に関する漸近展開

00 00 

こ如）f(tn)～ L anf伍）（O）『 ast→+0 
n=O n=-1 

が成り立つ．ただしここでF(t)～区OOn=-1 bnザ ast→+0は任意の正整数Rに対し F(t)ー区
R 
n=-1 

O(tR+l) as t→+0が成り立つことを表すPoincareの記法で，

f(-1)（O) ：= -JOO g(x)dx 

゜

bntn = 
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とおいた

更に (a叫ご＝ー1の母関数は上式で .f(x)= etxとして得られる関数である

CX) 

La記＝ 1 1-eMt こ叫）ent
n=-1 l<n<M 

によって与えられ，
oo 

L(s池）：＝こゆ(n)nS , Re(s) > 1 
n=l 

とおくとき an=L(-n，心）が成り立つ．特に a_l= I:nEZ/MZ心(n)が成り立つ．

この公式の前半部分はEuler-Maclaurinの和公式から従い， L関数との関係はMellin変換の技法から従う．

さて StepBの証明に戻る．命題 2.6においてい(n)= x(n)(;:2とし f(x)= e―のと f(x)= eーエ2 の場合を

考えることでそれぞれな(t)/(s✓瓦と Z(l/k+ t2✓コ:/21r;X)のt→ +0に関する漸近展開が得られる．前
者の漸近展開はt=Oでの Laurent展開に一致するので， StepAから負寡の項が現れないことが従う．従っ

て命題 2.6の公式の形から後者の漸近展開にも負幕の項が現れず，

尼。2仕＋ ~;x)=~＝ぷ
が成り立つことが分かる．これでStepBの証明が完了した．

Step C命題 2.6の後半部分から Zk(t)/(s-12k= L(O;x,k)が従う． 口

注意 2.7.上の証明で StepAを示す部分は式 (2.1)の仮定からほとんど直ちに従っているが，実際の量子

不変量を扱う際には StepAが最も困難な部分であるまた StepAではgcd(k,N)= 1という仮定を置い

ているがこれは Zkのwell-definednessを担保するための技術的なものであり，実際の量子不変量では全ての

k E Z>oに対して Zkが定義されるようになっている．そのような xが存在すること自体が大変不思議であり，

また StepAの証明が困難となることを窺わせるものである．

注意 2.8.上の証明の StepBで漸近辰開に負幕の項が現れないことを示す部分は，命題 2.6から負幕の項が

明示的に

区 x(n)＜；2 (2.2) 

nEZ/kNZ 

と書けることからこれが 0になることを直接示すことによっても得られる．このように漸近展開公式から

負幕の項を明示的に記述してそれが0になることを示すという方法は [AM22,BMM20a, FIMT21, Hik05b, 

Hik05c, Hik06c, Hik06a, LZ99, Mur23b, MM22, MT21]などで広く用いられており， Seifert多様体と呼ば

れる多様体の量子不変量を考える上では負幕の項が複雑になりすぎないため有効な手法である．しかしなが

ら，負定値鉛管多様体と呼ばれる一般の複雑な多様体の量子不変量を考える上では負霧の項は非常に複雑に

なるため直接計算で 0になることを示すのは絶望的と思われるそこで上の証明のように有理型関数 Zk(t)

のt= 0での正則性に帰着するというやり方が有効となる．この方法は筆者が [Mur22]で開発したもので，

[Mur23a, MT23]でもこの方法を用いて証明を行っている．

参考のため上の式 (2.2)が0に等しいことの直接的な証明を与えておく．式 (2.2)は

L x(n)L ct+Nr)2 
nEZ/NZ rEZ/kZ 
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と変形できる．ここでgcd(N,k)= 1なのでrがZ/NkZを走るとき n+NrもZ/NkZ全体を走る．よって

上の和は

（ぷ三2)nEfNz x(n) 
に等しい． xに課した式 (2.1)の仮定からこの和は0である．

注意 2.9.定理 2.1を示す際にxを線形結合で分解して各パーツごとに定まる

oo _ oo ;-(a+Nn)2 
妬；amod N)：＝f x(n)q<a+Nn)2, L(s;amodN)：＝こ保

(a+Nn)8 
n=l n=l 

の考察に帰着させる方法は数論的立場からは筋が良いように思われる．しかしながらこの方法ではxが持つ 3
次元多様体のデータを破懐してしまっているためトポロジー的立場からは筋が良くないと思われる．

注意 2.10.定理 2.1は部分テータ関数Z(T;X)の代わりに偽テータ関数 (falsetheta function) 

Zfalse(T;X) := ~（互 x(n)q記＿れ互x(n)qn2)
を用いても成立することが同様の議論から従うなおこの関数を偽テータ関数と呼ぶのはnの符号に応じて和

の符号を変えているためである．偽テータ関数は元々 Rogersによって命名されたJ-1-J語で，今では様々な変種が

考えられそれら全てが偽テータ関数と呼ばれている．しかしながら「偽テータ関数」という用語自体に対する

数学的な定義は無い．これは（関数やL関数に数学的な定義が無いのと同様である．＊1

注意 2.11.鼠子モジュラー性について補足しておく．定理 2.1の設定の下で， xの離散 Fourier変換

交： Z/NZ→Cを
1 

砂） ：＝ L x(n)e(—竺
繹 nEZ/NZ 

N) 

によって定める．このとき部分テータ関数Z(T;X)は

加，x）＝̀叶-4い）＋（誤差項）
という形の歪んだモジュラー変換則を持つことを証明できる（例えば[LZ99,Section 4]や [HLSS21,Theorem 

3])．ここで誤差項はEichler積分と呼ばれるタイプの積分やLaplace変換としての表示を持ち， TE股く0上に

解析接続することができる．このようにモジュラー変換則の誤差項が上半平面を超えて実軸上に解析接続され

るというのがZagier[ZaglO]によって発見・命名された量子モジュラー性という現象である．

量子モジュラー性は数論とトポロジ一両方の観点から様々な設定の下で盛んに研究されており，例えば

[AM22, I3KM19a, I3KM19b, I3KMN21, I3MM20a, I3MM20b, I3N19, CCF+19, GZ21, HLSS21, Hik05b, 

Hik05c, Hik06c, Hik06a, HL15, LZ99, MM22, MT23, ZaglO]などの研究がある．量子モジュラー形式につい

てはZagierによる原典[ZaglO]の他，［Ono04,Chapter 10]や［松22],［村22a]にサーベイがある．今回の我々

の主結果の場合に量子モジュラー性がどのように記述されるかは非常に興味深いが，まだほとんど何も分かっ

ていない．松坂［松22]が「まだまだ発展途上，見渡す限り千山万水である」と述べている通りである．

*1この例えは松坂俊輝さんによる
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3 Radial limit conjectures 

定理 2.1は量子トポロジーにおいて radiallimit conjecturesと呼ばれる予想群のトイモデルである．本

節ではこの予想の動機と主張を紹介する．

3.1 動機

1節で述べたように， radiallimit conjectureとは

(3次元多様体の量子不変鼠）＝ lim（偽テータ関数）
T→1/k 

というタイプの等式を予想するものである．この予想は数論とトポロジーの架け橋になっているという点で素

朴に里要だが，単にそれ以上の重要性があることを数論とトポロジーの両面から説明する．

•数論からの動機

•量子不変量の量子モジュラー性．量子モジュラー形式という新しい数論的対象について研究を深めるに

は豊富な具体例が必要不可欠である．しかしながら，安直に数論的な発想で具体例を探すのはあまり実

りが少ないようである．このことは注意 2.3や注怠 2.9の考察からも窺える．そこで量子不変量という

素性の良いことが分かっている対象に量子モジュラー形式の例を求めることが有効な戦略に思われる．

昼子不変量に対しては注意 2.11と同様に

(radial limit conjecture)+（偽テータ関数のモジュラー変換則）

-→（量子不変量の量子モジュラー性）

という論法で量子不変量の量子モジュラー性を証明できることが期待できる． ここで radiallimit 

conjectureが大きな役割を果たしているなお注意 2.11で述べたようにこの戦略による様々な研究が

あるものの，一般的な状況では解明にはほど遠い．

•偽テータ関数の性質の探求． Radial limit conjectureにより偽テータ関数と量子不変量が関係すること

に着想を得て mockv.s. false現象や Zagierのstrangeidentityといった偽テータ関数の新しい性質が

発見・開拓されている．このことについては［村22a,3節］に概説がある．

•トポロジーからの動機

・呈子不変塁の漸近展開． 2節では量子不変量のトイモデルとして Zkという奇妙な有限和を考えた．この

ように量子不変量は典型的には複素数列となる．そこでその漸近挙動を考えることができるが，これに

関して Witten の漸近展開予想や Kashaev―村上—村上の体積予想といった大予想がある．体積予想は近

年Garougalidis-Zagier[GZ21]によって量子モジュラー性予想として精密化されている．これらの予想

は量子不変量の量子モジュラー性から得られることが期待されている．そのため量子モジュラー性の証

明に有効な radiallimit conjectureがこれら大予想を示す上でも厘要な役割を果たすのである．

•量子不変量の圏化．不変量を関手的な性質を持つより強い不変量で記述することを圏化と呼ぶ．例えば

Betti数をホモロジ一群の次元として解釈することはBetti数の圏化と言えるまた結び目の量了不変

量である色付き Jones多項式はKhovanovホモロジーと呼ばれる二重ホモロジーの Euler標数として

解釈することができるため， Khovanovホモロジーは色付き Jones多項式の圏化である． 3次元多様体

の量子不変量である Witten-Reshetikhin-Turaev(WRT)不変量を圏化できるかというのは菫要

な未解決問題である． WRT不変量は複素数列に値を取るのでそのままではホモロジーの Euler標数と

して解釈することはできない．そのためともすれば圏化は存在しないようにも思われる．それにも拘わ

らずGukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20]はWRT不変量の圏化を定式化することに成功した彼らは
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q級数不変量の極限値で表せるという radiallimit conjectureを提起し，その q級数不変量が二重ホモ

ロジーの Euler標数となるという形でWRT不変量の圏化を定式化したのである．この観点においても

radial limit conjectureは重要な役割を果たしている．

3.2 主張

このようにradiallimit conjectureは様々な観点から里要である．本項ではその主張を述べる．

向き付け可能な閉3次元多様体M，正整数k,凩純Lie群Gとそれに対応する単純Lie代数gに対しレベル

KのGWitten-Reshetikhin-Turaev (WRT)不変量＊2＊3を本稿では Zf(M)E (Cと表すことにする．こ

れが本稿で研究対象とする量子不変量である．

注意 3.1.WRT不変量がどのように定義されるかを非常に大雑把に説明する．任意の向き付け可能な閉3次

元多様体は炉内の結び目に Dehn手術というトポロジー的な操作を行うことで得られることが知られている

(Lickorish-Wallaceの定理）．また，異なる結び目がいつ同相な 3次元多様体を定めるかも完全に分かってい

る (Kirbyの定理）．そこで結び目不変量を適切に補正することで 3次元多様体の位相不変量が得られると期

待できる．そこで色付き Jones多項式という結び目の量子不変量を補正して 3次元多様体の位相不変量とし

たものがWRT不変量である．色付き Joncs多項式は，結び目を射影図によって組合せ論的に解釈し各パーツ

に量子群店(g)の表現を乗せて勘定することで定義される．ここで広(g)はLie代数gの普遍包絡環U(g)を

q変形して得られる非常に複雑な代数で，リボン Hoph代数と呼ばれる代数構造を持つ．この代数構造が結び目

図式の変形の組合せ論的な解釈と非常に良くマッチしているため，図式の各パーツに表現を乗せることが機能

して結び目不変量が得られるのである．

なおここで述べたのはReshetikhin-Turaev[RT91, Theorem 3.3.2]による構成法で， Witten[Wit89]によ

る元々の構成では結び目の Dehn手術を経由せず3次元多様体自体から自然に定まるデータを用いる．しかし

ながらその構成は経路積分を用いた物理的観点に基づくため数学的に厳密な定式化はまだ得られていない．

以上のことは [TurlO,Chapter II, Section 2]や［大15]で詳しく説明されている．

一般のWRT不変量に対する radiallimit conjectureの正確な定式化はまだなされていないが，ラフな形と

しては以下のように述べられる．

予想 3.2(Radial limit conjecture)．適切な仮定の下で Zf(M)はある q級数の q→仕の極限として書ける．

SU(2) WRT不変量に対する radiallimit conjectureは以下のように定式化されている．

予想 3.3(Hikami [Hikll, Equation (1.4)], Gukov-Pei-Putrov-Vafa [GPPV20, Conjecture 2.1], Gukov-

Manolescu [GM21, Conjecture 3.1]）．向き付け可能な閉 3次元多様体 M が凡(M,(QI)= 0を満たすと

する． Spinc(M)をM の Sp面構造のなす集合とし，共役によって｛士1}の作用を定める． このとき各

b E Spinc(M)／｛士1}に対し位相不変量

• ~u(2) E (Qi, c E Z?:o, z:u(2) (q; M) E 2―cq△:u<2J Z[[q]] 

が存在し， zt(2)(q;M)はlql< 1で収束し，無限個の kE Z>oに対し

z:u(2)（M) ＝ lim 区 e21ry'=Iklk(a,a 
q→(k如―(―1

) Sabz:u(2) (q; M) 

2k a,bESpi炉 (M)／｛土1}

*2ここでの「レベル」という用語は保型形式論における「レベル」とは無関係である．

*3WRT不変量は正規化をな(S3)= 1と取るか Zk(S1X炉） ＝ 1と取るかで二通りの流儀があるため注意が必要である．本稿で
は前者の流儀を採用している
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が成り立つ．ただしここで Stab仕1}(a)をaの固定部分群とし，

とおいた

e2"vこlk!k(a,b) + e-21rvこlklk(a,b) 
Sゅ：＝

Stabにi}(a)IIStabけl}(b)I~

Gukov-Pei-Putrov-Vafa [GPPV20]は負定値鉛管多様体と呼ばれるクラスの 3次元多様体に対して予

想 3.3より精密な予想を与えている．鉛管多様体とは大雑把に言うと整数で重み付けられた木（閉路の無い

グラフ）に対して定まる 3次元多様体のことで，特に隣接行列が負定値の木から定まる多様体を負定値鉛管

多様体と呼ぶ定義の詳細は［村23,3節］にある．負定値鉛管多様体に対しては予想 3.3における q級数不

変鼠勾u(2¥q;M)がGukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20]によって構成され， Gukov-Pei-Putrov-Vafa

(GPPV)不変量ホモロジカルブロック， Z不変益と呼ばれている． GPPV不変量の定義は本節の最後に定
義 3.5で述べる．

GPPV不変量によって予想 3.3が実現するというのがGukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20]による予想 3.3

の精密版である．

予想 3.4([GPPV20, Equation (A.28)］）．頂点集合 V,隣接行列 WESym（zv)の重み付き木から定まる負

定値鉛管多様体M とその GPPV不変量勾u(2¥q;M)に対し

z;u(2)(M) = 
2（伍―＜年l)JidetWI

区 e加ご（ーがaW-1a-'aW-1b) lim勾u(2¥q;M) 
q→(k 

aEが／w（が），
底が／2W（が）

が成り立つ．

以上が本稿で扱う radiallimit conjecturesである．

なおここでは radiallimit conjectureを WRT不変量の場合に述べたが，他にも Costantino-

Geer-Patureau-Mirand不変量という 3次元多様体の量子不変量に対するバージョンが Costantino-Gukov-

Putrov [CGP23, Conjecture 1.2]によって与えられているこの予想は現在 Mistegard氏との共同研究で負

定値鉛管多様体の場合の解決に向けて取り組んでいる．

3.3 Radial limit conjecturesの先行研究

Radial limit conjecturesは様々な場合に解決されている．それらの先行研究を紹介するためにまず様々な 3

次元多様体のクラスを紹介する．既に述べたように，整数で重み付けられた木から鉛管多様体と呼ばれる 3次

元多様体が定まる．重み付き木の性質に応じて以下の鉛管多様体の部分クラスが知られている．

•重み付き木の隣接行列が負定値のとき，鉛管多様体は負定値鉛管多様体と呼ばれる．

•重み付き木の隣接行列の行列式が士1 のとき，鉛管多様体はホモロジ一球面と呼ばれる．

•図 l の重み付き木から定まる負定値鉛管ホモロジ一球面は Poincare ホモロジ一球面と呼ばれる．

•図 2 の軍み付き木から定まる負定値鉛管ホモロジ一球面は Brieskorn ホモロジ一球面と呼ばれる．

•図 3 の重み付き木から定まる負定値鉛管ホモロジ一球面は Seifert ホモロジ一球面と呼ばれる．

図から分かるように Poincareホモロジ一球面はBrieskornホモロジ一球面であり， Brieskornホモロジ一球

面は Seifertホモロジ一球面であるまた Hグラフと呼ばれる図 4の重み付き木から定まる負定値鉛管ホモロ

ジ一球面は， W3,...,W5<'.'. -2のとき Seifertホモロジ一球面でない最も簡単な負定値鉛管多様体である．
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叫，mへ ／四，r2

-2Y:-3  

;1、口;91
↓w3,r3 

図 1:Poincareホモロジ一球面を定める鉛管グ図 2:Brieskornホモロジ一球面を定める鉛管グ
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図3:Seifertホモロジ一球面を定める鉛管グラフ．ただし N::>: 3とする．
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図4:Hグラフ 図5:村上 [Mur22]で扱われたグラフ

以上の 3次元多様体に関する radiallimit conjecture（予想 3.2-3.4)の先行研究を紹介する．まずradial

limit conjectureはg=J su(2)の場合には証明されている実例はこれまで無いことに注意する．そのため以下

で挙げる先行研究は全てg= su(2)の場合である．

• Lawrene-Zagier [LZ99]はWRT不変量の K→ 00での漸近展開を与えるという Wittenの漸近展開
予想を Poincareホモロジ一球面に対して解決し，その証明の過程で実質的に Poincareホモロジ一球面

に対する radiallimit conjectureを定式化し解決した彼らの証明は後に radiallimit conjecture（予

想 3.3,3.4)が定式化される契機となった．
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•樋上 [Hik05b] は Lawrene-Zagier [LZ99]の手法を発展させることで Wittenの漸近展開予想を

Brieskornホモロジ一球面に対して解決し，証明に際して Brieskornホモロジ一球面に対する radial

limit conjectureを定式化し解決した

•樋上 [Hik06a] は更に Witten の漸近展開予想を Seifert ホモロジ一球面に対して解決し，証明に際して

Seifertホモロジ一球面に対する radiallimit conjectureを定式化し解決した．

•樋上 [Hikll] は有理ホモロジ一球面に対する radial limit conjectureを述べた．

•藤―岩木ー村上—寺嶋 [FIMT21, Theorem 1]はSeifertホモロジ一球面に対する radiallimit conjecture 

を樋上 [Hik06a]と独立に定式化し解決した．

• Gukov-Pei-Putrov-Vafa [GPPV20, Conjecture 2.1]は樋上 [Hikll]の予項項を修正し S変換の項（予

想 3.3における Sab)を付け加えた更に負定値鉛管多様体に対して GPPV不変量を導入し，この場合

のradiallimit conjectureをより精密な予想 3.4の形で述べ ([GPPV20,Equation (A.28)])，予想の

根拠として発散する極限の形式的な計算を示した ([GPPV20,Appendix A]). 

• Gukov-Manolescu [GM21, Conjecture 3.1]はGukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20, Conjecture 2.1] 

のradiallimit conjectureに様々な技術的修正を施して予想 3.3の形で述べた．

• Andersen-Mistegard [AM22]はSeifertホモロジ一球面に対する radiallimit conjectureを予想 3.4の

形で樋上 [Hik06a] や藤—岩木ー村上—寺嶋 [FIMT21] とは独立に証明した．

•森村上 [MM22] は H グラフから定まる負定値鉛管ホモロジ一球面に対する radial limit conjectureを

予想 3.4の形でBringmann-Mahlburg-Milas[BMM20a]に基づいて証明した．

•村上 [Mur22] は図 5 のグラフから定まる負定値鉛管ホモロジ一球面に対する radial limit conjecture 

を予想 3.4 の形で森—村上 [MM22] に基づいて証明した

3.4 負定値鉛管多様体に対する様々な不変量の表示式

鉛管多様体M は幣数で重み付けられた木rから定まるので， M の不変量は原理的にはrの情報のみで記述

されるはずである．そのため予想 3.4は3次元多様体の設定を忘れて純粋にrに閲する主張と思うこともでき
る．そこで本項では予想 3.3,3.4に現れる様々な不変量を負定値鉛管多様体の場合にrの言葉で記述する．
まず記号を準備する．整数で重み付けられた木rを固定し， rから定まる鉛管多様体を M とおく． rの頂点

集合を V,隣接行列を WESym（び）とおく．各頂点VEVの次数を

deg(v) := {v'EU I v'はvと隣接する｝

によって定義し， 8:= (deg(v))vEV E zvとおく．

鉛管多様体M の位相不変量のrによる記述として以下が知られている．

・ホモロジ一群H1(M,Z)竺 Zv/w(Zり（証明は［村22b,補題3.4]にある）．

•交叉形式凡(M,Z) x H1(M,Z)→ Zは上の同型凡(M,Z)竺 zv/W(Zりを通してか'/W(Zv)x 

zV/w（か→Zと可換である．

•スピン c 構造のなす H1(M,Z) 上のアフィン空間 Spinc(M) は (8+ 2び）／2W(Zりと自然に全単射で
ある ([GM21,Equation (34)])．この全単射を通して共役による作用とー1倍による作用は可換である．

• SU(2) WRT不変量はGukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20, Equation (A.12)］によって

-sgn(W) r-tr(W)-31VI 

z:u(2)(M) = ~ 
這 IVI（如ー（足） μE(Z逗）V／2KZV VEV 

ど 疇μwμ)II (＜似一く；；Kμも）2-deg(v)

と計算されている．ただしここでsgn(W):= #(Wの正の固有値）―＃（Wの負の固有値）とおいた．
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GPPV不変量は以下のように定義される．

定義3.5(Gukov-Pei-Putrov-Vafa [GPPV20, Subsection 3.4]）．負定値鉛管多様体M のGukov-Pei-Putrov-Vafa

(GPPV)不変量を bE (S + 2zv) /2W(Zり竺 Spinc(M)に対し

勾u(2)(q; M) := q―(tr(W)＋3|V|）／4v.p. J °-W,b(q; z) II (%—ご）2-deg(v)~
因＝1,vEV vEV 27!"¥／可Zv

によって定義するただし lql< 1とし， Cauchyの主値v.p.とテータ関数8-w,b(q;z)を

v.p. :=；尼。(jzl=l十e+ jzl=l-J, G-w,b(q; z) := L q―'1w-1l/4 IT均
lE2ZV +b vEV 

によって定義する．

なおGPPV不変量は負定値鉛管多様体の位相不変量となることがGukov-Manolescu[GM21, Proposition 

4.6]によって証明されている．また GPPV不変量はテータ関数を積分で変形したものであり，ある種の偽テー

タ関数と思うことができる．例えば [AM22,Theorem 3]ではSeifertホモロジ一球面と呼ばれる 3次元多様体

のGPPV不変量を偽テータ関数として表示している．

注意 3.6.b E zv /2W(Zりに対しても上式を用いてそのまま z;u(2)(q;M)を定義できるが，

b(/c (o+2が）／2W（が）なら z;u<2)(q; M) = 0となることが計算から分かる．

4 主結果

主結果は以下のように述べられる．

定理 4.1 ([Mur23a, Theorem 1.2]）．負定値鉛管多様体の SU(2)WRT不変量に関する Gukov-

Pei-Putrov-Vafa予想（予想 3.4)は真である．

定理 4.2([Mur23b, Theorem 1.1]）．隣接行列が不定値の Hグラフ（図 4)から定まる鉛管ホモロジ一球面の

SU(2) WRT不変量に関する radiallimit conjecture（予想 3.3)は真である． q級数としては不定値偽テータ

関数が取れる．

定理 4.3([MT23, Theorem 2.3]). Seifertホモロジ一球面に対し ADE型Lie代数gに関する WRT不変最

のradiallimit conjecture（予想 3.2)は真である． q級数としては退化二次形式の偽テータ関数が取れる．

系 4.4.定理 4.1-4.3の状況において WRT不変量を単純な因子を除いて q→(kの極限値に持つ q級数を
2町q;M)とおくとき， M のL関数不変量を

び (s;M,k):= ~ 1か（(ke―¥M)t8-1dt
r(s)。

によって定めるとこれはC上正則に解析接続されい(O;M,k)=（単純な因子）Zf(M)が成り立つ．

以上の結果は定理 2.1の拡張になっている．証明の方針は 2節で述べた定理 2.1の証明と同じだが，設定が

遥かに複雑なことに起因する困難がある中でも定理 4.1は一般の重み付き木を扱うため証明が非常に困難

だったが，「木の枝打ち (pruningtrees）」という手法を新しく導入することで解決した．

最後に主定理に現れる偽テータ関数の例を紹介する．
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例 4.5.図4で表される Hグラフで (w1,...,w5) = (-1, 0, 2, 5, 3, 4)の場合を考える（これは [Mur23b,Table 

1]の3行目最初のものをー1倍したものである）．このとき隣接行列の行列式はー1で符号数は (5,1)であり，

定理 4.2のq級数は
00 

z"u(2)(q; M) = q―嵩ど x(n)的(n)q-fom2はmn＋訳
m,n=O 

で与えられる．ただしここで x:Z/20Z→{O，士1}と心： Z/24Z→{O，士1}はそれぞれ

L x(m)qm := q10(q2 -q―2)（砂ー q―5)， 区心(n)が：＝沢（がー q―3)（がー q―4)
O~m<20 O~n<24 

で定義される周期写像である．上式に現れる二次形式為m2十占mn＋騒尼は符号数 (1,1)の不定値二次形式
である．

例 4.6([MT23, Example 4.2]). g = su(3)のとき， Seifertホモロジ一球面M に対する定理 4.3のq級数は

2 -1 1 

た (3)（q,M)＝ q邸三。x(m)qtmSm/8P, S =(—1l i ;） 
で与えられるただしここで¢ E IQI, PE  Z>o, x(m)はSeifertホモロジ一球面M から定まる量であり， x(m)

はm の各成分に関する周期写像と二項係数の積として表される．ここで行列 Sは固有値として 3,3,0を持つ

ため，如Smは退化二次形式である．
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