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トとして発表予定です。

1 研究の動機

整数論、特に保型形式の分野においてよく知られている Eisenstein級数という関数が
ある。具体的には、 Tを複素上半平面の元、 Kは2以上の整数、に対し

G2kけ）＝こ (m+nT)2k
(m,n)E炉＼（0,0)

の形で表される級数である。

Eisenstein級数には次のような Fourier展開が知られている。

伍 (r)~ 2((2k) (1 + ~ごkk)g邸 1(n)qn)
ここでび2k-1(n)は約数関数、q= exp(21r✓コ：T）である。 Fourier 展開とは今の場合qに関
する幕級数で書き表すことになるが、そのときの係数に約数関数という初等整数論におい

て重要な関数が出現していることに注意をされたい。

次に似たような関数で SiegelEisenstein級数という関数を定める。これは Eisenstein
級数のある種の行列変数での一般化と位置付けることができる。

n 2". 2は整数、 G= Spn(Z)に対して

Eむ，ゆ(Z)= 
1 

ど心（<letD)~ + D)2k 
にかに＼f'o(l)
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と定める。ここで心は modl での Dirichlet指標であり、 Z€ 町(Siegel 上半平面）、そし
て丘や恥(l)は

r oo = { (i ~) E GI c = o} 
ro(l) = { (iヽ） EGIC三 0 mod l} 

として定められる Gの部分群である。このとき SiegelEisenstein級数にも同様に Fourier
展開が計算できその結果は

Eい（Z)＝ど C(N)exp(2ハに］tr(NZ))
NES；； 

の形に表せる。ここでstは半整数半正定値対称行列の集合であり、特にNが正定値のと
き係数C(N)は

2ーデ(-2ハ《）nk
C(N) = ~(det N)kーデ II s~ （心， N,k)
1r¥rr冨r(K-ぃ

と各素数pに関する積の形に分解できる。pがlの素因数であるとき s;:（心，N,k)は分岐
Siegel級数と呼ばれる。
さらに分岐 Siegel級数の計算は次のような積分計算に帰着されることが知られている。

So(B,S)X =J J。に（］り）心(-tr(BX))dX
Symn(F) 

ここで叫＝汀―t)は Weyl群の最長元、関数f。は誘導表現の空間In(w,s —号）r,w
の元と取るが、これについては次節で定義をする。

1.1 記号の定義(1)

体Fは非アルキメデス奇標数局所体とし、 G= Spn(F)はF上次数nのシンプレク
ティック群とする。 oやpでFの整数環、 0の極大イデアルをそれぞれ表す。 Tは固定さ
れた素元(p= 7r0となる元）とし、qは剰余体o/pの位数とする。
K = Spn(o)とし、 Pやrは

P = { (~ ~) E GI C = 0} 

r= {(：ば）EKIC三 0mod p} 
で定められる群とする。ここで Weyl群の元{w,}。三均」を

皿＝ （□~) 
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で定める。これは両側剰余類P¥G/rの代表元になっていることに注意する。
心はFのorder0の加法指標、 W はw2= 1を満たすFX上の指標とする。さらにwと
して考えうる指標のうち非自明な分岐指標を 1つ固定しそれをxと書く。誘導表現の空間
In(w, s) = Ind芦(wo I <letド）は以下を満たすG上の coo関数の集合として定められる。

f ((i tA*_ 1) g) = w (<let A) I <let A I"十巧(g).
さらにこの空間の部分空間として

In (w, S -~) r,w = { f E In (X, S -~) I f(gk) = w(k)f(g) ("k Eい｝
を定める。ここで関数{f;}。:Si:Snを等式f;巳） ＝ふ］を満たすIn(w, s —彗上） r，W の元と取
るとき、この空間はこれら{ft}。くさnで生成されることがわかる。

1.2 退化Whittaker関数

ここで [13]による退化Whittaker関数の定義を紹介する。

Gは非アルキメデス局所体F上の簡約代数群とする。 PはGの放物部分群で対応す
るLevi部分群を M、Fは別の放物部分群で対応する Levi部分群を M1、unipotent部分
群をN'とする。 TはG上の許容表現、心はN'の1次元指標とする。

Definition 1. 1.退化 Whittaker汎関数の空間 Whゅ（Jr)は HomN,(1r，心）；表現準同型の空
間として定める。

①は退化Whittaker汎関数の元、 V1r= Ind岱は誘導表現の空間（ただし TはM上の
指標）とする。 VoE V1rに対し次で退化 Whittaker関数を定める。

Definition 1.2.退化 Whittaker関数とは Wv0(g) = cf?(1r(g)vo) (g E C)の形のもので
ある。

以下（分岐） Siegel級数を

St(B, s)X = fsvm-(F) ftに（~ ~))心(-tr(BX))dX
Symn(F) 

（ただしゅは Fの加法指標、 BE  Symn(F)、ftE In (X, s —号り r,x) と定めるとき、積
分の形から退化Whittaker関数

Wvo(g）＝的（g)vo)

の形と対応がつくことがわかり、これにより分岐Siegel級数の計算並びに性質を代数群の
表現の観点から眺めることが本研究の動機である。

2 主結果

本講演では大きく 2つの話題について、結果や予想を紹介した。 1つめは分岐Siegel級

数の差分の式の証明であり、 2つめはIntertwinerの行列表示についてのある予想である。
それぞれに分けて主張を述べていく。
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2.1 分岐Siegel級数の差分の式

差分の式を語る前に、まずは分岐Siegel級数のexplicitな式について述べておく。式
中には未定義記号が多々あるが、紹介後に定義をする。

Theorem 2.1.分岐Siegel級数St(B,s)X(0::::; t::::; n)は以下のように計算できる。

St(B, s)X =叩（n）n-tど(1-q―1)c如）q―c如）どq―r({I;})-t(u,{I;})~（び1))qn(K)
西 6n I=I。U…UIr
u2=1 詞＝t

k-1 
x〉IIx(7r）叫n(l)_n(k))q叫(sn(l)_n(l))-(sn(k) _n(k）））＋加。＋＋vz(u;B) II知。＋…十Vl(B)x
{u}[ l=0 iEIl 

u(i)=i 

ここで {v}%(k;::: 1)に関する和は以下の集合の元をわたり足すものとする。

{ (vo, 乃，•．.,吹-1) E Z X Z~間| -bz(u, B) ::::; vo十巧＋・・・十功くー1(0さl::::;k -1), n(k) = t} 

特にt=Oのときは少し簡単な形で書くことができる。t= 0のときの結果に関して

は、私と同時期に軍司圭ーにより発表されている［6]。（彼は局所的に積分計算をした私と
は異なり大域的な手法を用いている。彼は彼の論法で一般のtの場合でも計算できると

伺った。私の場合は一般の局所体に拡張している）

これらに対して、次の等式が成り立つというのが我々の差分の式である。

Theorem 2.2.行列BはB= diag(a慣王・・・，a研勺のように書ける対角行列であると
する。（ただし aiE炉であり〇::::;e1 ::::;・・・::::;en) 
ここで行列B'をB'=diag(a汀凡．．．，an-17r知ー1心nH知＋2)という式で定めるとき分岐
Siegel級数St(B,s)Xに対して次の等式が成立する。

ふ(B',s)X -St(B, s)X = c(B, s)St(B(n-l), s)X 

ここで B(n-l)は対角行列 B の右下端成分だけを除いたn-1次対角行列、すなわち

B(n-l) = diag(a1計1'...'CYn-17f知ー1)

のように定められるものであり、係数c(B,s)はtに依存していない。ただし B のべき ei

の偶奇性などから 4通りに場合分けをして述べるべきである。例えばn が偶数でど~=lek 
が偶数の場合

c(B, s)＝叩（1r)x(1r）知十1II 山 •x(-1)~豆1(1-q―2s+n)q―デ(2s-n）＋占~~=心＋｝
kEBe 

このように表示される。なおここで集合げはBe:={k I 1'.S k'.Sn -1, en三 ekmod 2} 
と定められるものとする。

2.2 記号の定義(2)

ここで改めて（主定理の主張にも）必要な記号の定義を述べる。
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I= {1,2,・・・,n}であり n次対称群 6nはIに自然に作用するものとする。以下対称
群の元び E6nは庄＝ 1を満たす置換のみを考える。 I=I。U• • • UlrはIのぴ不変な
分割とする。これら置換と分割によって定まる cり（a-)'伶(a-),nk, nCk), n(k)は

cり(a-)=#{i Eh I a-(i) = i} 
1 

C2位）＝ー＃｛iEI Iび(i)-/= i} 
2 

r 

nk = #IK，詞＝どm,
l=k 
n(k) = 
屈）（n(k)+ 1) 
2 

として計算される値である。またT({I;}),t（び，｛I;}),eu,i,kは

叫｝） ＝文＃｛（i，j)€Il x(I。u...u 11-1) I j < i} 
l=l 

t(u, {Ii})= L #{(i,j) E Iz x Iz Ii< j < u(i), u(j) < u(i)} 

e5t k = {：ロロロi< k <: u(i)) 

としてこれらも置換や分割から与えられる値である。

以下行列Bは適切にJordan対角化を行い

B = diag(v汀凡 V27r(32,• • ・, Vn戸）

のように成分の文字を設定する。ただし ViE 0八瓜 EZ：：：：。である。置換と分割及びこれ

ら行列の成分の値から決まる以下の4つの値を定める。

bl（び，B)= min[{/3i Ii E lz, u(i) > i} U｛瓜十 l| i € Il，ぴ（i)さi}]

B，（入） ＝ ｛k I 1 :S k :S i -1,煤＋入＜ 0，煤芋入mod2}

U { k I i + 1 :S k :S n,煤＋入＋2< 0,位羊入mod2} 
1 n 

加 (u;B)=〉とどmin｛煤十ea,iょ＋入， O}
iEI1 k=l 
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店＋入2:0, #Bi（入） ：even 

店＋入2:0, #Bi（入） ：odd 

店＋入＝ー1,#Bi（入） ：even 

比＋入＝ー1,#Bi（入） ：odd 

さらに [9]などにより知られているWeilconstantと呼ばれる値を定義する。各Schwartz
関数庭S(F)に対しそのフーリエ変換砂を

如）＝J¢(y)心(xy)dy

で定める。ただし Haar測度 dyは1dy= 1で定められるものとする。
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Definition 2.1.心は F上の加法指標、 aE炉に対し Weilconstant aゅ(a)は以下を満
たす複素数とする。

JF¢(x)ゆ(a企）dx ＝叩（a)l2a|―ふJF 砿(x)心（—f) dx (</> E S(F)) 

2.3 主定理の証明

ここからは、この定理の導出方法の概略を述べる。一言で言うならば、分岐Siegel級
数St(B,s)Xの一般の式に行列BとB'を代入して引いたら導出可能。それだけである。
もう少し具体的にどこが重要な点であるかを言うと、

I。={n}

これを満たす分割であるかどうかが分かれHになってくる。 I。={n}である場合（なおこ
の時cr(n)= nも要請）、 cr'=rrl [n-1]かつI£=Ik+lなどと置換0や分割｛Iけを取り直すと
次数がn-lの場合の分岐Siegel級数の定数倍の形に差分が帰着されることがわかる。
一方I。ヂ {n}である場合は、その項に関する差分は消えてしまう。
以上のような考察と単純だが手間の多めな計算によって、差分の式を得ることができ

る。なおSiegel級数における Gauss和の項§入(B)xの場合分けに依存して、さらに複雑な
場合分けが必要であることを留意しなければならない。

2.4 この定理が重要な理由

この定理が重要な理由は、桂田が発見した不分岐指標に関する Siegel級数の帰納的公
式との対応がある。

桂田は、不分岐Siegel級数を局所密度と対応させ、局所密度の差分の式を計算するこ
とでSiegel級数側の差分の式を導出した。さらにそれと関数等式とを連立させることで、
Siegel級数の帰納的公式の構成に成功している。具体的には

S(B', s)1一q―2s+n+ls(B,s)l = (1 -q―s)(l -ql-s)S(B(n-1), s)l 

と言った、不分岐Siegel級数S(B',s)1に関する差分公式を導きそれが帰納的公式の基礎
になっている。

これと同様の差分公式を（分岐Siegel級数はまだ局所密度との対応がわかっていなかっ
たので）書き下す必要があった。それは軍司が分岐Siegel級数の帰納的公式を導出するに
あたってもかなり重要な定理であると主張している。

3 q-Krawtchouk行列とq-Krawtchouk多項式

まず直交多項式について簡単な復習をする。 1変数多項式のベクトル空間戦[x]の上の
正定値な内積〈＊，＊〉をとる。この内積に関して直交する艮[x]の基底を考える。すなわち
｛凡(x)}n::.。は艮[x]の部分集合であって、次の2つの条件を満たすとする：

degPn(x) = n (vn 2 0), 〈P;(x),Pj(x)〉=0 (iヂj)

このとき {Pn(X)}n::.。はこの内積〈＊，＊〉に関する直交多項式であると言う。
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非常によく知られた具体例を述べる。

〈J(x),g(x)〉1:= 1: J(x)g(x)(l -x□dx 
〈f(x),g(x)〉2:= [~ J(x)g(x) exp口） dx

上の2つの内積に関して得られる直交多項式はそれぞれ、 Chebyshev多項式やHermite多
項式としてよく知られている。

以上2つの例とは異なり、内積が離散測度から得られるものである場合は、この直交

多項式は離散直交多項式であると言う。

例えば離散直交多項式の例として、 Krawtchouk多項式と呼ばれるものがある。これ
は二項分布に関して直交する離散直交多項式であり、次のように定める。

Nは自然数、 X= {O, 1,・ ・・,N}とする。二項分布は

叩）＝り）px(l-p)N-x (x EX) 

のように定めておき、多項式f,gに関する内積は〈f,g〉μ :=ど:=of(x)g(x)μ(x)とする。
この内積〈f,g〉μに関する直交多項式がKrawtchouk多項式である。
実はKrawtchouk多項式に関し次のような性質が知られている。定数項を（りに正規
化したKrawtchouk多項式を応(x;N,p)と書くことにすると

応(x;N,p）＝芦—1)n-r （□）（：）り(1 _ p)N-r 

という式で表示することが可能である。さらにこの式は、 2凡型の超幾何級数としても表

示することが可能である。すなわち

応 (x;N,p)=(-1)n(:)心 (-K~():(N-)xk)k(})K 
k>O 

である。ここで (a)k= 0:(0: + 1) ・・・(a+ k -1)は上昇階乗であり、また今の等式に出て
くる変数Kに関する和は高々有限項のみで非零の値を取ることに注意をする。（この性質

を持つ超幾何級数は'’terminating"であると言う）
さらにKrawtchouk多項式に関して、関連する Krawtchouk行列についても述べてお
<。 N次のKrawtchouk行列K=K(N)とは、次のようにして与えられる N+l次正方行
列である：

(K(N))i,j = (-2)i瓦(j;N, 1/2) 

例えばN=2,3に関する Krawtchouk行列は次のように計算される。

詞＝ （］ ；1 ]12) K(3) = (] ]] ]] /3:) 
Krawtchouk行列に関してはいくつかの性質が知られている。例えば
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•全ての N と全ての 0 ~ i,jさ Nに対し (K(N))i,jE z 

• K2 = 2汀N+1（ここでIN+1はN+l次単位行列）

などが知られている。
さて、いよいよ本丸のq-Krawtchouk多項式について定義していきたい。その前にq-
二項係数の定義を述べる。

Definition 3.1. qーニ項係数じ）qは次のように定義されるものである。

(n) := (1 -qり(1-qn-1)・・・(1-qn-K+1) = (q叫q―1)K
k) q. (l -qり(1_ qk-l)・・・ (1-q) (q; q)k 

ここで (a;q)n = (1 -a)(l -aq) • • • (1 -aqn-l)はq-Pochhammer記号である。

このように定められたqーニ項係数は変数qについて見ると Z係数の多項式である。ま
た特に次のような通常の二項係数に類似する性質も持つ。

四鳳＝じ）

鳳＝（n: k) q 
(:)q =l(n、:1) q + (: = ~) q = (n : 1) q + qn-k(：口］）q

さてこのq-Pochhammer記号を用いることで、q-Krawtchouk多項式が定義可能であ
る。すなわち次のように定義される多項式である。

応(q―x;a,N;q)=こql(q-n,q[-a―1qn-N;q)l
~-, (q, q-N; q)l 

ここで (a1,・・・,ak;q)n:= (a1;q)n・・・(ak;q)nはq-Pochhammer記号の積の簡略化である。
なおq-Krawtchouk多項式の定義は文献によって変数の扱いがずれており、注意が必要で
ある。また通常のKrawtchouk多項式同様に、この変数lに関する和もまた有限和である。

Theorem 3.1. q-Krawtchouk多項式はqーニ項分布に関する直交多項式である。すなわち
次の直交性の式を満たしている。

N 

戸q~(:)止(q―d;a, N; q)Kn(q―d; a, N; q) = 8よ）q1(:9□9qNm+1a―mq守
d=0 q 

このことから、成分にq-Krawtchouk多項式を並べた行列についてその逆行列を計算
することができる。
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4 Intertwinerの表示について

次に2つ目の Intertwiningoperatorに関する結果（予想）を述べるために、幾つか文字
を定義する。

Intertwining operator Mi~ : In(X, s)→In(X, n + 1 -s)を

叩(f):= LESymn(F) fにG~) g) dX 
で定める。また Eis),x= ((Eis),x)ij)。:Si,j:Snで線形写像 M認の基底 Uo,Ji,・・・, fn}に関
する表現行列を表すものとする。すなわち

M↓8] [f息l,J?l,...,fり］＝ ［Jt+l-s), Jt+l-s),..., JJn+l-s)] ((E四）ij)

このように定めたIntertwinerの表現行列について、当初筆者はrankが1のIntertwinerの
積に書き下すことによって計算機の上ではn:::; 8について計算することができていた。し
かし、 nが大きくなるほどその成分は複雑な値になり、一般項はどのような値になるか不
明であった。

4.1 軍司の結果

車司は、 U(p)の作用が分岐Siegel級数の空間の関数等式を簡潔に書き下すことを発
見し、分岐Siegel級数についての帰納的な公式を得た。［7]その結果を用いると、この

Intertwiner の表現行列 E~s),x についても計算することができる。
まずU(p)作用素の表現行列に関する行列Bx(s)= (bx(s);J)。~i,j~n は以下で定まる。

似(s);j=/3i→ (q―t-1, q―t-2; q―2)(J-t)/2 
(q2s-2i-3, q-2; q-2)(j-i)/2 

ここでj-iは非負の偶数である（それ以外の場合はbx(s);j= 0となる）。さらに彼はある
定数'Yv(X,s)を

[v/2] 1 _2i-4s 

砥 s)=(3irr1 -1q]y]1-2t-4s 
i=l 

のように定めた。このとき彼の結果によると、ある正規化の下でのSiegel-Eisenstein級数
の関数等式の係数が

Bx (~ -s)-1 Tx(s)Bx(s) 

となっている。ここで八(s)= antidiag（"!v(x,s))である。
我々の言葉で書き直すと、次のように書き下すことができる。

Theorem 4.1.軍司の結果を用いると、 Intertwiner の表現行列 E~s),x について次のよう
に表示することができる。

E~s),x = tBx (-s + ~) { ~Gn(-s)-11悶—~~Gn(s)} tBx (s + ~)—1 

ここで行列広（s)は広（s)=八（s+号りである。
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4.2 私の結果・予想

一方で、私はIntertwinerがまた別のsectionに対して対角化可能であるという予想を
(n::; 8の実験も含めて）立てていた。それは次の事実により正当化される：q-Krawtchouk 
多項式はtypeBのHecke代数の帯球関数になる (Stanton('80),Koelink('96) etc.) 
行列kをK={(3訪的(q―¥1,n;q)}。::;i,j::;nで定める。（これはq-Krawtchouk行列とも呼
べるものである）このとき、q-Krawtchouk多項式の直交性から次のように逆行列が計算
可能である。

K l = {(3訳qデ＋3（3;1)[)  q [)q (P_qqロニ1氏(qJ,p,,n, q)} 
o:::;i,jさn

すなわち各帯球関数に対してそれぞれの固有値を並べた行列を Vとおくと、 EAs),x= 
KvK-1の形で脅き表すことができる。ここでVの行列の成分が、予想としては立って

いるのだが、現状示せてはいない。我々は

怜＝ （一1);(3『q―ni+i2
(q―2s-1; q―2)[;] (q―2s+n-1; q―2), 

(q-2s; qり［ぎ](q-2s-n+1;叶）t

ではないかと考えている。いずれにせよ、軍司の結果を用いたEAs),xの式と我々のKVK-1

の形の式が一致すること自体がかなり非自明な等式となっている。

5 結論

今回褐られた結論はおよそ次の3つである。

•分岐 Siegel 級数の差分の式が示された。それは以下のような形をしていた。

St(B', s)X -St(B, s)x = c(B, s)St(B(n-1), s)X 

そして（軍司によると）この差分の式は分岐Siegel級数の帰納的公式において不可欠
なものである。

• Intertwinerはq-Krawtchouk行列によって対角化可能である

• （仮に Vの行列の成分が正しいとすると）軍司の結論と合わせることによって、q-
Krawtchouk多項式についてのある種の公式を得ることができる

今後Vの行列の成分が正しいことを証明すること、それらの表現論的な意味の探求、さら
にはさらなる代数群の表現論と組み合わせ論との対応を見ること、といった展望がある。
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