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Abstract 

本稿ではヘルツ空間について新しいノルム同値を提案し，それを応用して作用素の有界性
を示すのに有効な不等式を示す．

1 Introduction 

斉次ヘルツ空間 II・ llxa.., 1 < P < oo, 0 < q ~ oo, a E股は以下の要領で定義される．まずは，p,q 
kEZに対して， Ck三 [-2k,2りn¥ [-2k-1, 2k-lドと定めて，その特性関数を Xkとする．ノル
ムは II・II で表記されるが，具体的には可測関数fに対して，均，q

||f||K;q三［芦OO(2J°||fx』|Lp)q)t
と与えられる． K贔（町）とはこのようなノルムが有限であるようなf全体を表す．正値可測関
数wとl<pくooに対して，荷菫付き L瓦ノルムは IIJIILP(w)= llwt; JIILPで与えられる．ここ
で， fは可測関数である．次のノルム同値が種々の作用素の有界性を保証してくれる．

Theorem 1.1. 1 < p < oo, 0 < q s oo, a E民とする．補助パラメータ m，四 E民が
代1 k2 
- ＜ aくー・
p p 

(1) 
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を満たしているとしよう．

とおき， lE Zに対して，

w(x)三 min(lx|1<1,Ix匹） （XE町）

Wl 三 w(2-l•) （X E町）
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と定める． このとき，ノルム同値

||f||Kら～（戸OO(2la||f||LP(w,))q)i 
が成り立つ．ここで， f：股n→Cは可測関数で，～に含まれる定数はfとは関係がない．

この定理の証明は拙論文 [7]に載っているので，ここでは応用例を一つ与える．

Theorem 1.2. 1 < p < ao, 0 < q::; oo, a E良とする． r≫ pとする．
n n 
--＜ a < -
p p’ 

を仮定する．

1.ハーディー・リトルウッドの極大作用素は有界である．

2，球の列 {B(xj,乃）｝芦1と関数列 {a]｝芦1Cじ（町）がsupp(aj)c B(x]心）， jENを満た
しているならば，

00 II II 00 

f>j 乏こ 1|a]||Lr1.XB(x39乃）
j=l Ka 

~ IB(xj,rj)I~ 
p,q 均，q

が成り立っ．（宮地の不等式の弱形）

宮地 [5]によると， r>pの場合は正しいことが知られているが，この形でもかなりいろいろ
な応用ができる．

不等号に関連する記号は標準的（と信じるもの）である．これについては拙著 [6]ならびにそ
の日本語版である「ベゾフ空間論」をご覧いただきたい．

本稿の残りの部分の構成は以下のとおりである． 2節ではヘルツ空間の性質を議論する．定理
1.1に基づき，定理 1.2の証明を 3節にて行う． 4節は種々の結果に関する補足である．

2 ヘルツ空間の性質

Proposition 2.1. 1 < p < oo, 0 < q :S oo, a E良とする．

1. C。に台を持つ可測関数fに対して， IIJIILP= IIJII k;,q が成り立つ．

2.｛叫芦 E伊に対して，

立パ［2J,2H1]x[0,1Jn-lII ~||｛叫乙IIが
j=l Ka 

p,q 

が成り立つ．
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3. IIJ(t•)||均,q=t―a-~llfllkらが成り立つ．

証明はいずれも容易なので，省略する．

同じようにして以下の命題が示せる．

Corollary 2.2. 1 < p < oo, 0 < q ::; oo, a E民とする．

1. I·| ―a—翌 Ekg,00（股門＼ U k品（股”）が成り立つ．
qE(O,oo) 

2. XB(l) EK贔（町）が成り立つ必要十分条件は

もしくは

が成り立つことである．

n 
O<qく oo,a+.:..:. > 0 

p 

n 
q = oo,a +ー 2".0 

p 

3. XB(I)I ・ 1-n EK似（町）が成り立つ必要十分条件は

もしくは

が成り立つことである．

n 
O<qく oo,a-n+ -< 0 

p 

n 
q = oo,a -n十一:::;0 

p 

4. a-n+丑 =0,u > 0とする． XB(1/2) E Ka 1 
p | •|n |log |•| |u p,q（町）が成り立つ必要十分条件は町 <q::; 00 

である．

3 定理1.2の証明

APクラスについて復習する．立方体の集まり Q,平均 mEなどはやはり拙著 [6]ならびにその
日本語版である「ベゾフ空間論」をご覧いただきたい．ここでは 1< pく ooとする．局所可
積分荷重 wがAP―荷璽であるとは O<w<ooがほとんどいたるところ成り立ち， Ap(W)三

SUP匹 (w)匹（W-ナV―1く ooを満たすことである．さらに， APとはこのような加重の集ま
QEQ 

りを表す．ここで， I・ I"'E Apであるための必要十分条件はーn<Ii< n(p -1)であることが知
られている．［1,6]などを参考にされたし． M はハーディー・リトルウッドの極大作用素とする．
つまり，

XQ(x) 
Mf(x)三 sup f |f(y)|dy (x E町）

QEQ |Q| Q 

である．ここで，再びf：野n→Cは可測関数である．そもそもどうして出が大事かというと，
l<pく ooとしてマッケンハウプト理論として知られているように M がLP(w)有界であること
はwE Apと同値だからである．より詳しく，極大作用素の荷重有界性

kn Mf(x)Pw(x)dx乏J艮nlf(x)IPw(x)dx (4) 
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がすべての可測関数f：野n→Cについて成り立つことと， WEAPは同値で，実際にwEApな
らば，乏に含まれる定数はAp(wrin(l，叶r)の定数倍で抑えられることが示される．

最初の定理1.1と作用素の性質をつなぐ次の補題が重要である．

Lemma 3.1. 1 < p < ooとする．

噴 <,,,,1<,,,,2<n(p-l).

ならば，（2）で与えらえる荷重wはAPに属する．

これは， W1,W2E心ならば， w1+w2 E Apであること（極大作用素の特徴づけを参考）と，

WE心ならば， w―戸 EAP1であることから得られるが，ここでは直接的に極大作用素の荷重
有界性(4)を検柾して確認しておこう． B(r),r>Oとは原点中心の半径r>Oの球である．

Proof.予告した通り，（4)を示す．証明を 4つに分ける．

J M[XB(4)fl(x)知 (x)dx乏 If(x) IPw(x)dx 
IB/：;［XB(4)efl(x)知 (x)dx乏lRnn|f(x)雇 (x)dx,
I M[XB(4)fl(x)加 (x)dx乏 lf(x)『w(x)dx,

I：二：）M［XB(4)efl(x)知 (x)dx乏／R：|f(x)|pw(x)dx 
(5)は簡単である．実際に， I・|氏2 E APだから，

lrn M[XB(4)f](x)知 (x)dx= lrn M[XB(4)f](x)門x|氏2dx

B(1) < ；Rn(1:[XB(4)fl(x)叫x|K2dx
こ／ lf(x)I叫x匹dx
B(4) 

乏／ IJ(x)IPw(x)dx
Rれ

となる．同じ議論が(8)にも適用される．

(6)を証明しよう．幾何学的な考察によって，

M[XB(4)cf](x) ~ ~~~ ¾ llr)¥ R/4) IJ(y)ldy乏／ IJ(y)l・ IY|―ndy, x E B(l) 
r::>4 rn J B(r)¥B(4) 即＼B(4)

である．ヘルダーの不等式と分解

IY|―n = IY|―nー出y|号

、I
,

、
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により，

J応 B(<)lf(y)l ・ ly|―ndy s (J記＼B(<)lf(y)『|y|ん1dy)i(J配＼B(<)IYI n,'.,差dy)i 
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と分ける．

仮定により，
p'. I p' 

np'＋凡― >np'-n,:_ = n 
p p 

だから，先ほどの yの負べきの積分の有限性が担保される．さらに， W はB(l)上可積分なので，

L(l) M[XB(4)cf](x)知 (x)dx乏(ln¥B(4)IJ(y)I • IY|―ndy)P乏J|f(x)|％（x)dx 
応・¥B(4) 良n

となる．

残りは (7)の証明である．やはり幾何学的な考察により，

である．今度は

M[XB(4)i](x) ~ Ix|―n l/4) lf(y)ldy, XE B(sr 
B(4) 

竺 ＿竺公

lf(y)I = lf(y)I ・ IYl-;-IYI--;-, 

と分解して，ヘルダーの不等式を用いることで，

i 
1(4) IJ(y)ldy乏(l(4)IJ(y)IPly|氏2dy)p (l(4) IY|―'°2差dy)

が得られる．仮定より，
p I p I 

ゅ— <n(p-l)cC.. = n. 
p p 

なので， XEB(8)Cに対する各点評価

； 

(J 
} I " ¥ } 

M[XB(4)f](x)乏|x|―n(L(4) lf(y)IPlyl"2dy) 乏|xl-n(L(4) lf(y)IPw(y)dy) 

が得られる．よって，

J応＼B(B)M[XB(4)f](x)知 (x)dx乏J只nlf(x)IPw(x)dx 
となる．他方で， I・|氏2 E APだから，

kcs)¥B(l) M[XB(4)f](x)知 (x)dx<'.'.'. kcs)¥B(l) M[XB(4)f](x)門x|氏2dx

乏J|f(x)|p|x|ん2dx
B(4) 

乏1nlf(x)IPw(x)dx 
Rn 

となる．以上で，（7)の言正明が完了した．

定理 1.2を証明しよう．次の補題を必要とする．

口
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Lemma 3.2. w E心に対して，

00 II II 00 

又 jll ;:S llt~XB(x1,乃）
j=l LP(w) 

J=1 |B(x戸 j)Ii' 
LP(w) 

が成り立つ．

補題3.2の証明．極限移行が簡単にできる状態なので， ajEL合（股りとして，さらに有限和を考

えていると仮定してよい.la』をajの代わりに考えて， aj~ 0と仮定してよい． gELP'(w―戸り
をノルムが 1で，

言的 LP(W)＝ L（言叫x)g(x)）dx 
となるようにとる．ヘルダーの不等式と極大作用素の定義により，

喜a]い(w)S苫||aJ||Lr(JB（巧巧)|g(x)「dx)占
< ： ||aJ||LT 1 |B(xJ□| inf (M[|g|r'］（z)）占
j=1 |B(xか乃） I~' ',',''zEB（凸）

< J 文 1|a』|LT
JR.n ~ IB(xj, 乃） 1~

.!. XB(x39ぃ(x)(M[lg(](x)）占dx

が得られる． r≫ pなので，もう一度ヘルダーの不等式と opennessproperty w―丁了 EAp'= 
LJ Auを用いて，結論を得る． ロ
l<u<p' 

補題3.2を用いて定理1.2を証明しよう．極大作用素の証明は宮地の定理の弱形より簡単に示
せるので，省略する．極大作用素の荷重つき不等式については[1,6]などを参照すること． m濱 2
を

-n < /'i,1 < paく四 <n(p-1)

となるようにする． fEL;?"（野りに対して
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4 注意

• 1 < p < oo, 0 < q s oo, a疇とする． M がK品（町）で有界であるとする．このとき，
n n 
--＜ a < -
p p 

が成り立つことを確認しよう．

(i) q < 00とする． Xe。EK贔（町）なので， XB(l)乏Mxc。EK品（図）である．よって，
系2.2から

n 
a+_.:.>0 
p 

が成り立たないといけない．また， M[XB(l)i・l-n]= 00なので， XB(l)l・l-n't-K品（町）
である．したがって，系 2.2から

n 
a-n+-so 

p 

が成り立たないといけない． a-n+~=O とする．仮に M が有界であるとしよ

う．十分大きな無理数 gに対して，系 2.2から )(B(1/2) g 
l・lnlJog 1・11 E 年（町）であるが，

M[W芦翫］ぇ三誓氏rより，三悶侶rE年（町）となる．この議論を
[/3］回繰り返して，卜 1ば。：『信— [8] E均，q(町）を得るが，この関数に M を施すと ooと
なるので，矛盾が得られた．

(ii) q=ooとする． Xe。Ek;,q（町）なので， XB(l)乏Mxc。EK品(JRn)である．よって，
系2.2から

n 
a+_.:.:;:> 0 
p 

が成り立たないといけない．また， M[XB(l)i・l-n]= 00なので， XB(l)l・l-n't-K品（図）
である．したがって，系 2.2から

n 
a-n+_.:.<0 

p 

が成り立たないといけない． a+~=O の場合に極大作用素の有界性が成り立つか否

かについては現時点ではよくわからなかった部分的な結果，弱有界性については[4,
Theorem 2]として知られている．

• wを上記のものとする．このノルム同値はび(w),w E Apへの埋め込みを兼備している
ので，び(w)上で定義されている作用素がK品（野門上定義できるかどうかの議論は不要と
なる．

•この方法でいろいろな作用素の有界性が示せることは確かであるが，この考え方はモレー
空間を荷重つきルベーグ空間の共通部分として表す方法を参考にして本稿の方法を思いつ
いた．一見万能に見えるこの方法だが， L°° に近いところでは要請が強いためにこの方法
は限界があると言わざるを得ない．

•荷重の付いたヘルツ空間については，出采，野井と合同 [2] で調べており，近日中に結果を
公開する．
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