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ロ - IL′ニ/ツ 系 の エ ニノ ト ロ ピ 一･････減 衰
日大理工 柳田達雄

日大原子力 島田-辛

カオス力学系を特徴づける量として軌道の幾何学的構造を表すリヤブノブ数やK-S

エン トロピーが調べられてきた｡ しかし､これらの量だけに着目しているかぎり力学系

甲確率構造の違いは十分には解らない｡そこでエントロピー減衰なる概念を導入するこ

とにより､カオス力学系の確率的構造を理解するための手がかりとする｡

K-Sエン トロピーについてはよく知られているが､エン トロピー減衰についてはあ

まり知られていない｡そこで,エン トロピー減衰なる概念をK-Sエン トロピーの定義

を振 り返 りながら､説明することにする｡ (§I-Ⅴ)

エン トロピー減衰に関しては､P.S2ePfalusy等日が絶対連続Lebes糾e測 度が存在す

る一次元写像に対 し減衰の漸近的振舞いを議論 している｡ また､ Grassbeger2)等もエン

トロピー減衰率をeffectivemeasurecomplexityなる量として導入し議論している｡ し

かし､エン トロピー減衰のこのような漸近的な振舞いだけやはな く､減衰の仕方そのも

のに力学系の確率構造の情報が含まれている｡我々の言うエン トロピ-減衰とは､この

減衰の仕方である｡

カオス力学系として最もよく知られているローレンツ系であるが､その軌道の振舞い

の統計的性質について知られている事はあまり多くない｡例えば､その時間相関関数減

衰がべき的なのか､指数関数的なのかと言った事でさえ未解決の問題である｡ (講演着

の一人は､以前､指数関数的であると言う予想を立てている｡3))

ローレンツ系の力学変数を､ 1次元の Isingスピンでコーデ ィングする方法3)を用い

て､エン トロピー減衰を観測することにより､ローレンツ系の統計的性質を理解するた

めの手がかりとする｡ しかし､ローレンツ系に関しては､数値計算上の問題 (演算時間)

により完全な結果は得られていないので､現段階での予想を報告する｡また､一次元写

像のいくつかの臨界点近傍におけるエントロピー減衰についても報告する｡

I はじめに

一見複雑に見える現象がその変わ り方の法則自体は時間が経っても変わらないことが

ある｡そして､この複雑な現象は一定の確率法則にしたがって変わる｡例えばコインを

投げること､サイコロを掘ること､与えられた容器のなかの粒子数を測定することを考

えればいい｡これらの確率構造は､過去と未来の両側無限に続 く実験の.系列0=t･･
･,o_1,08,Crl,･･･)の空間E2上の確率測度 Pによって記述される｡重要なこ
とは､各々の実験の結果が後の続 く実験の結果に影響を与えるが､実験を支配する確率

法則 (有限次元の同時確率分布)は､時間が経過しても変わらないということである｡

すなわち､時間の経過を表す変換をTとすれば､Pく4･)=P(Tくp)となるような変換を

研究することである｡

表面的には異なって見える変換が､実質的には同じ保測変換であることがある｡例え

ば､状態空間の元を新しい記号で表 しても変換は本質的には全 く変わらない｡このよう

に本質的に同じ保測変換を同型と呼ぶ｡

定義 _伺_型
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｢カオスとその周辺｣

『 Tを確率空間 (E2,V,P)上の保測変換､千を確率空間 (盲,守,早)上の保測変
換とする｡

それぞれ測度 1の集合 f28(Vと古 B(守及びE20から盲 Bの上への写像号が存在し､
次の性質を持つとする｡

1)写像 Eは 1対 1である｡

2)もし 4･⊂t28 かつ 首⊂書中 ならば ､ 申∈中 のとき､そのときに限 り

首(甲 であ り､この場合P(◎)=早く首)

3)E2B⊂T~1E2匂 (すなわち E28⊃TE20)

凱 ⊂ 7 -1雷 B (すなわち 首B⊃千百8)
であり;最後に Q BのすべてのtJに対して モTu=千号u
このようなf2い 軌 と吉が存在する場合に､ Tは千に同型である 』

上の意味で､実質的な遣いをみるために､その保測変換の軌道の統計的性質としてK

olmogorov-Sinaiエン トロピー(KISエン トロピー)や､軌道の幾何学的構造を見るリ

ヤフ●ノブ数などが調べ られてきた｡

しかし､これらの定常的童だけに着目していては区別できないことがある｡そこで､

定常状態になるまでの過程､すなわちエン トロピー減衰を見 ることによって､今まで区

別できなかった軌道の性質を見ることにする｡

Ⅱ.エン トロピー

T●を (E2,V,P)上の傑測変換とし,中は､Vの有限部分集合体を表す｡そのとき有限

部分集合体 中のエン トロピーは､

H(申)=-∑P(4･)Log[P(中)]

によって定義される｡ ここで､和は中の最小単位について取 られる｡,有限集合体中のT

に関するエントロピーは､

h(中,T)二limsup
n→00 n-1 H(髭こT~k｡)

である｡ (この上極限は､実は本当の極限となることが証明される｡ ) 最後に､保測

変換 Tのエン トロピーは､

h(T)=suph(O,T)

であ り､上限はVのすべての有限部分集合体中について取 られる｡

alこで､問題となるのは､上限の取 り方､すなわちいかなる有限部分集合体中を取るか

である｡この問題は､以下に示すKolmogorov-Sinaiの定理により解決される｡

_K_旦!._P!9_gOrOV- SinaiのL監理

『 Tが逆を持

または､可逆

00

遷 =Z-孟芸芸:tv:ア5:貫きモ ー… '-Tv'芸芸'n器 T;
00
T-kQ･= Vであれ ば h(T)=h (中 ,T)
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従って､我 々は傑測変換をずらしとして表現するさいに､髭こT-ko=Vを満たす分割

くgenerator)を選べばK-Sエン トロピーを求めることができる｡

Ⅲ.エントロピーと同型

具体的に与えられた2つの保測変換が､我々が定義した意味で､同じものであるかどう

かを考える｡例えば､ BernouHi変換く1/2,1/2)はBernoulli変換(I/3,I/3,I/3)に同型

であるだろうか?

2つの変換が同型であることを証明するためには､適当な3つの組(釦 ,首 8,号)を構

成する必要がある｡ 2つの変換が同型でないことを証明するためには､適当な3つの組

(QB,富O,E)のあらゆる可能な選択を拒否することが必要である｡

これを証明するのは､一般に容易ではない｡そこで､不変量を用いて同型間題に対処

する｡ 2つの傑測変換は､もし一方が混合性を持ち他方が持たないのであれば同型で

ありえない事を証明することができる｡このように混合性は 1つの不変量であり､エル

ゴー ド性もまた 1つの不変量である｡

定義 混合性 limP(AnT~nB)=P(A)P(B)
nー00

定義 エルゴー ド性 nljm"n-1 臣 .l A(Tkや p(A)

lA(u)=1 (u(A),0 (ueA)

a.e

不変量によって区別される構造が多いほど､その不変量は役に立つ｡もしそれが完全

であれば最も良い｡エルゴー ド性は､保測変換の間の完全な不変量ではない｡共にエル

ゴ- ド的な同型でない2つの変換が明らかに存在する｡同じように､'混合性も完全な不

変量ではない｡Bernoulli変換(1/2,I/2)とBernoulli変換(1/3,1/3,1/3)は共に混合的

したがってエルゴ- ド的であるから､エルゴード性と混合性はこれらを区別することは

できない｡この2つのBernoulli変換が同型であるかどうかはエントロピーを用いてK

olmogorovにより解決された｡

これをエントロピーの計算をまじえて考えてみる｡ まず､TがBernouHi変換ならば､

P tqDl0_1,a_2, ･･･,0_n) =P(qO)

であるから､

h(T)-h(中 ,T)=- ∑iP(cri)Log[p(qi)]

となる｡ Tを推移行列 pjiに対応するMarkov変換とする｡このとき､P 〈oOIa_I,

0 -2, ･･･,q_n〉=p(0 80_I)だから

h(T)-h(中,T)--∑iip(oiqi)Log[p(qiqJ)]
となる｡Bernoulli変換は､特別なMarkov変換であり､この場合には上の2つの式は一

致する｡ 2つのBernoulli変換､あるいは一般的に､ 2つのMarkov変換はエントロピー
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が違えば同型ではない｡例えば､BernoulH変換(1/2,1/2)とBernouHi変換(1/3,I/3,

I/3)は､それぞれエン トロピーlog(2)とlog(3)を持つので同型ではない｡

このように､エントロピーはエルゴード性や混合性では区別できない保測変換の構造

を区別することができる｡

Ⅳ.エン トロピー減衰

有限集合体｡は､有限個の結果を持つ実験の役割を演じ､有限集合体㌍三T-k｡は､
中に対応する実験のn個の繰 り返し4,､T~14,,T-2〇･･･T~(n-日 中からなる複合

実験に相当する｡我々は､有限.精度の観測装置で軌道を観測 している｡すなわち､装置

は有限個の値4,=(¢1,¢2, ･･･,¢n)を表示し､それぞれアルファベットを対応
させると軌道は､ (α1, α2, ･･･,αm〉なるアルファベットの列として表現される

ことになる｡従って､ n回の複合実験によって得られるシンボル列 O n=(01,02, ･
･･,α｡)の結合確率をP(0..)で表せばn-サイトのエン トロピーは

H(On)=- ∑ P(On) Lo甚[P(0｡)]

となる｡サイト数の増加にともない､n-サイ トのエン ト｡ビーH(On)は増加する｡そ

のときの増分fl(On.1)-H(On)を考えると､実はこれは条件付きエン トロピーに等し

いことが解る｡

H(On.I)-H(On)=-∑ P(On)∑ P(qn.1JOn)LoglP(qn.I暮on)]

-H(α｡.1I8｡)

条件付きエントロピーの意味は､最初のr1回の実験の繰り返 しによって得られたシンボ

ル列Onが与えられたとき､n+1凶日の実験の結果がなんであるかについての不確定性
を表す量である｡言い換えれば､最初のn回の実験の繰り返 しによって得られた情報量

に､さらにn+1回目の実験によってつけ加えられる情報量である｡ n-IH(On),H(
q n.llOn)はともに､非増加関数でありn-的でK-Sエン トロピーに収束する｡これ
に対 し､ nサイトのエン トロピーH(On)は非減少関数でありn-ナCOでnに関し線形に増

加する｡我々が注目しているエントロピー減衰とは､サイ ト数n (実験回数)の増加に

ともないnサイトのエン トロピーH(On)の増分すなわち条件付きエン トロピーH(on.

IIOn)が減衰して行 く仕方の事である｡すなわち､サイ ト数nの関数 f(n)=H(on.1

10n)-K.Sを考えている｡ここでH(qn.1IOn)もまたn-ocでK-Sエン トロピー
に収束する事を簡単に示す｡

H(Jn.llQn)

=-∑ P(⑳｡)∑ PくけnH 10-∩)Log[P(αnH lQ｡)]

=1-∑ P(On)∑ tP(on.1nOn)/P(0｡)〉Log[iP(αn.1nOn)/P(On)〉]

=-∑ P(qn.InOn)Log[P(0,..1nO｡)]+∑ P(On)Log[P(0.I)]
=H(On.1)-Ii(Or.)

nについて加えて
∩
∑H(oi.110 i)=H(On.-)-H(ql)i=1
ここで､左辺のH(qi.1IOi)は iについて非増加関数であるので､有限な極限値を持
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つ｡両辺をnでわ り極限をとれば､
∩

h= limn~lH(On)- 1imn-I.=_--H(ui10∴ l)n→00 n→ 00

=limH(on10n_1)
n→00

とな りK-Sエン トロピーに収束する｡

V.Markov分割 とエン トロピー減衰

Sinaiは､推移的なAnosov微分同相写像4)(およびAnosov型の流れ)に対 して多様

体の分別で､Markov分割 と呼ばれる都合のよい性質を持った特殊な分割を構成した｡

Markov分割 の重要性は､もしMarkov分別が存在するならば､当の微分同相写像をMar

kov型のずらしとして表現できることである｡

Markov分割が存在する場合にはエン トロピー減衰は､ 自明となる｡すなわち､m重の

Markov変換を考えたとき､増分fI(a,..1I0n)は n>mに対して一定値となる｡

Ⅵ.数値実験

① 問題点

エントロピー減衰を観測するさいに､我々はコーディング方法として 1次元 Isingス

ピンを用いる｡ すなわち､有限部分集合休として◎= (¢1,¢2)を選び､各々にスピ

ン 1,-1を対応させるコーディング方法である｡従って､㌍こT~k｡の最小単位は､ 2
n個の集合である｡

数値実験で､エン トロピー減衰を観測する場合､ n=20より大きな爪に対する振舞

いを調べるのは計算機の記憶容量の問題により今のところ困難である｡このことにより､

有限サイトのnでエン トロピー減衰率を求める事ができるかという問題が生じる｡この

間題を解決するために､次の写像 X｡.1=fd(Xn) で実験 してみる｡

fdくX)≡ [d+卜 d-1+4d11-2xl]/2d

この写像は P.S2ePfalusy,G.Gybrgyiによりエン
トロピー減衰率を絶対連続測度を用い正確な計算が行な Z.･･
われている日ので数値 スキームの手続きのチェックとな

る｡特徴として､写像はd=dc=1.0の時X=0.0で f(X)=Xに

接 し間欠的になる(fig1)｡我々は､この臨界点近傍につ

いて相関関数とエン トロピー減衰を調べた結果

1) スビンースピン相関関数

C(n,)≡JJ鮎m-1i岩.qi･nqi

∫●

fjS 1pptAP

聴罪点(d=dc)において巾的な振舞いを見せ､臨界点からの距離 e=(dc-d)/dcが

大きくなると､指数関数的振舞いを見せる(fig2)｡すなわち､臨界点近傍で

C(n)～const･exp(I九n)/n-r

入～ 入8e+0(C2) , 入B=0.4
r_～ rc+0(e) , ra =0.7
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｢カオスとその周辺｣

なる振舞いを見せる｡

2) エントロピー減衰

H(on.II0｡)-K.S～const･exp(I九n)

は､ d→dcで入-0となるとまずであるが､数値実験結果はP･SZePfalusy等の結果と一

致 しない｡これは､数値実験においてはエン トロピー減衰率を､有限サイト(n=20)で求

めようとしているためである｡しか し､臨界点 dcより離れた領域ではよい精度で一致す

る｡､すなわち､臨界点近傍ではエン トロピー減衰の漸近的振舞いを数値実験で求めるこ

とは困難であるが､臨界点から十分離れた領域では可能であることが解る｡ しかし､我

々は漸近的振舞いのみに着目しているわけではなく､減衰の仕方､すなわちサイト数n

の関数 f(n)=H(qnH IOn)-K.Sを問題にしている｡このとき､関数 f(n)は非増加関
数であり､相関関数のように振動することはない｡(fig 3)

..- A.
''.'.-.'..-.-.:I:I:～

､雫 S
＼ i

1 2

uXirL

fie2pp■叩 スピン-スピン相関関数の
10㌢ loSplot.d=dcでべき的減
衰を示す.

A

fi&3pp.apd=dcでのエン トロピー械表

② ローレンツ系

ローレンツ系のスピンースピン相関関数は指数関数的振舞いを見せることが解った｡

従って､上の意味での塩罪点から十分離れていることが予想され､サイト数n=20の制

約問題は起こらない｡従って､エン トロピー減衰率を求めることが可能である｡相関関

数とエントロピー減衰をそれぞれ図に示す(fig4,5)｡統計平均の問題 (計算機演算時間)

により､ nサイト当りのエン トロピー自身が十分に収束していないことから､ローレン

ツ系のエン トロピー減衰率を正確に示すことは現段階では困難である｡ しかし､統計平

均増加にともない指数的減衰を示す傾向にある事がわかっている｡

◎ その他の臨界点でのエントロピー減衰

k-Sエントロピーはnサイトエン トロピーH(On)の nについて 1次のオーダーでの

発散の度合を表したものである｡従って､ 1次よりも低次の発散はK-Sエン トロピー

には現われない｡しか･し､ nサイトエン トロピーが 1次より低次で発散する場合がある｡

もちろんこの場合K-Sエン トロピーは0であるので､K-Sエントロピーだけを租測

していたのではこのような発散を見逃してしまう｡ しかも､これらは周期解やMarkov過

程の場合において有限サイトでnサイトエン トロピーが一定値となる場合とは明かに異
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なる｡このような発散の例が､Feigenbaum固定点くfig6)と準周期解である｡これらの

nサイトエントロピーH(On)はLog的発散を示す｡

fi名4ローレンツ系のスピンースピン軸
Jq阿撤.総数的軟的減衰を示す.

Ⅶ.まとめ

KT Sエントロピーだけに着目していた …., 6
のでは解らない力学系の確率構造をエント

ロピー減衰を導入することにより紋測する

ことができた｡減衰の仕方によりいくつか

のタイプに分類することができ以下のよう

になる｡

1.K-Sエントロピー=0

④ 周期運動の場合には､エントロピーは

ある有限のサイトnBで定常状態となるo

HくOn)=const (n>nB)
H(OnH,IO,.)=0 (n>n8)

0 1 8 12 16 28■
fiS5ロ-レンツ系のエントロピー減衰
持撤闘数的減衰を示す頼向にある.

.+..p JQ

F.A-●●L- I,I.-MI.I 一Pノー

3..4.,a.,drB S L:I'=霊
,- __I._._I.,__._一〇二一8.

i
fiS6Lo&istic写雛のnサイトエントロピ
ーfeiBenS&u■fix-pointで 108的発
散を示す｡

㊥ 準周期運動の場合臥 K-Sエン トロピーは､周期運動と同じく0であるが､その
減衰の仕方はn》 1 で巾的に振舞うo

H(8..)≡ logくn) (n》l)

Hくけ nり l㊤n)=1/n (n》1)

2.班-Sエントロピー>O

nサイトの情報量は

H(0,.)=(K.S)×n (n》1)

でnに比例するが､その収束の仕方が指数的であるか巾的であるかによって

⑥ Hくけ n..Ion) - K-S=const･exp(一入n) (n》1)

@ H(on.IIOn) - K-S=const･n-r (nljl)

Markov型では､有限サイトm8で定常となる｡

⑤ Hくけnり 10..) - K-S=0
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｢カオスとその周辺｣

定性的には､指数的減衰と巾的減衰がある｡指数的減衰の場合､減衰率の逆数程度で

Markov型のずらしで近似することが可能であるが､巾的減衰の場合には､そのような特

徴的長さがないことから､Markov近似ができない｡

このように､同 じ乱雑な過程でもその確率構造の複雑さは異なる｡すなわち､K-S

エン トロピーが同 じでもMarkov近似ができる系とできない系がある｡この二つの違いは､

紘-Sエン トロピーだけに着日していたのでは区別することができない｡我々は､エン

トロピー減衰を見ることにより､2つの定性的な確率構造の違いを見ることができる｡

この定性的な違いは､臨界点において観測される｡すなわち､臨界点ではエン トロピー

は巾的減衰を示す事が解 り､臨界点でのエン トロピー減衰はスケール不変になる｡従っ

て､エン トロピー減衰はカオス臨界点を理解する上の手がか りとなると考えられ､この

観点からエン トロピー減衰を考えることも重要な問題である｡

エン トロピー減衰のローレンツ系に関する現段階の結果は､指数関数的減衰を示す傾

向にある｡ しかも減衰率が大きいことが予想され､ローレンツ系は3-5重Markov過程

で近似可能である｡ このことから､ローレンツ系をMarkov過程近似で表現することによ

り､実際のローレンツ系の振舞い (相関関数など)を比較 し考察することも今後の課題

である｡

K-Sエン トロピーはサイト数nに対し1次の発散の度合を表す豊であるが､これよ
り低次の発散については何も語らない｡すなわち､サイ ト数当りのエン トロピーが発散

するしないに関わらず､K-Sエン トロピーは0となる｡ しかし､周期運動やMarkov過
程のように有限サイトでサイト数当りのエン トロピーが一定値になる系と､低次ではあ

るが発散する系では明かに異なる｡ このような発散は､周期運動-カオス転移の晦罪点

や､準周期運動で現われた｡準周期運動については､分割方法の問題などもあ り回転数

が黄金比の準周期運動に特別な違いは現れていない｡カオス転移の観点に立てば､これ

らにもエン トロピー減衰に違いが現われると考えられるが､この点に関 しては今後､明

らかにしなければならない｡
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