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埋め込み境界法や相平均モデルでは，離散化した運動方程式右辺に現われる流体と固体の相互作用項に，流
体計算の時間増分 ∆tが含まれる．本報では，この相互作用項に含まれる ∆tが計算結果に与える影響を確認
するため，相平均モデルを用いてダルシー則が成り立つ低レイノルズ数領域を対象とした粒子間隙流れの数値
実験を行った．均一な球を規則的に配置した場合，および複数の異なる粒径を有する球をランダムに配置した
場合のそれぞれについて，空間分解能と時間分解能に関する検討を行った結果，空隙に対するセル解像度 Rs

を 5000 ∼ 10000程度に設定することで十分な空間分解能を設定できることを確認し，このとき，拡散数Dを
6.0× 10−3 以下に設定すれば，∆tが計算結果に与える影響を十分小さくできることがわかった．

Key Words: seepage flow, cell-porosity resolution, time resolution, phase-averaged model, parallel computation

1. 緒言

粒子間隙流体の挙動を詳細に解明することは，工学
分野における重要な研究課題の一つである．従来の研
究では，粒子よりも十分大きな流体計算セルを設定し，
ダルシー則などの経験則を用いて，間隙流体の挙動を
巨視的に捉えることを目的とした数値解析的検討が多
く行われている．こうした検討で用いられる手法は様々
で，透水係数を運動方程式に用いており，透水性の大き
く異なる領域を連続的に解析することが可能な Darcy-
Brinkman式 1),2)などもある．一方，近年では粒子より
も十分小さい流体計算セルを設定し，透水係数や抗力
係数などの実験定数を必要としない手法に関する検討
が進んでいる．例えば，埋め込み境界法 3),4) を用いて
粒子間隙における流れを高解像度に解析した研究 5) の
ほか，梶島ら 6) による，固体埋め込み法を用いた固体
粒子を含む流れの数値解析的検討などが挙げられる．

上記のような流体と固体の相互作用計算に経験則を
必要としない解法の多くでは，離散化された運動方程
式右辺に現れる流体・固体の相互作用項に時間増分∆t

が含まれる．したがって，流体計算セルの大きさ (空間
分解能)はもちろん，∆tについてもその影響が十分小
さくなる適切な値に設定することが必要と考えられる．
そこで，本報では，∆tを含んだ相互作用項の導出過程
を示すとともに，流体計算セルの大きさや∆tが計算結

果に与える影響を検討することを目的に，牛島ら 7) に
よって提案された相平均モデルを用いて粒子間隙流れ
の数値実験を行った．なお，本報では間隙が非圧縮性
ニュートン流体で満たされた飽和多孔質体を対象とし，
表面張力やぬれ性の影響は無視する．また，流れはダル
シー則が成り立つ低レイノルズ数領域を対象とし，粒
子群は静止していると仮定する．

2. 流体-固体相互作用を扱う数値解析手法

(1) 相互作用項に現れる時間増分
流体-固体連成問題に対する解析手法のうち，透水係
数や抗力係数を用いない手法である，埋め込み境界法 4)

や固体埋め込み法 6)，相平均モデル 7) のいずれの手法
においても離散化された運動方程式は次式のように表
され，右辺に流体と固体との間の相互作用を表す項が
現れる．

un+1
i − un

i

∆t
= rhs+

f(Ur)

∆t
(1)

ここで，uiは多相場の流速，∆tは時間増分，上付きの
nは時間ステップをそれぞれ表す．rhsは流体の基礎方
程式における移流項，拡散項，圧力項，外力項を合わ
せたものであり，離散化の手法によってその形は異な
るが，詳細は各手法の文献によるものとし，本報では
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略記する．Ur は流体と固体との間の相対速度を表して
おり，f(Ur)はその関数である．式 (1)からわかるよう
に，相互作用項は相対速度 Ur および∆tから定まる．
式 (1) について，流れの時間変化がない定常状態に

至った場合，un+1
i = un

i であり，左辺が 0となるため，
右辺のみに∆tが残る．このため，∆tをどのような数
値に設定するかで定常状態の流れが異なってくる可能
性がある．よって，∆tを計算が安定する範囲で設定す
ることはもちろん，それに加えて，解析結果に∆tの影
響が出ていないことの確認が必要だと考えられる．以
上から，本報では相平均モデル 7) を用いた粒子間隙流
れの数値実験を∆tを変えて複数ケース行い，その解析
結果を比較することで∆tの影響について調べた．

(2) 平均化操作によって現れる相互作用項の導出
前節に示した実験定数を用いない解析手法として，気

液相の流速を固体の存在を考慮せずに計算した後，そ
の流速と固体の速度とを体積割合などに基づいて相平
均することで，多相場の流速とする手法がある．こう
した手法について，式 (1)における相互作用項の形を導
出する．詳細は後述するが，相平均操作を体積平均で
行う場合は梶島ら 6)の固体埋め込み法，Xiaoら 8)の手
法となり，質量平均で行う場合は，牛島ら 7) の相平均
モデルとなる．
まずはじめに固体部分に架空の流体を設定し，固体

は存在しないものとして，計算領域全体で気液相の流
体計算を行う．計算対象を圧力や温度による体積変化
の影響を無視できる非圧縮性のニュートン流体とする
と，基礎方程式は相互作用項を含まない形で次のよう
に記述される．

∂ρf
∂t

+
∂(ρfuj)

∂xj
= 0 (2)

∂ui

∂xi
= 0 (3)

∂ui

∂t
= −∂(uiuj)

∂xj
− 1

ρf

∂p

∂xj

　 +
1

ρf

∂

∂xj

(
µ
∂ui

∂xj
+ µ

∂uj

∂xi

)
+ Fi (4)

ここに，tは時間，xi は直交座標系の座標成分であり，
uiおよび Fiはそれぞれ気液相の質量平均速度，外力加
速度の xi 方向成分，圧力 p,密度 ρf および粘性係数 µ

は，気液相で体積平均された値である．
上記の基礎方程式から求められた流速はこの時点で

は固体の影響を考慮する前の値であるため，u∗
i と表現

する．このとき，式 (4)を時間方向に離散化し，右辺を
まとめて rhsと表記すると，次のように表される．

u∗
i − un

i

∆t
= rhs (5)

次に，以上で計算された u∗
i を用いて，固体粒子の運

動や衝突の計算が行われる．なお，本報では固体が静
止しているため，n+1ステップの固体粒子の速度につ
いて，常に un+1

s,i = 0となる．
最後に，各流体計算セルの流速 u∗

i を固体速度 un+1
s,i

と相平均することで，n+1ステップにおける多相場の
流速 un+1

i に修正する．ここで，質量平均による相平均
操作を行う場合，その操作は次式で表される．

un+1
i =

ρfϕfu
∗
i + ρsϕsu

n+1
s,i

ρ
(6)

ρ = ρfϕf + ρsϕs (7)

ここで，ρは多相場の密度，ρsは固体の密度であり，ϕf

および ϕsはそれぞれ各流体計算セルにおける流体と固
体の体積割合である．左辺に流速の時間変化が現れる
ように式 (6)の両辺から u∗

i を引き，両辺を ∆tで除し
てから右辺を整理すると，式 (6)は次式のようになる．

un+1
i − u∗

i

∆t
= −ρsϕs

ρ∆t
(u∗

i − un+1
s,i ) (8)

式 (5)と式 (8)を辺々足し合わせると，un
i と un+1

i の
関係を以下の一つの式で表すことができる．

un+1
i − un

i

∆t
= rhs− ρsϕs

ρ∆t
(u∗

i − un+1
s,i ) (9)

右辺第２項は流体の固体に対する相対速度に比例す
る相互作用の項であり，∆tを含んでいることが確認で
きる．Ur ≡ u∗

i − un+1
s,i ，f(Ur) ≡ −(ρsϕs/ρ)Ur とする

と，式 (9)は式 (1)と等しくなる．なお，式 (6)の相平
均操作を体積平均で行う場合には式 (9)に当たる式は次
式のような形となる．

un+1
i − un

i

∆t
= rhs− ϕs

∆t
(u∗

i − un+1
s,i ) (10)

式 (10)は梶島ら 6)の固体埋め込み法における式と同
様の形であり，また，Xiaoら 8)の手法については文献
中に同様の式は存在しないが，体積平均の手法を用い
ている点で同じであるため，式整理によって同様の形
を導くことができると考えられる．
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3. 均一な球を規則的に配置した粒子間隙流
れの計算結果

(1) 計算条件

２章で示した∆tの影響について調べるため，まずは
じめに均一な球を規則的に配置した粒子群を通過する
間隙流れの解析を，計算条件を変えて合計 11ケース行
い，その結果を整理した．本数値計算において，解析結
果は∆tの影響，すなわち時間分解能の影響のみでなく，
流体計算セルの大きさ，すなわち空間分解能の影響も
受ける．そこでまず，空間分解能に対する検討を行い，
その後，十分な空間分解能を与える条件のもとで∆tを
変化させ，時間分解能について検討した．本報で用い
る相平均モデル 7) では，基礎方程式はコロケート格子
上で有限体積法に基づき離散化され，MAC系解法9)を
適用し，予測段階では陰解法である C-ISMAC法10)を，
移流項の計算には５次精度の TVDスキーム11) を用い
る．また，気液の界面は式 (2)の数値解を保存系スキー
ムを用いて求めることにより定める．

図–1に計算領域のx1-x3断面を示す．x2方向の領域長
さは l2とする．ここで，l1，l2，l3はそれぞれ 8.0，2.0，
3.4 [mm]，bp，bb，baはそれぞれ 2.0，0.4，1.0 [mm]，粒
子群の x1方向長さ L = 4.0 [mm]，初期水位差∆H0 =

0.35 [mm]，g = −9.81 [m/s2] とした．液相の密度は
ρw = 1.0×103 [kg/m3]，動粘性係数は νw = 1.0×10−6

[m2/s]とし，気相の密度は ρa = 1.0 [kg/m3]，動粘性係
数は νa = 1.0×10−5 [m2/s]とした．流速の境界条件は，
x2 = 0，x2 = l2で free-slip条件，他は non-slip条件と
し，圧力 pについて全ての境界で勾配 0のノイマン条
件とした．粒子群は，密度 ρs = 2.65×103 [kg/m3]，粒
径 d = 0.4 [mm]の球 250個を規則的に配置したもので，
空隙率 εはおよそ 0.47である. 本数値実験では計算時
間を短縮するため，flat MPIによる３次元領域分割法12)

に基づく並列計算を行なっており，領域分割数 (プロセ

図–1 均一な球を規則配置した間隙流れの計算領域

ス数) は 17 × 4 × 8とした．計算には京都大学のスー
パーコンピュータシステム (Cray XC40，Intel Xeon Phi
KNL 68cores 1.4GHz × 1 / node)を用いた．
本報では粒子レイノルズ数 Red を次式で定義する．

Red ≡ U1d

νw
(11)

ここで，U1は図–1中の central surfaceにおける x1方向
の断面平均流速である．本報においては，ダルシー則
の成立条件 13) を参考に Red < 1の流れを計算対象と
し，断面平均流速 U1 と左右の水位差 ∆H から次式に
より求められる透水係数 kc を確認した．

kc =
U1L

∆H
(12)

左右の水位は，0 ≤ x1 ≤ (l1 − L)/2，0 ≤ x2 ≤ l2，
0 ≤ x3 ≤ l3の直方体領域，および (l1+L)/2 ≤ x1 ≤ l1，
0 ≤ x2 ≤ l2，0 ≤ x3 ≤ l3 の直方体領域における液相
の体積割合に l3を乗じて求める．本数値計算は静止状
態から計算を開始するため，断面平均流速 U1は一旦上
昇した後，徐々に小さくなる一方で，水位差∆H は常
に徐々に小さくなっていく．よって，計算開始直後，断
面平均流速の変化が安定するまでは断面平均流速と水
位差は比例せず，ダルシー則が成り立たない．そこで，
kcの時間変化を見ることにより，kcが時間によらず一
定となることが確認できれば，ダルシー則が成立した
と判断する．

(2) 空間分解能に対する検討
空間分解能の検討について，粒子間隙流れの解析で
は粒子群の空隙を正確に捉えて流路を確保することが
重要であると考え，空隙あたりに流体計算セルがいく
つ入っているかを示す指標として，空隙セル解像度Rs

を次式で定義した．

Rs =
d3ε

∆x1∆x2∆x3
(13)

ここで，∆xiは流体計算セルの xi方向長さである (i =
1, 2, 3)．
空間解像度の検討は Rs がそれぞれ 1,012, 2,036,

5,247, 10,383 となる流体計算セルを設定し，これら 4
ケースの結果を整理することで行った．なお，時間増
分∆tは拡散数Dがおよそ 6.0× 10−3となるように定
めた．ここで，拡散数Dは次式で表されるものとする．

D = νw∆t

(
1

∆x2
1

+
1

∆x2
2

+
1

∆x2
3

)
(14)
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図–2に計算で得られた透水係数 kcの時間変化を示す．
粒子レイノルズ数RedはRs = 10, 383の場合が最大で
あったが，その値は 0.11程度と 1より小さく，図–2より，
Rsの異なるいずれの結果においても，水位差により生
じる流れが安定した後，透水係数がほぼ一定となり，ダ
ルシー則が成立していることが確認できる．また，図–2
において，Rs = 5, 247における結果とRs = 10, 383に
おける結果が概ね一致しており，Rs = 5, 247において
十分な空隙セル解像度が設定できているといえる．

図–2 kc の時間変化 (D ≃ 6.0× 10−3)

ダルシー則が成立している t = 0.02 [s] における kc

を縦軸にとり，Rsを横軸にとったグラフを図–3に示す．
図–3において，Rs = 5, 247と Rs = 10, 383との間で
kc の変化は小さく，約 1%となっていることから，こ
の図からもRs = 5, 247において十分な空隙セル解像度
が設定できているといえる．よって，次節における時
間分解能に関する検討は，Rsが 5, 247となる流体計算
セルの設定で行う．

図–3 kc と Rs の関係 (D ≃ 6.0× 10−3)

(3) 時間分解能に対する検討
空隙セル解像度 Rs を，前節の結果から Rs = 5, 247

で固定し，時間増分∆tを変えて，7ケースの計算を行っ
た．これらの計算結果を，次式で定義する時間分解能
を示す指標 Rt により整理した．

Rt =
∆t0
∆t

(15)

ここで，∆t0は式 (14)で定義される拡散数Dが 0.5と
なるときの ∆tであり，本数値実験においては ∆t0 =

5.33 × 10−5 [s]であった．一般的な陽解法においては
D ≤ 0.5とすることが計算を安定させる上で重要であ
り，∆t0 ≥ ∆tより Rt ≥ 1となるが，本報では流速の
予測段階に陰解法 10)を用いてD ≥ 0.5となる条件での
計算も行ったため，Rt ≤ 1となるケースの結果も含む．
図–4 に計算で得られた透水係数 kc の時間変化を示
す．粒子レイノルズ数 Red は Rt = 0.663の場合が最
大であったが，その値は 0.18程度と 1より小さく，図–

4より，Rt の異なるいずれの結果においても，水位差
により生じる流れが安定した後，透水係数がほぼ一定
となっており，ダルシー則が成立していることが確認
できる．また，図–4 において，Rt = 85.31 における
結果と Rt = 170.6における結果が概ね一致しており，
Rt = 85.31において，解析結果に影響を及ぼさない十
分な時間分解能が設定できているといえる．

図–4 kc の時間変化 (Rs = 5, 247)

ダルシー則が成立している t = 0.02 [s] における kc

を縦軸にとり，Rtを横軸にとったグラフを図–5に示す．
図–5において，Rt = 85.31と Rt = 170.6との間で kc

の変化は小さく，約 0.8% となっていることから，こ
の図からも Rt = 85.31 において十分な時間分解能が
設定できているといえる．なお，このときの拡散数は
D = 5.86× 10−3 であった．

図–5 kc と Rt の関係 (Rs = 5, 247)
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以上の検討により，式 (13)で定義されるRsを 5, 247，
式 (15)で定義されるRtを 85.31とすれば，十分な空間
分解能，時間分解能がそれぞれ設定できることがわかっ
た．このとき，本数値実験において，t = 0.02 [s]にお
ける透水係数 kcは 3.24× 10−3 [m/s]であった．これは
コゼニー・カルマン式 14)を用いて，粒径と空隙率から
推定される透水係数 ke = 3.83× 10−3 [m/s]よりやや小
さい値となった．この理由としては，コゼニー・カルマ
ン式に含まれるコゼニー定数について，本報では 5と
して計算したが，カルマンは粒子群を構成する粒子の
形状や空隙率に応じて ±10%の誤差で 5になるとして
いる 14) ことや，透水領域の長さ Lが幅 bp に対して十
分長くなかった可能性などが考えられる．

また，図–6および図–7に今回計算した７ケースのう
ち，最も時間増分∆tを大きく設定したRt = 0.663，お
よび十分な時間分解能を設定できているRt = 85.31の
２ケースについて，t = 0.02 [s] での 2.0 ≤ x1 ≤ 6.0

[mm]，x3 ≤ 2.0 [mm]の x1−x3断面における流速ベク
トルの大きさ V の分布をそれぞれ示す．図の作成には
x2 = l2/2− d/4の断面における値を使用した．この断
面では粒子間に規則的な空隙が存在しており，x1 方向
の流路が確保されている．図–6と図–7を比べると，時
間増分∆tを大きく設定し，十分な時間分解能を設定で
きていない図–6の方が，大きな流速が生じていること
が確認できる．これは図–4や図–5において，Rtの小さ
いケースの方が透水係数の値が大きく算出されている
ことに対応している．
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図–6 x1−x3断面における流速ベクトルの大きさの分布 (Rt =
0.663)
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図–7 x1−x3断面における流速ベクトルの大きさの分布 (Rt =
85.31)

ここで，図–8に，同様の２ケースにおける t = 0.02

[s]での流速 u1の x3方向分布を示す．図–8は x1 = 3.8

[mm]，x2 = 0.827 [mm]の位置における分布を示して
おり，この位置においては，粒子群の x3方向長さであ
る bp = 2.0 [mm]に対して，その半分の 1.0 [mm]を球
状粒子が占めている．図中の黒線はこの球状粒子が占
める領域を表している．図–8において流速が 0となっ
ている部分に注目すると，十分な時間分解能を設定で
きている Rt = 85.3のケースの分布の方が，Rt = 0.66

のケースの分布に比べ，流速が 0となるべき固体が存
在する領域で，適切に流速が 0となっている様子が確
認できる．

図–8 t = 0.02の流速 u1 の x3 方向分布

4. 混合粒径の粒子間隙流れの計算結果
次に，計算領域の大きさは図–1と同じとし，粒子群
について，粒径が 0.303，0.346，0.389，0.432 [mm]の
４種類の球をおよそ 85個ずつ混合した，粒子数 342個，
50%粒径 d50 ≃ 0.4 [mm]のものとした計算を行った．
図–9に，粒子群の配置を示す．この粒子群の空隙率 ε

はおよそ 0.42であった．また，並列計算のプロセス数
は 18× 4× 7とした．Rsについては均一な球を用いた
数値実験に比べて空隙率が小さくなっていることから，
より細かな解析が行えるよう，Rs = 10, 757となる流
体計算セルを設定し，∆tの異なる６ケースの計算を行
うことで，時間分解能に関する検討を行った．本数値実
験における式 (15)の∆t0 は 3.21× 10−5 [s]であった．

図–9 混合粒径の間隙流れの計算領域
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図–10に計算で得られた透水係数 kc の時間変化を示
す．粒子レイノルズ数 Red は Rt = 5.021の場合が最
大であったが，その値は 0.07程度と 1より小さく，図–

10より，Rtの異なるいずれの結果においても，水位差
により生じる流れが安定した後，透水係数がほぼ一定
となっており，ダルシー則が成立していることが確認
できる．また，図–10において，Rt = 80.33における
結果と Rt = 160.7における結果が概ね一致しており，
Rt = 80.33において，∆tが解析結果に影響を及ぼさな
い十分な時間分解能が設定できているといえる．

図–10 kc の時間変化 (Rs = 10, 757)

ダルシー則が成立している t = 0.015 [s]における kc

を縦軸にとり，Rt を横軸にとったグラフを図–11に示
す．図–11において，Rt = 80.33と Rt = 160.7との間
で kcの変化は小さく，約 0.8%となっていることから，
この図からもRt = 80.33において十分な時間分解能が
設定できているといえる．なお，このときの拡散数は
D = 6.22× 10−3であった．この値は均一な球を規則配
置した場合の D = 5.86 × 10−3 と非常に近く，このこ
とから，粒子間隙流れの解析においては拡散数Dをお
よそ 6.0 × 10−3 以下に設定することが ∆tの影響を十
分小さくするために重要だと考えられる．

図–11 kc と Rt の関係 (Rs = 10, 757)

以上の検討により，式 (13)で定義されるRsを 10, 757

としたとき，式 (15)で定義される Rt を 80.33とすれ
ば，十分な時間分解能がそれぞれ設定できることがわ
かった．このとき，本数値計算において，t = 0.015 [s]
における透水係数 kcは 1.71× 10−3 [m/s]であった．こ
れはコゼニー・カルマン式 14)を用いて，粒径と空隙率
から推定される透水係数 ke = 1.99× 10−3 [m/s]よりや
や小さい値となり，均一な球を規則配置した場合と同
様の傾向を示した．
ここで，十分な時間分解能が設定できている Rt =

80.33のケースについて，粒子間隙流れがどのように生
じているのか確認することを目的とし，粒子群内の流
速に関する図面を作成した．図–12に x2 = l2/2，2.0 ≤
x1 ≤ 6.0 [mm]，x3 ≤ 2.0 [mm]の x1 − x3 断面，図–13
に x1 = l1/2，x3 ≤ 2.0 [mm]の x2 − x3 断面における
流速ベクトルの大きさ V の分布をそれぞれ示す．ここ
で，黒線は ϕs = 0.5の等値線を表す．図–12, 図–13に
より，不規則な空隙内部の浸透流が計算されているこ
とがわかる．図–12を均一な球を規則的に配置した場合
の図–7と比較すると，透水係数の値はこちらのケース
の方が小さいが，局所的な流速ベクトルの大きさは位
置によってはこちらの方が大きくなっていることがわ
かる．また，図–13から壁付近で大きな流速が生じてい
ることが確認できる．これは粒子間の噛み合わせが粒
子と壁との間では生じないため，壁付近で局所的な空
隙率が大きくなることによるものと考えられる．

図–12 x1 − x3 断面における流速ベクトルの大きさの分布
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図–13 x2 − x3 断面における流速ベクトルの大きさの分布
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図–12中において赤色の破線で囲んだ範囲における流
速ベクトルを図–14に示す．本来は x2 方向の流れも存
在するが，ここでは２次元的に x1，x3方向の流れのみ
を示している．図–14より，粒子を避けながら間隙を流
れる様子が確認できるとともに，粒子間隙の狭い部分
においては大きな流速，広い部分では小さな流速がそ
れぞれ発生している．

図–14 粒子近傍における流速ベクトル図

5. 結言

本報では，埋め込み境界法や相平均モデルにおける
流体と固体の相互作用項に流体計算の時間増分 ∆t が
含まれることに着目し，この∆tが計算結果に与える影
響を確認するため，相平均モデルを用いてダルシー則
が成り立つ低レイノルズ数領域を対象とした数値実験
を行った．数値実験は，均一な球を規則的に配置した
場合，複数の異なる粒径を有する球をランダムに配置
した場合について∆tや空間解像度を様々に変えて複数
のケースで行い，得られた流速分布や透水係数の比較
を行なった．その結果，粒子レイノルズ数 Red がおよ
そ 0.07 ∼ 0.18の低レイノルズ数領域の流れの解析にお
いて，空間分解能は今回定義した空隙セル解像度Rsを
5, 000 ∼ 10, 000程度に設定すれば十分であると考えら
れ，このとき拡散数Dを 6.0×10−3以下に設定すれば，
∆tが計算結果に与える影響が十分小さくなることを確
認した．
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EFFCTS OF TIME AND SPACE RESOLUTIONS ON FLUID COMPUTATIONS
AMONG SOLID PARTICLES

Hiroki TANAKA, Daisuke TORIU and Satoru USHIJIMA

The effects of time increments ∆t and mesh or cell sizes ∆xi are investigated in the computation methods
to predict directly the fluid flows among many solid particles, such as some immersed boundary methods
and phase-averaged models, in which no empirical formulations, like a permeability k, are needed. First it
was pointed out that the fluid-solid interactive term included in the general form of the momentum equation
is possibly affected by the time increments ∆t. Then, from the numerical investigations for the flows among
solid particles, it was suggested that the reasonable results can be obtained when the diffusion number
(ν∆t/∆x2

i ) is less than 6.0×10−3 and the cell-size resolution against void volume Rs is larger than 5, 000.
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