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要 旨

Heisenbergの強磁性理論の論文は,強磁性の本質が交換相互作用にあることを初めて指摘

して,Weissの分子場を量子力学的に裏付けたものだと考えられている｡ しかし,この論文

の出現以前に,ヨーロッパの先進的物理学者の間には,強磁性が交換相互作用の関与する現象

であろうとの予感 ･洞察が存在 したことの明確な証拠がある｡本論文では,このような予感 ･

洞察は何によってもたらされたのかの解明をおこなう.当時,He原子やLi十イオンなど2電

子系の分光学的研究が盛んにおこなわれていたが,それから得られるこれら2電子系の(軌道

の)オルソ(スピン3重項 )-パラ(1重項 )状態間のエネルギー差はスピンに伴 う磁気双極

子間の磁気的相互作用エネルギーの差によるとしたときの数千倍にも及ぶことが明らかになっ

ていた｡この実験事実を Heisenbergが量子力学的な共鳴理論で見事に説明したのである｡

だとすれば,Curie点から評価されるWeissの分子場は温度にして103Kにも及び,他方,

電子スピン(または軌道運動 )に伴 う磁気双極子間の磁気的相互作用は,温度にして1K程度

にすぎないが,このギャップもまた Heisenbergの共鳴理論によって説明できるのでは ない

か｡これが Heisenbergの強磁性理論の誕生の頃に, ヨーロッパの先進的物理学者が抱いた

予感ないし洞察であった｡

Heisenberg理論は,この予感 ･洞察を具体的な理論の形にして提出したものであった｡そ

れが,その難解さにもかかわらず,直ちに基本的に分子場に対する量子力学的裏付けを与える

理論として,受入れられたのは,上のような状況がすでにヨーロッパにはあったからであり,

強磁性の問題は,まず何よりも量子力学の問題であり,巨視的な系-の量子力学の有効性の一

つの試金石だったのである｡

さらに,Heisenbergの強磁性理論を,その中で群論的取 り扱いをしている部分に重きをお

きながら,Heisenbergのやり方に即して跡づけた｡

- 739-



加 藤 吉 基

目 次

§1 序 論

§2 2電子原子 (He原子, Li十イオン)のスペクトルと Heisenbergの共鳴理論

§3 群論的取り扱いによる Heisenbergの強磁性理論

§4 結 語

§5 謝 辞

付 録

注ならびに文献

§1 序 論
1)

Heisenbergの強磁性理論は,1928年7月,ZeitschriftfarPhysik49巻に発表されたO

一般には,Heisenbergがこの論文?中で強磁性の本質が交換相互作用にあることを初めて指

摘し,Weissの分子場を量子力学的に裏付けたのだと考えられている｡

しかし,1981年に勝木2)は,Heisenbergの強磁性理論があらわれる以前に既に, ヨーロ

ッパの先進的物理学者の間には,強磁性が交換相互作用の関与する現象であるとの洞察または

予感が存在していたと指摘し,その決定的な証拠として,Heisenbergの強磁性理論が出され

る直前に発表された Frenkelの論文 3)をあげた｡勝木によれば,その論文で,Frenkelは,

強磁性の本質が交換相互作用にあることを次のような表現で明言しているのである4)0 ｢量子

論が強磁性の定量的説明の際果たす役割は,Pauli-Fermi統計の導入だけにあるのではなく,

むしろ電子の不可識別性 (Identit;tderverschiedenenElektronen)から結果する

Heisenbergの共鳴現象を考慮に入れることにある｡この現象は適当な条件で, 大きな負の

"磁気的〝ェネルギーをもたらす｡ここで形容詞 "磁気的〝は字義通りに解釈されるべきもの

ではなく,このエネルギーは,電子の配向に伴う静電的クーロンエネルギーである｡｣ と(下

線は加藤による)
5)

また Heisenbergの強磁性理論の発表後,矢継ぎ早に数編の論文が,Fowlerと Kapitza,

Dirac6),Bloch(スピン波 )7),stoner8)らによって発表されたが,それらはいずれも,時に

部分的批判を伴いっつも,基本的には Heisenbergを理論を受け入れた上で, これを強磁性

に伴う現象に応用することを試みたり,理論形式の単純化 ･簡明化あるいは近似の厳密化を試

みたものであった｡すなわち,FowlerとKapitzaは,Curie点での比熱のとびと磁歪を

Heisenberg理論で説明しようと試み,Diracはスピンのベクトルモデルに基づいて交換エネ

ルギーがスピン間の相互作用の形で表わせることを示して,Heisenberg/､ミルトニアンの原
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型を与え,Blochは低温における多重項分布を正しく与える式を提出し,Stonerは問題を一

体化することによって Heisenberg理論を Weissの分子場理論と直接的な明確な対応関係

のつくものとした｡

他方,Dorfmanたちは,Niの Curie点での伝導電子の比熱のとびを,熱電気効果である

Thomson効果の測定から評価する実験9)を行ない,その結果に基づいて,Niの磁性には伝

導電子が主たる役割を果たしていると主張し,Heisenberg理論は局在モデルに基づいている

から少なくともNiの磁性に対する理論としては適切なものではないと批判した10)｡この批判

に対して Blochは,電気伝導を保証するようなモデルにおいても Heisenbergの考え方は基

本的に成 り立つとして自由電子の強磁性の論文 11)を提出し,Dorfman らの批判 に対 して ､

Heisenberg理論を擁護した｡これらの事実は極めて難解な Heisenberg理論をここにあげ

たような人々がよく理解し,かつ基本的な所ではそれを受け入れていたことを示すものであり,

Heisenbergの強磁性理論を受け入れる素地が既にその頃,ヨーロッパの先進的物理学者の間

では出来上っていたことを示唆している｡

勝木の指摘はほぼ以上のようなものであったが,かれはそのような素地が何によって,どの

ようにして作られたのかについて何も述べていない｡

この論文の1つの目的は,ヨーロッパの先進的物理学者の間に Heisenbergの強磁性理論

を受け入れる素地が何によって,どのようにして培われてきたかを明らかにすることにある｡

また勝木は前記論文 (文献2)の中で,Heisenbergの強磁性理論の論文の詳しい解説を行な

ったが,所与の多重度をもつ多重項の数の群論に基づく Heisenbergによる導出を,Heis飢berg

のやり方に即しては,跡づけえなかった｡この論文の第2の目的は Heisenbergが群論を用

いて導出した多重項の数の表式を,かれのやり方に即して導き出してみることにある｡

He原子やLiイオンなどの2電子原子系のスペクトルが Heisenberg の共鳴理論によっ

て見事に説明できたことは,Weissの分子場と交換相互作用の結びらきを類推的に示唆する

ものであった｡ §2では,その当時の分光学的実験事実と Heisenbergの共鳴理論 12)による

それの説明の成功,およびそれがどのように分子場と交換相互作用の結びつきを類推させるも

のであったかを述べる｡ §3では,勝木が跡づけえないままでいた部分に重きを置きながら,

Heisenbergのやり方に即して跡づける｡ §4で結語を述べる｡

§2 2電子原子 (He原子,Li十イオン)のスペクトルと鵬 senbergの共鳴理論

強磁性が交換相互作用に基づいているということの手掛 りが,2電子原子のスペクトルの共

鳴理論による説明の成功にあったことは Heisenberg自身がかれの強磁性理論の中で明言し
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ている13)｡すなわち,He原子のスペクトルで見つけられていることと同様の事情が強磁性の

実験結果にみられること;そのHe原子のスペク トルを1重項と3重項に分離させる大きな

見かけの相互作用は,同種粒子よりなる量子力学系に特徴的な交換現象であることが,すでに

わかっていること;Weissの分子場と同様な作用を Pauli原理と Coulomb相互作用で生

じさせうるであろうこと;等々を Heisenbergは明言している｡

1926年当時, 2電子原子の分光学スペクトルのいくつかの実験結果が発表されていたが,

それを定性的に解釈することさえも困難であった｡それはHeやアルカリ土類等の2電子原子

のスペクトルの1重項 ･3重項間のレベル間隔をこの2電子のスピンに伴う磁気双極子問の磁

気的相互作用の差として理解しようと〔ても,それは実験結果の数千分の1の値にしかならな

かったからである｡

では当時,実験的に得られていたスペクトルは具体的にどんなものであっただろうか｡

Heisenbergが共鳴理論の論文に引用したデーター14)を次に示す (表1)0

表1 当時実験で得られていた2電子原子の1重項-3重項状態間のレベル差

を実効主量子数の差 A∂で評価したもの.小文字は3重項を大文字は1重

項をあらわす｡たとえば3Dは(1S,3d)の1重項である｡

5f-5F

l

.2p-2P 3p-3P

He 0.075 0.079

0.0010 0.0014

このスペクトルの実験は Wernerおよび SchGIerによってなされたものであった15)o上

の表の数値の導出過程は次のようなものであったと考えられる｡

問題となる2電子原子系については,2個の電子中1個が1∫軌道を占め, もう1つがェネ

ルギーのより高い軌道 (n/軌道 )を占めている励起状態から,それよりエネルギーの低い状態

に遷移する際に放射される光の波長が,当時精力的に測定されていた｡始状態と終状態とのエ

ネルギー差をAEとすれば,測定された波長は

hc

l=二両

で与えられる.ただしkは Planck定数, Cは光速である.蓄積された沢山の測定データー

から19軌道と､nJ軌道とが占められた状態のエネルギーを, nJ軌道の実効主量子数n′を用
いて,
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Heisenbergの強磁性理論 一 物理学史の問題として

2

E--R h (チ +

と表わすことができる｡ここでRは Rydberg定数.. Zは原子核の電荷である｡

ところで, 13軌道にある電子のスピンと, nz軌道にある電子のスピンとが, 平行である

か反平行であるかによって,2電子原子のエネルギー値が異なるが,1重項状態 (スピン反平

行 :軌道対称 )におけるnZ軌道の実効主量子数をn′-n+♂+aA∂であらわし,3重項状態S

(スピン平行 ;軌道反対称 )におけるそれをni-n+♂-bA∂であらわすOここでA∂は2つ

の状態におけるn/軌道電子の実効主量子数の差であり,したがってa+A-1である.それ

ぞれの状態での ∂+aA∂あるいは∂-bA∂は量子欠損と呼ばれるものであるO

さて,1重項状態と3重項状態との間のエネルギー間隔∂EFま上記の実効主量子数を用いて

次のように表わされる｡

2

∂E--Rh(チ +

(Z-1)2

(n+♂+aA∂)2

--Rh(I-1)2ヰ〔

2
Z

)+Rh(千 十

(Z-1)2

(n+♂-bA∂)2
1

nLー(1+旦+a坐 )2 (1+旦T b坐 )2
n n n n

ここで ∂,A∂≪nであることが期待されるから,

･E=一頼 Z-1)2五 1-2---2a㌃ → +2- 2b坐 )
∂ 』∂ ∂.

n n n r!,

-Rh(I-1)24 2A∂
n

となる｡

この式から明らかなように1重項-3重項間のエネルギーレベル間隔は1重項-3重項間の

実効主量子数の差に比例している｡Heisenbergは,この実効主量子数の差を表 1のように与

えた｡この表で,Heisenbergは19軌道とnZ軌道にある電子が 1重項をつくる時は,後者

の軌道を大文字で,3重項をっくる時は,後者の軌道を小文字で表示している｡

そして表1のHeと2p-2Pとが交わる欄の数値はHe原子において, 1つの電子が 19軌

道にあり,他の電子が2p軌道にある場合の1重項と3重項との状態の間の実効主量子数の差

である｡

- 743 -



加 藤 吉 基

表1のままでは, 1重項-3重項間のレベル間隔の大きさがわかりにくいので,先に求めた

∂EとA∂との関係式を用いて,私はAEを計算してみたoその結果を表2に示すム表2では

1重項と3重項との間のレベル間隔が,それぞれジュール, eVおよび相当する温度Kの単位

であらわされているo 相当する温度は ∂E/kによって求めた｡ここで kは Boltzman定数

である｡

表2 スペクトルの実験で得られていた2電子原子の1重項-3重項状態間のレベル

差およびそれに相当する温度

2p-2P 3p.-3P 3d-3D 4d-4D 4f-4F 5f-5F (単位)

He(Z-2)』∂ 0.075 0.079 0.00044 0.00063 - -aE 4.1X10-20 1.3×10~20 7.1×10~23 4.5×10~23 - - J
0.25 8.1×10-2 4.4×10A 2.8X10-4 - - eV

♂k3.0×103 9.2X102 . 5.1. 3.1 - - K

Li十(Z-3)A∂ 0.067 -0.069 0.0010 0.0014 - -∂E 1.5×10~19 4AX10-20 6.4×10ー㌶ 9.4×10ー23 - - J
0.94 0.27 4.0×10~3 5.8×10す - - eV

表2からわかるように,たとえば192pの1重項と3重項との間の レベル間隔は温度に直
して数千度の程度である｡他方,1重項 ･3重項間のレベル間隔を半古典的に,2電子のスピ
ンに伴う磁気双極子間の磁気的相互作用の差として評価してみるとたかだか1Kの程度でしか
なく,測定値の数千分の1にすぎない16)0
以上のことから,電子のスピンに伴う半古典的な磁気双極子間の磁気的相互作用の差と考え
たのでは,実験の数千分の1程度のレベル間隔しか与えることができない｡このような2電子
原子のスペクトルを量子力学的な取り扱いによって説明したのが,Heisenbergの共鳴の論文
である｡
Heisenberg の 共 鳴 の 論 文 1 7 ) は , そ れ ま で に た だ 1 個 の 質 点 に 対 し て の み 適 用されていた

量子力 学 を 多 体 系 に 適 用 す る こ と を 試 み た 最 初 の 論 文 で あ っ た ｡ す な わ ち , 多 体 系 を 量 子力学

的 に 取 り 扱 う に は , ど の よ う な 原 理 に 基 づ け ば よ い か を 研 究 し た や の で あ り , そ れ に 基 づ い て ,

実 際 の 問 題 , す な わ ち 2 電 子 原 子 の ス ペ ク ト ル を 論 じ た も の で あ っ た ｡ H e is e n b er g に と っ て

は , 2 電 子 原 子 の ス ペ ク ト ル の 解 釈 に 成 功 す る こ と は , と り も な お さ ず , H e is e n b erg 自 身 が

建 設 し た 量 子 力 学 の 正 当 性 を 証 明 す る こ と で も あ っ た の で あ る 18) 0

ー 74 4 -



Heisenbergの強磁性理論 一 物理学史の問題として

現在では,強磁性に関しては交換相互作用という言葉が用いられて,共鳴あるいは共鳴現象

という言葉は用いられていないが,交換と共鳴の関係については,Heitlerが明快な説明を与

えている19)0Heitlerによれば, 共鳴 (縮退 )と交換 (縮退 )とは厳密には区別されるべき

ものである｡たとえば,2つのH原子よりなる系において第1の原子が基底状態にあり,第2

の原子がある特定の励起状態にある状態と,第1の原子がその励起状態にあり,第2の原子が

基底状態にある状態とでは,互いに全エネルギーが等しく,2原子間のエネルギーのや りとり

によって,2つの状態が交互にあらわれうるが,このような現象が共鳴である｡この共鳴現象

において電子はそれぞれの核の周 りに留まったままであり,電子の交換は生じていない｡他方,

この系の2個の電子は,その同一性から交換できる｡この交換はそれぞれの原子のエネルギー

を変えないままで生じうる｡この場合は電子の交換であって共鳴ではない｡He原子のように

1つの原子に2個の電子がある場合,共鳴と交換とはたまたま同一の現象となる｡ (2個の電

子のエネルギーが違えば,電子の交換は2個の電子のエネルギー状態の共鳴であり,同時にHe

原子のエネルギー状態の共鳴でもある｡) この共鳴を実際に適用した対象が2電子原子系であ

ったために,これはまた交換現象を研究したことでもあったのである｡

Heisenbergは,共鳴現象の量子力学的取り扱いのためにまず,2つのほとんど等しい,そ

れぞれは縮退していない,部分系aとbとからなる系を考え,その系において部分系aとbと

の交換に対して,相互作用があるものとした｡部分系 a,bのそれぞれの定常状態 n,m のエ

ネルギーをHa,Hbとすれば, aとbとの間に相互作用がない時には, 全系のエネルギーn n

H は,それぞれの部分系の定常状態のエネルギーの和nTTI

H -Ha+Hb
n7n n 778

として与えられる｡

部分系 aとbとがもともと等しい状態にある場合には,全系は共鳴縮退しているが,そうで

ない場合には,共鳴が生ずる｡この場合のエネルギ一項配置汀ermspektrum)はHeisenberg

によれば,図1のようである｡図中の数字は部分系 α,βの状態を示しているが,状態 11,22,

等はそれぞれ共鳴縮退していて,それぞれ1つの点で与えられ,状態12と21,一般に n7nと

,nnは相互作用のない場合には,全系のエネルギーは等しく,同じ高さの2つの点で与えられ

ている｡

っいで Heisenbergは部分系 ｡,b間の相互作用Hlを摂動としてとり入れて,量子力学的

摂動論を展開し,第 1近似で摂動エネルギー『1の表式として,
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I H rIい 音声一分 も 仇 と bD､ち Tよ

き泉 のエネJLで 一頭 配 旦侶 20)
頓中
数 字

占
ir
左
6
7

,; 薄 ま ら れ た - 責了の

仰 l o'i, o'が､命
巧 , 昂4Q･lq も の Pr･事 /万

端毎.互示す.

w l -Hl(nm" )+Hl(nn,m花)n712.

wl -H(lam,nn)-a(1n巧mn)mLn

を得た｡ここで ?:と霞 をそれぞれェネルギーHaとHlに属する部分系 a,bの規格化されn

た軌道固有関数であるとすれば,1次の摂動エネルギーがwl であるような状態 (部分系 ｡,n77L

bの交換に関して対称,パラ状態 )の規格化軌道固有関数は,

1

万 (甲na9-㌧ p-a?n b)

であり,『1であるような状態 (部分系 a,bの交換に関して反対称,オルソ状態 )の規格化Inn

軌道固有関数は

吉(rnapnb一gmapnb,
であ｡,また座標要素 dqla ---dqfb-dTと書けば

H(1nn,nn)-IPnapnbHlPnaPnbdT

H…nn,mル)-JPnaPmbHlPnaPnb dT

である｡

全系のエネルギーはパラ状態,オルソ状態に対 してそれぞれ

HPara-H + H…nn,nm)+H…n叩 ル)TITTZ
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H ortho-H +H(ln叩 m了 H(Inn,仇花)TZ,m.

となる｡

この相互作用による摂動により,図 1のエネルギ一項配置は,図2のように変化する｡

｢ ‥~~- -~二議6LrI+i
S;.盲 ;11'>■十
LtllLt ■
3T T, 22

■ +
2112_

･ f3PA r払17f絶
十 は Oy･十hoコは音i_

■

ll

周 2 互 い に 相 互咋 拝1 の 働 く部 分 系久ヒ♭か ら な
3東 のエ ネ LJ,で 一頭配 置 虐 P J､

つまりHeisenbergはこの摂動の効果で, 第 1に図 1ではェネルギー値がほぼ等しかった

(1,2)と(2,1)と等が, 共鳴によって,エネルギー値の異なる状態となり,第2にこのエ

ネルギ一項配置は互いに結合できない2つの配置列 (Ortho状態十と Para状態○)に分け

られることを示したのである22)0

このエネルギ一項配置は,ほとんど等しい部分系aとbとよりなる系の考察から得られたも

のであるが,HeisenbergはこれをHe原子に応用した｡Heisenbergはまず,電子を′スピン

を持たない点電荷として取 り扱い,電子間に相互作用のないときには図1,相互作用のあると

きには図2のようなスペクトルが得られるとして,2つの項配置列が Para-HeとOrtho-He

とに対応すると主張し,さらに,Para-Heと Ortho-Heのレベル差は電子の Coulomb 斥

力による共鳴うなりに起因すると述べたが,これは交換エネルギーの差に他ならない｡

さて,電子がスピンをもつことを考慮すると,図中の個々の項が1重項と3重項の計4個の

項に分裂する(まだ Pauli原理は考慮されていない)｡このことを Heisenbergは次のよう

なエネルギ一項配置図で表わした (図3)0

この図の左側のスペクトルでは, 1重項が Para-He, 3重項が Ortho-Heになってお り,

右側のスペクトルでは,1重項が Ortho-He,3重項が Para-Heとなっている｡

ところが,Pauli原理によれば全系の波動関数は反対称でなければならない｡したがって軌
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目

…

m
喜
2
〔∵ト
ihm
,iiiiiiiiii

●
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道関数が対称 (Para)でスピン関数が反対称 (1重項 )であるか, または軌道関数が反対称

(ortho)でスピン関数が対称 (3重項 )であるような状態だけが許される｡Heisenbergは

このようなスペクトルの解釈が,実際に実験から得られているものと定性的に一致すると述べ

ている｡

以上の議論においてあらわれたE(Inn" )は問題となっているHe原子の Ortho(3重項)

- para(1重項 )状態のエネルギー差の書を表わす量であって,現在の交換積分に相当するo

この共鳴の論文に続く"2電子原子系のスペクトルについて〝の論文24)で,Heisenberg

はHe原子およびti'ィォンに対してH…nn,花珊)(Coulomb積分 )とHl(n叩 , (交換積分 )

の計算を実際の原子軌道関数 (水素様原子軌道関数 )を用いて具体的に計算した｡Heisenberg

の論文には,その計算の過程がくだくだしく説明されているが,それを現在の知識に照らして

かみくだいて説明すると,要するに,Heisenbergのやったことは,まず2電子原子において

1つの電子が1♂軌道 (これをVで表わした)を占め,もう1つの電子がnz軌道 (これをuJ

で表わした)を占めている状態を考え,このときの全系のハミルトニアン

h2 2 2 2

H-一義 ▽1一差 ▽2-ユ ー fL ･i-γ1 γ2 γ12

を

H-(-2f ▽1- fL )+(一芸 ▽2-

2

γ1

(Z- 1)e2､ C2
)-1 + 3

γ2 γ2 γ12

と書き直し,第1項と第2項を非摂動項として取り扱い,第 1項が電荷 Z¢の核の周りの1∫

軌道の電子のノ､ミル トニアンに相当し,第2項が電荷 (Z-1)eの核の周りのnZ軌道の電子の

ハミル トニアンに相当することから,非摂動状態のエネルギーを
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2

lRh(} ･ n

とし,摂動のノ､ミル トニアンを

2 2

∬1/-一一十-
e e

γ2 γ12

ととって,1次の摂動計算を行ない,Para状態,Ortho状態のエネルギーが,非摂動エネル

ギーに次の2つの積分の和または差を加えることによって与えられる,としたことに相当する｡

∬1′の Coulomb積分と交換積分はそれぞれ次のようになる｡

Hl('vw,vw)-I-IJHl'+vz(rlOIPl)*W,Z-1(r20292)

× +vz(rlOIPl)九 Z-1(r20292)dBldB2

Hl('vw,wv)- ∫ - IHl′+ vz(rlO191)VTwz-1(榊 2)

× +wz-1(rlOIPl)+vz(r20292)dJ21dJ22

ここで畑 まHe原子またはLi'ィォンの水素様 13軌道関数であり,炉 ま同じくnz軌道で

あるO 関数九 に添えられたZ-1はnJ軌道に対する核の有効電荷が, 1S軌道にある電子

によって遮蔽されていることをあらわに示したものであるo dBl･dB2 はそれぞれ電子 1,2

に対する空間体積要素を表わす｡ここで Z はHe原子に対しては2で, Li十イオンに対しては

3である｡

Heisenbergは上記の1次摂動計算を実際に実行し,交換積分Hl(:W,∽ひ)をRh を単位にし

て次のように得た(表3)oただしRは Rydberg定数, kは Planck定数であるO

表3 交換積分El(I",wv)をRhを単位にして求めたもの25)

2p-2Ⅰ) 3p-3P 3d-3D 4d-4D 4f-4F 5f-5F

He(Z-2) 0.00765 0..00246 0.0000257 0.0000150 5.25*10-8 4.31×10~8

さらに Heisenberg- 1('uw.wv),すなわちOrtho(3重項 )- Para(1重項 )状態間の

レベル間隔の吉と,Ortho-Para状態の間の実効主量子数の削 ∂との比例関係 26)を用いて,

H:'vw" ,の計算値から』∂の値を算出し,先の表2のように得られている実験データと比較し
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た(表4)0

表4 共鳴理論による Ortho(3重項 )-Para(1重項 )状態間の実効主量子数の差

A∂と実験からのその値

2p-2P 3p-3P 3d-3D 4d-4D 4f-4F 5f-5F

測定 0.075 0.079 0.00044 0.00063 - -

これをェネルギー値に直すと表5になるoHeisenbergは表5からわかるように,実験と非常

によく一致する結果を与える理論をっくることに成功したのである｡

Heisenbergが Ortho (3重項 )- Para (1重項 )状態のレベル間隔を量子力学に特徴

的な共鳴現象によるものとして捕え,量子力学的手法で実験によくあう値を算出することに成

功したことは量子力学の正当性をより一層強国にするものであり,量子力学の適用範囲を多体

系にまで広げたことになった｡

この Ortho (3重項 )- Para(1重項 )状態間のスペクトル間隔の問題における量子力

学的取り扱いの成功は当時の先進的物理学者にとっても一つの大きな示唆を含むものであった｡

以前から,Weissの強磁性理論の分子場の大きさは,Curie点が1000Kの程度であることか

ら107oeの程度であると評価されていたが, その分子場の原因が半古典的磁気双極子相互作

用にあるとすれば,実験から評価される分子場の大きさの数千分の1程度の値しか与えること

ができず28),分子場の大きさが異常に大きいことを説明することができないままであった｡

このようななかで,Heisenbergがこの Heisenberg の共鳴理論の論文を発表して,2原

子の Ortho(3重項 )- Para(1重項 )状態間のエネルギー差の説明に成功したのである

が,このとき,かれはまたスペクトル間隔の問題と分子場の問題との間にある類似性をも感じ

とったのである｡

Heisenbergは,半古典的な磁気的相互作用から期待されるものより数千倍も大きなOrtho

(3重項 )- Para(1重項 )状態間のレベル間隔を量子力学的共鳴現象という考え方に基づ

いて説明し得たのであった｡他方,Weissの分子場も,半古典的な磁気的相互作用から生じた

とした時の数千倍の大きさをもつものである｡だとすれば,量子力学的共鳴理論的手法に基づ

いた強磁性理論によって,極めて大きな分子場を説明できるのではなかろうかという考えが自

然に思い浮かんだであろう｡それはひとり,量子力学的共鳴理論を提出した Heisenberg に
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表5 共鳴理論による Ortho(3重項 )-Para(1重項 )状態間のエネルギーレベル

差およびそれに相当する温度と実験からのそれらの値

2p-2P 3p-3P 3d-3D 4d-4D 4f-4F 5f-5F 単位

He(Z-2)理請 JE 0.0153 0.00492 0.0000514 0.0000300 1.05×10~7 8.62×10ー8 Rh

0.207 OTO67 6.8×10-4i4.02×10-4 1.43×10ー6 1.17×10-6 eV

AE/k 2.4×103 7.8×102 8.0 4.7~ 1.7×10-21.4X10-2 K 1

刺定 JE 0.0188 0.00585 0.0000326 0.0000196i≡ I Rh !

4.07×10-20 1.27×10~20 7.07X10-23i 4.27X10-23!萱 - J i

-0.254 0.079 4.4×1 0~4 2.67X10-4!i - eV 妻

AE/k 2.9×103 9.2×102 5.1 !3.1 i - !K ;

Li十(Z-3)理請 ∫｣E 0.0614 岳0.01872 0.000378 0.000216 'ih .39×10-6 1.044X10-6iRh 享ll

1.32×10~19i4.05×10ー20 8.36×10 ~22 4.61X10-22 2.98×10~24 2.50×10~24 J ､

0.826 i0.252 5.2×10-3 2.87×10~3 1.86X10-5 1.56×10ー5 eV∴

AE/k 9.6×103 2.9×103 一6.1×10 i3.3×10 2.1×10~1 1.8×10ー1 K ≒J

1.45×10-19 司4.44×10-20 6.42X10～22 3.80×10~22 - I J

0.905 0.277 4.0×10~3 2.37×10~3 - - eV

とって自然だっただけでなく,Heisenbergの共鳴理論の成功を認めたヨーロッパの先進的

物理学者すべてにとって,自然の流れであったろう｡こうして Heisenbergの強磁性理論が

生まれる前に,強磁性の本質が交換相互作用にあることは,当時のヨーロッパの先進的物理学

者に共通の予感 ･洞察となっていたわけである｡そのはっきりとした証拠が前掲のFrenkel

の論文29)なのである｡

§3 群論的取り扱いによる Heisenbergの強磁性理論

Heisenbergの強磁性理論は,その理論が発表される以前 1926年に,彼自身がHe原子や

Li十イオンなどの2電子原子系のスペクトルでの Ortho (3重項 )状態と Para(1重項 )

状態とのレベル間隔を,量子力学的共鳴現象によって説明することに成功したことから,きわ

めて大きな Weissの分子場も量子力学的共鳴理論的手法によって説明できるに違いないとい
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う考えによって生まれてきたものである｡Heisenbergはこの考え方に沿って強磁性理論を作

りだすのであるが,その際1927年に,Heitlerと London30) が水素分子の等極結合力の解

明のために導入した原子間の交換相互作用の考え方を取り入れ,Weissの分子場の原因を,量

子力学的交換相互作用に帰着させ,その形式を与えたのである｡

では,Heisenbergは具体的にどのように強磁性理論を展開したのであろうか｡Heisenberg

は,2n個の原子が各々1個づっの電子をもっ, 2n原子 2n電子系を考察するoHeisenberg

以前に,2原子2電子の問題,つまり水素分子の問題が Heitlerと Londonによって論ぜ

られており,それの一般化として2原子 2n電子の問題が Heitler31)によって論ぜられてい

た｡Heisenbergのモデルはさらにこれを一般化したものに相当している｡Heisenbergは,

非摂動状態として,各原子が1個の価電子をもつ状態をとり,各電子の非摂動固有関数を,そ

の電子が属する原子の原子残基のつくるポテンシャルのもとでの当該電子の固有関数にとり,

それらの積を全系の非摂動固有関数にとった｡そして,摂動として,電子闇,原子間,および

電子とそれが属していない原子残基間の Coulomb相互作用をとった｡Heisenbergは,非摂

動固有状態をこのようにとることによって,摂動エネルギーを交換積分

2

I(kl)-拘 縮 d (宝12+害 一志 -

dTkdTl

2 2 2
ヱーーヱ一一｣｣)
rxl rlk rlz

(H-1)32)

によって与えられる(量子論に固有な)項と,純粋に "静電的〝な(古典的な)項

JE- JdTldT2-.･-dT2n(d )2(戦2)2- - (+2n2n)2

× (
t
l
I
ノ

2
土

類･<
-i

∑
h

･結

2
6

石
∑再
1V"

+

2

8

一

㌦

∑

′㍑丘,〟

(H-2)

との和で与えたOここで k,Jは電子の番号, I,1は原子残基の番号を意味するOたとえば

鶴方は原子残基 xに属する電子 kの固有関数を表わすO
ここで Heisenbergは,電子がスピンをもつことと,Pauli原理によって全系の固有関数

が反東称でなければならないことから,系を全スピン量子数 タによってきまるある多重度 (2∫

十1)をもったfo個の項よりなる項体系 Oに分類することができると指摘し,強磁性の統計的

取り扱いは,項体系 Oに属するfo個のすべての項のエネルギTが計算できれば,状態和を求

めることができて可能であるが,実際には不可能であるからとして,それの近似的計算を試み
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る｡すなわち,項体系Oに属する諸項のエネルギー分布が,それらの諸項のエネルギーの平均

値を平均値とし,それらの諸項のエネルギー値の平均2乗偏差を平均 2乗偏差とするガウス分

布であるという仮定をし,諸項のエネルギーの平均値と平均 2乗偏とを群論的考察から求める

ことによって,強磁性の統計的取り扱いを行なおうとしたのである｡

Heisenbergは全スピン量子数が S であるような多重項の数fdとそのような多重項のエネ

ルギーの平均値と平均 2乗偏差とを,Wigner33) Hund34) Heitler35)らの研究を援用する

ことによって求めた｡

Heisenbergは Wigner,Hun°,Heitlerを引用して, 彼らの研究によれば,全スピン量

子数 S には2nのあるきまった分割

2n-2+2+--+2+1+1+--+1
し.一一｢一一一一J
n.-S回 2､9回

で特徴づけられる項体系Oが属すると述べ,それで "逆〝の系の分割は単に

2n-(n - S)+(n+S)

であると述べたのちに,項体系 Oに属する諸項のエネルギーの平均値EoとEoのまわりのエ

ネルギーの平均2乗偏差のAE2の計算のためにェネルギーが次の行列式であらわされるfo次

の方程式

雪 b l lPJp-x 雪 blS Jp… … … 雪blPfJp

雪 b2号Jp 雪 b2芸 Jp~ x''.

ラ /,/I:J,, 雪 bfPfJp-x

0 (H-6)

の根で与えられることから出発する｡

Heisenbergが議論の出発点としたこの式は,おそらく次のような考察から導かれたのであ

ったろうと,Heisenbergの引用した Wignerや Heitlerの論文を読むと推定される｡す

なわち,まず全系の非摂動固有関数 a)kが1電子固有関数+i(rαi)の積

pp(rl-r2n)≡ pip(rl-r2n))…仇 (rαl)+2(rα2)･･･-+2n(rα2n)

の1次結合
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¢k-雪apkp(p(rl- r2nH
であらわされるとする｡ここでPは2n個の電子の座標の2n!個の置換のそれぞれをあらわし,

P(rl･･･r2n)- (ratra2･･･ra2n)

である｡

全系のハミル トニアンHを非摂動項H.と摂動H'に分ければ,状態¢kの1次の摂動エネル

ギーは,置換積分

Jp- JH'(rl- r2n)PE(rl･.･r2n)pp(rl- r2n)drl･･･dr2n

- JH'(rl･･･r2n)PES(rl-･r2n)Pps(rl･- r2n)drl∴ dr2n

を用いれば,方程式

JE- a

I -IJE-X
P2

∫ ･- --- J
P3 P2n!

J -1

P3P2

JE- a

∫
P2n!P2

JE- X

の根で与えられる｡Pは置換群をつくっているので,その正則表現を

alE al冨 a l冨 =---･-‥･a12Pn !

P
a2nT1

であるとすれば,上の方程式は

P
･H a2nt2nT

∑ at:Jp-∬ ∑al…Jp ･･---- ∑ a 12Pn!JpP ▲ P r P

∑ a2ぎJp
P :

雪 a2n71 Jp

∑ a2冨J-x
P

nr
花2花

2α
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と書き直されるo他方,Pの表現行列 (ai]P)を既約表現 (bi]P)を用いて簡約することができるo

これを上記の方程式に代入して,項体系Oに属する部分だけ抜き出せば,

∑bl:Jp- aP

∑
ど

∑
P

blP2Jp･･････- 雪blfoJp

b2:Jp-

-o
(H-6)

が得られるOここでfoは既約表現 bi]Pの次数であって,これはまた項体系 Oに属する項の数

(類 Oに属する元の数 )に等しいOこれが Heisenbergの(6)式である｡この永年方程式の

根の和 ∑x は,この方程式のxの (fo-1)次の項の係数n

∑ blfJp'∑ b2;Jp'---十 号 bfqfPoJp-∑p P P

- ∑
P

fo
ll/,)一J
i=1乙もp

x:Jp

に等しいoここでxoPは置換 Pの指標であるO他方∑ xnは,エネルギー平均値Eoのfo倍で

あるからEqは,

Eo -三∑xn-三号鵜
(H-5)

で与えられるOしたがってfq,xoP･Jpが分れば,Eoが算出できるわけであるo次に,
Heisenber糾 まエネルギーの平均 2乗偏差の表式を求めようとするわけであるが, 享ず,和

nE n xnx- が先の行列式のxの(fo-2)次の項の係数を用いて,

/

nEm xnxn- iヲkpZp′鵜 ;JpJp,- iヲkpE,bi冨bkE'JpJp,

-去(pkpe′樹 kPk!JpJp,一 差莞 ′翫 :'JpJp,) (H-7)

で与えられることに注意するoここで 与 鵜 …′晒 列 bPとbP′のGW bP′の摘 目の対

角項であり,行列 bPtまある置換の表現であるから行列 bPbP′- bPP′である｡ 更に,2;bi号乙
は指標xPにほかならぬから
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加 藤 吉 基

nEnxnxn -去pe′(xopxop'-xopp′)JpJp, (H-8)

になる｡

ところで xnはエネルギーの平均値 Eoとそれからのずれ AEnの和の形

xn -Eo+AEn

で表わされるから

n>Z:nxnxm- ∑(Eo +AEn )(Eo+AEn)n>7n

- E tEo2+Eo(AE n +AEn)+AEnAEmin>7n

となるが,エネルギーの平均値からのずれ AEnの和は零であるから右辺の第 2項は零である｡

また ∑AE AE は
n>7n n 77i

EAEnAEm-三tnEmAE AE 一 三(AEn)2)n>?a n 7n n

と書 くことができるから

nE xnxn =
fo(fo-1)
2

fo (f d-1)

Eo2･去(nEnAE AE -= (AEn)2in m･ n

E62-三雲(AEn)2

となり,左辺に式 (H-8)を代入して整理すると,

∑(AEn)2-p5(xopp-Hopxop')JpJp,'fq(fql )Eo2

/
n

が得られるofo-xoEであることを考慮に入れ,エネルギー平均値goの表式 (H15)を用い
ると,

=(AEn'2-fiO莞′xoExoppJp Jp,一三′xOPxCP'JpJp′
/

n PP

fo(fell)

- 756-
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IftpZp′xOExopp'Jp Jp,一吉 莞 ′xop xdP'JpJp,

-三宝 ′(xOExow'-xfxop',JpJp, (H-ll)

となって,エネルギーの平均2乗偏差AEo2(- ∑(AEn)2n )の表式
fo

1
AEo2-万 pZ, ･′(xdExdPP′-xdPxoP''JpJp, (H-12)

が得られる｡

結局,全スピン量子数が S であるようなfd個の(2S+1)重複が項体系Oを形作 り,その項

体系のエネルギー平均値 Eoは

Eo-嘉 xdPJp

で,エネルギ-平均2乗偏差は

AEo2-fS pzp′(xdExqpp'- opxqp′)JpJp,

で与えられる｡

ところで(bijE)tifO行とfo列の単位行列であるから, この行列の対角和 (指標)xoEは

fdk等しいo上記のEq,E62の表式から明らかなように,エネルギーの平均値および平均2

乗偏差を求めるためには,群の指標を算出しなければならないo Heisenbergは置換積分 ㌔

はPが恒等置換または互換である場合を除いて零であると仮定した｡すると計算に必要なgPP′

は次の4つの型のものだけとなるofP′-E;fP ′-(1,2);IP′-(1,2,3);pp′-(1,

2)(3,4)Heisenbergはこの4つの型の指標を.Heitlerの論文 (文献19)の中に引用さ

れている Schurによる方法36)で計算できるとして,逆の項体系の指標を

E

Xn-cn+S

xn-(cln･+28)

xn(_ls,:･.33'-

(2n)!(29+1)

(n-3)!(n+S+1)!

(2n-2)!2(29+1)

(n-3)!(n+S+1)!

(2n-3)!2(a-1)

(n-3)!(n+S+1)!

(C2+S+n2-2n)

(693+992+S(2n2-10n+3)+n(n-5))
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加 藤 吉 基

Xil･C2n'.(C3･4)-
4(2n-4)!

(a-3)!(n+S+1)!
(235+594十493(n2-5n+4)

+S2(6n2-30n+19)+23(n4-6n3+15n2114n+3)

+n4-6n3+14n2-9nl

で与えている｡Heisenbergが引用している Heitlerの論文等を参照して, この指標の導出

法を推定してみると,次の通りである｡

2n個のものに施されるある置換は,部分的な循環の積の形で表わすことができるが, どの

ような長さの循環が何個含まれているかによって,この置換群 G(2n) を類にわけることがで

きるoそれぞれの類に属する元の長さ1の循環の個数α1,長さの循環の個数 α2,---,長さ

2nの循環の個数 α2nによって,すなわち (α1,α2,a3,-･･･,a2niによって特徴づけら

れるoただし,gljaj-2nであるo この数はまた次のような分割によ-ても表わすことが
できる｡

2n-jl+12+---+lp l̂≧12≧ス3≧∴∴-･-≧^~ P

ここで )は1から2nまでの間のある整数であって }-iの値が｡i回あらわれるo

Heisenbergが問題にした2n電子系の項体系 Oは,このような置換群の1つの類に対応し

ているのであるが,Pauli原理を考慮に入れると,それは2nの分割 (Partitio)

2n-2+2+･･････+2+1+1+･･････+1 (H-3)

n- 9回 2S回

に対応する｡またこれに対応する "逆〝系の分割として Heisenbergは

2n-(n-3)+(n+S)

を与えているが,これはもともと系の分割が2と1だけの場合には, "逆〝系の分割はただ2

つの項からだけ成っていて,もとの系の分割が

2n-2+2+･･････+2+1+1+･･････+1

}*回 p*回

- 758-

あれば,逆系の分割は,



Heisenbergの強磁性理論 一 物理学史の問題として

2n - 1*+(ス*+p*)

で与えられることが,Heitlerによって与えられていたからである｡

ところで(H-3)で与えられる2nの分割は項体系 Oに属する項の数 foと密接な関係があ

る｡2nの分割 (H-3)は(2n-1)の分割

2n-1-2+2+･･････+2+1+1+･･････+ 1

n-3回 23-1回

2n-1-2+2+-- +2+1+1十･･･-+1

n-S-1回 2S+1回

を,下位の要素として含むが,これらはそれぞれ2nの分割 (H-3)からひとつの1を取り除

いたもの,およびひとつの2を1に変えたものである｡これらの(2n-1)の分割はそれぞれ

(2n-2)の分割を下位の要素として含み,これを繰 り返すことによって, 最終的に1の分割

1-1に到達するのであるが,そこに至る道筋の数がfOに等しいのである｡たとえば,

2n-6,9-1の場合

6-2+2+1+1 5-2+1+1+1

5-2+2+1

4-1+1+1+1→3-1十1+1→2-1十1-1-1

4-2+1+1

4-2十1+1

3-1+1+1-2-1+1-1-1

3-2+1

i
2-1+1→1-1
2-2→1-1

3-1+1+1-2-1+1-1-1
3-2十1

4-2+2 ---うー 3-2+1

2-1+1-1-1
2-2 →1-1

2-1+1→1-1

2-2 →1-1

のようになる｡この操作を逆に行なったのが周知の分岐図である｡この分岐図の一般項が求め

られればfoすなわちxdEが得られることになるoこの一般項の見らけ方は Appendix付録に
添える｡

xo(12),xd(123),xo(12)(34)等は次のような Schurの方法によって得られる0
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加 藤 吉 基

置換群 G(2n)の元は,長さが1から2nまでの循環をそれぞれいくつ含むかによって,それ

ぞれの長さの循環の個数の組 (｡1,｡2,--,｡2nlによって指定される類に分けられるが,

ある類に属する元の,表現 Oにおける,指標はすべて互いに等しく, xoa1- a2nと表わすこと

ができ卑Oさてこの指標とG(2n)の類関類S(t2an)I- α2ni-xIx2 α2nを使用して次のα1α2･･･x2n
関数¢Oを定義する｡

¢0-2:
xoa1...α2n

al!･･･a2n!
S'(2aT.‥a2ni

(H卜 24)37)

ここで和は∑jaj=2nの成 り立っすべての置換類にわたってとられるoまたG(2n)の部分群

G(y)について同じように

Py-∑
α1!･･･αV!

S(tva)I･･･α,i (Ht-25)

を定義する○ここで和は∑y/αレ′- Vの成 り立っすべての置換類にわたってとるo

さて,類 (α1-- α2niは分割

2n-(1+i+･･････+1)+(2+2+･･････+2')+･･････+ (j+j+･･････j)+

α1回 α2回

- ｣ ノ

aj回 +-

に対応するが,これを一般的に

2n=}l+12+--+スp ll≦}2≦}3≦--≦}p

と書けば,関数¢q≡¢11-10と札 との間には, p行 p列の行列式を用いて,関係

Pll Pllll･･--･･････････-･･･Pll-P+1

Pl2+1 Pl2 Pl2-P十2

¢}1･･･10 - -
-

-
‥
㌦

が成 り立つ｡(Ht-24)式から計算した左辺と, (Ht-25)式から計算した右辺との∬の各次

数の係数が等しくなるように,指標の値を決める,というのが Schurの方法である｡

さて,Heisenbergが問題にしている分割は

-760-
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2n-2+2+･････.+2+1+1+･･････+1

n-3回 2S回

であるが (これが2n-}l+}2十･･--+Apという表わし方に相当する), これに対応する逆

系の分割は

2n-(n-3)+(n+S)

であり,これを用いる方が計算がずっと容易になるので,この逆系の分割に Schurの方法を

適用すれば

¢n-3,n+S
P,-lJ･ Pm .I

Pn.9.1 Pn.9

(Ht-27)

が成 り立ち, 逆系 の 指標 xqE, x o(12) , xo(I, 2,3),xO(1,2)(3,4)を求めるため に , (H t-24)式

の右辺をあ らわに 書 い た

¢o=

E
Xo
x12n+

(12)
Xo

(2n)!--1 (2n-2)!

(12)(34)
Xo
2!(2n-4)!

312n-2x2+

312n-4 x22+ - -

と,Py の-般式

py-まx: +(77g ,a;-2x2+

1

(123)
Xo

(2n-3)!

α;~3∬3+

2n-3
∬1 ∬3

1 ,I_｡ 1

(i,-3)!ー-1 一一J (y-4)!2!

から(Ht-27)にあらわれるPの表式をあらわに書いた

1 1
p -n-3
(n-S).T一一1 (n-3-2)!

+

n~S~232 +∬1

(n-3-4)!2!

- 761 -
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加 藤 吉 基

Pn.3-
1 nl̂ 1

(n+s)! 1 (n+3-2)I

+
(a+3-4).r2!

Pn.0.1

Pn-3-1

xln+S~2x2+

trln+9-4x22+--･･･-

xln+S+1+
(a+S+1)｢ ⊥ (n+3-1)!

× ∬3+
(a+3-3)!2!

xln-3-1+

(n+9-3)!

xln+9-132+

xln+3-3x22+-･-･-

1 __". 1

(a-3-1)!~ー1 (n一夕-3)!

× ∬3 +
(n-3-5)!2.T

n,+3-2

n+9.-3
X I X3

(n+ 3-2)!
∬1

xln-3~3x2 + (-n三 二石 戸 m ~4

xln~S~5x22+-･--

を使って計算した(Ht127)式の右辺との, 312n ,312n-2x2,X12n~3x3,X12n~4x22 の項の

それぞれの係数を比較して,次の4つの関係式

E

Xq
L_=

(a-3)!(n+S)! (n+S十1).f(n-3-1)! 2n!

(n-3-2)!(a+S)! (a-S)!(n+sl2)! (n-3-3)∫(n+s+1)∫

1 x!1,2)- -------■

(a+311)!(n-3-1)! (2n-2)!

1 1

(a-S)!(n+3-3)! (n+S)!(a-S-3)! (a+∫+1).T(n-S-4)!

1 = xo
(a+3-2)!(a-3-1)! (2n-3)!

ー 762-



Heis飢bergの強磁性理論 一 物理学史の問題として

(n- 3)!(n+3-4)!2! (n- 3-2)!(n+3-2)!

(n-S-4)!2!(n+S)! (n+S+1)!(n-S-5)!2!

(n+3-1)!(n-3-3).T (n+9-3)!2!(n-3-1)!

Xo
(12)(34)

(2n-4)!2!

が得られる｡この4つの関係式を,それぞれの指標を求めるように変型すると,(H-13)が

得られる｡

Heisenbergは,このように得られた指標を使用して,fo,EO,AEZを求めていくわけで

あるが,その際すでに行われた,1･ JEおよび最近按原子間の電子の交換に対するJp(Joと

おく)だけを考え,他のものは無視する.という近似のほかに,2. n,S≫1として (H -

13)式のxOPの表式のn,Sの最高次の項だけ残す｡という近似を行なった.
このような近似のもとに,各原子の最近按原子数を Z として,エネルギー平均値Eo を

Eo-主君xOPJp

fi{xqEJE･znx(12)Jo･･･････i
(ここで近似 1を適用 )

- JE･f znx(12)Jo

(n- ∫)!(n+S+1)! h(2n-2)!2(23+1)
=JE-

句

= JE- Z

(2n)!(29+1)

C2+S+n2-2n

2n-1

(ここで近似2を適用 )

$2+n2

- JE-z Jo2n

(a-3)!(a+S+1)!

(H-14)

- 763-
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加 藤 吉 基

1

と求めたOまたAE20を計算するために量A ′- i? 'xoExo p p ′- xopxop'' を P , P′ の い ろいPP

ろな組み合わせについてまず求めた｡

1. P-P/の場合

A(12)(12, 読 (XoExo'12)̀12㌦ (12'xo(12))

-f(XOE)2-(x o(12))21
(12) 2
Xo

- 1- (
S2+ S+ n2- 2n 2

n(2n-1)

(近似1を適用して)

C2+ n2 2
- 1-(

(n21 92)(3n2+ C2)
4n4

2. PとP′とが1つの共通の被置換元素をもっ場合

A(12,(13, 吉(xqExo'12)̀ 13)一 gげ̀12'xq(13))
1
fT t
EXqXQ(123し (x q(12))2)

xq(123) (12)2

- -(㌔ )
xdE xq

(.633+2sn2)

2n(2n-1)(29+1)

(近似1を適用して)

633+2sn2 (C2+n2)2

8n29 4n2

C2+ S+n2- 2n 2

n(2n-1)

ー764-
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32( n 2- S2)
4n4

3. PとP′とが共通の被置換元素をもたない場合

A(12,(34, 吉(XoExq'12'̀34㌦ (12'xo(34'

- (
(n-3)!(n+S+1)!t2 (2n)!(23+1)4(2n-4)I

(2n)! (2∫+1) ' ー (n- ∫)!(n+S+1)!(n- 3)!(n+S+1)!

×(235+594+433n2-2033n+6S2n2+2sn4-12∫n3+n4)

- (
(2n12)!2(23+1)

(n-9)!(n+S十1)!

4(2n-4)!

(2n)!(23+1)

+ n4)-

(32+S+n2- 2n)52]

(235+534+433n2-2093n+692n2+2sn4-12sn3

4(2n-2)!(2n-2)!

(2n).T(2n).T
(C2+S+n2-2n)2

4(235+534+493n2-2033n+6S2n2+2sn4112sn3+n4)

2n(2n-1)(2n-2)(2n-3)(29+1)

4is4+32+n4+4n2+293+292n2-492n+2sn2-4snJ

2n(2nll)2n(2n-1)

(これ以後,低次の項を落とす )

1

(2n)2(2n - 1)2(2n-2)(2n-3)(23+ 1)
〔 4(2n )(2 n - 1)(23 5

+5∫4+433n2-2033n+ 6∫2n2+2♂n4-12sn3+n4i-4(2n-2)(2n

-3)(23+i)(C4+n4+232n2-432n+2sn2-4nI
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加 藤 吉 基

[-1633n3+1635n]

(n2-32)∫2

2n5

さて, それぞれの原子が Z 個の最近接原子をもつとすると,今求めたApp′がAE62 の表式の
2 2

中で,第1型のものが, zn回,第2型のものがZ(Z-1)n回,第3型のものが 等 -回38)

あらわれることになり,結局エネルギー2乗偏差 AE02として,

22

AEo2- Jo2tznA(12)(12)+2Z(Z-1)nA(12)(13)+2ill A(12)(34)i2

- Jo2 Z
(n2-32)(3n2- 32)

4n3

が得られる｡

Heisenbergは全スピン量子数がSである項体系 Oにおいて,そのエネルギー分布が上記の

エネルギー平均値とェネルギ丁平均2乗偏差をもった Gaus苧分布であると仮定して,この系

を統計力学的に取り扱い,状態和を求め,それから物理量を計算し,強磁性出現条件などを得

ることに成功したのである｡これについては,すでに勝木の解説 39)があるので, これ以上に

論じない｡

§4 結 論

Heisenbergの強磁性理論は,強磁性の本質が交換相互作用にあることを初めて指摘して,

分子場を量子力学的に裏付けたのだと考えられているが,この論文の発表直前に刊行された

Frenkelの論文からも明らかなように,強磁性が交換相互作用の関与する現象であろうとの

予感 ･洞察が当時のヨーロッパの先進的物理学者の間には存在していた｡

この予感 ･洞察をもたらしたものは,He原子やLi十イオンなどの2電子原子系の (軌道

の)Ortho (スピン3重項 )- Para(1重項 )状態間のレベル間隔がスピンに伴う磁気双

極子による磁気的相互作用の差によるとしたときの数千倍にも及ぶという当時盛んにおこなわ

れた分光学的研究から明らかになった実験事実を,Heisenbergが量子力学的な共鳴現象に

よって説明することに成功したことと,Curie点から評価される Weissの分子場の大きさが

温度にして1000K程度であるのに, その原因を電子スピン(または軌道運動 )に伴う磁気双

極子の磁気的相互作用に求めようとしても数千分の1程度 (温度にして1K程度 )のものしか
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えることができず,上記のレベル間隔の問題と同じような状況があったこととであった｡

Heisenbergの共鳴理論の成功は,強磁性の本質もまた量子力学的な共鳴理論的手法による交

換相互作用によって説明できるであろうとの期待をヨーロッパの先進的物理学者に抱かせたの

である｡

Heisenbergの強磁性理論の論文は,その洞察を具体的に理論の形にして提出したものであ

った｡それが,その難解さにもかかわらず,直ちに基本的に,分子場に対する量子力学的裏打

けを与える理論として受け入れられたのは,上記のような予感 ･洞察がすでにヨーロッパの先

進的物理学者の間にあったからであり,それを理論の形に高めたものが待ち望まれていたから

であるO

ヨーロッパの先進的物理学者たちにとって,強磁性の問題は何よりも量子力学の問題であり,

巨視的な系-の量子力学の有効性の一つの試金石だったのであるo

§5 謝 辞

この論文でとりあげたような問題が存在することを指摘して,この問題-の興味のきっかけ

を与えて下さったことおよびこの研究全般にわたっての指導と,論文作成にあたっての文章の

すみずみまでの検討を勝木先生に,また置換群に関する懇切な説明 ･御教示を理学部数学科の

岸本先生および教養部数学科の二宮先生に心から感謝申しあげる｡

付 録

分岐図は図4のようなものであるが,こ

の分岐図の各項の関係は本文で述べたよう

に,

f(2n,si=f(2n-1,C･;)+f(2n-1,8-三)

で与えられる｡しかしこの漸化式だけから

は一般項を一意的には決められないO-般

項を一意的に決めるためには境界条件

f(0,0)=1

および

- 767-

I4.

/ < 1) く =
ノ t→ ･/ ユ＼2/暮

a 1 2. 3

/刀

/ L＼

4･ 5 之It

CE14. 分 J.え包



加 藤 吉 基

f(2n,0)=f(2n-I,!'

をおかなければならない｡小口40)の著書では,漸化式だけを示していて,これの一般項とし

て,

f(2n,S)
(2n)!(23+1)

(n十9+1)!(n-S)!

の式を与えており, また犬井 41)は,その著書の中で- 条件に相当するものを"3-号ある
いは0のとき,それぞれ (漸化式の )右辺の第 1項あるいは第2項を省く〝と述べている｡大

井のこの表現で町 (0,0)-1を欠いているために, 各項を定数倍したものもまたこの漸化式

と境界条件とを満たしてしまうことになる｡また,境界条件をっけなければ,たとえば2項係

数も,この漸化式をみたしているO (2項係数に対する境界条件は,f(0,0)- 1, f(2n,0)

=2f'2n11,≡))漸化式と境界条件を満たす~般項は

f(2n,S)
(2n)!(23+1)

(n+S+1)!(n-3)!

であるが,さてこの一般項はどのようにして,みつけられたq)であろうか.Heisenbergはこ

の結果だけをかれの強磁性の論文の中で与えて,導き出し方を与えていない｡

この一般項の表式をみつける過程を,私の経験にも基づきながら推定してみる.

(推定1) 2項係数との関係による一般項の表式の発見

これは私の経験に基づく推定であるが,私は3-2n ダイヤグラムの中に, 分岐図の各項の

値 f(2n,S)と,2項係数 2nCn･S とを図のように書き込むことによって両者の関係を兄い出す

ことができた｡すなわち,ある場所の2

項係数の値とそのすぐ上の2項係数の値

との差をとったものが,その場所の分岐

図の項の値になっている｡式であらわせ

ば,

f(2n･.S)= 2 nC n+9- 2nC n･S+1

であるo確かにこうして求めにf(2n,S)

は漸化式ならびに境界条件を満たしてい

ノ⑬
ノ㊤

三ノ≡薫 き…
1 3 年 5- ヱれ

tiIS･ 介 戊回 の頭 の値 (上半円の教)ヒ
2頭 孫 数 o'旭 (下 草l工l仇 敵 )

る｡

(推定2) 物理的考察による一般項の表式の導出
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(n+S)個の原子が上向きスピンの電子をもち(n-3)個の原子が下向きスピンの電子をも

つとき全系の全スピン磁気量子数 szは ∫に等しいが,そのような場合の数は 2nCn.S 通 りあ

るo sZ= ∫+1の状態は 2nCn+3.1通りあるo sz- タ の状態は全スピン量子数が S以上であ

るときにあらわれ, sz-3+1の状態は全スピン量子数が S より大きいときにあらわれるか

ら,前者の場合の数から後者のそれを差し引いたものが,全スピン量子数が∫であるような場

合の数,すなわち,そのような多重項の数に等しい｡このことから

f(2n,S)= 2nC n.S- 2nC n.3.1

がえられるOこれは(推定1)で視察によってえた関係式にひとしい.

勝木は文献 2で,Blochの自由電子の論文42)にふれ, (文献2.p367)Blochがその論

文で,全スピン電子数が ∫ であるような多重項の数が

2∫･+1
fs= 2nCn.Sn+S+1

であることを,初歩的なやり方で群論的手段にはよらないで導出するとことわった上で(推定

2)の方法で導き出していることを指摘し,だとすれば Heisenbergがf(2n,S) の一般項を

求めたのは別のやり方であったらしいと推定している｡

しかし,勝木の推定は正しくない｡Heisenbergは,1926年に文献12.Cにおいて, n電

子系にっいて行なった中で, na個の電子が上向き, np個の電子が下 向きスピンをもっよう

な場合の数は

n !

na!n/9!

となるから,全系のスピン磁気量子数がm,のときの場合の数は

n! n! nα+np - n

㌃ 示 ~(号+-)!(号--'!■ ‥i(na-np)--
通りあるから,全スピン量子数が冊であるような多重項の数は

n ! n!

(号+Tn)!(言-7n)! (号+-+1)!(号｢n-1)!

n!(27n+1)

(;+7n+1)!(i-7n)!
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であると述べている｡したがって,Heisenbegは,すでに Bloch以前に(推定2)の考え方

を自ら導出していたのである｡

注ならびに文献
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3) ∫.Frenkel,"ElementareTheoriemagnetischerundelektrischerEigenschaftenderMetalle

beim absoluteNullpunktderTemperatur"Z.Phys.493ト45(1928)

(発信1928.3,Leningrad;受理 1928.3.30,刊行 1928.6.8)

4) 文献3)･p35の下から2行目からp36の14行目まで
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darstellen,namlichdiejenigezus畠tzlichelektrischeEnergie,welcheinfolgederteilweisen

(eventuellvollstindigerOrientierungderElektronenzustandekommt.

(下線は加藤による)

5) R.H.Fowler,P.Kapitza,"MagnetostrictionandthePhenomenaoftheCuriePoint"Proc.

RoySoc.A124ト15(1929)(受理 1929.3.8,刊行 1929.5.2)

6) P･A.M.Dirac,"QuantumMechanicsofMany-ElectronSystems"Proc.Roy.Soc.A123714-

733(1929)(Cambridge;受理1929.3.12,刊行 1929.4.6)

7) F･Bloch,HZurTheoriedesFerromagnetismus"Z･Phys･61206-219(1930) (発信

1930.1.28, Utrecht;受理1930.2.1,刊行1930.3.29)

8) E.C,Stoner,"TheMagneticandMagneto･thermalPropertiesofFerromagnetics"PhilMag10

27--48(1930) (発信1930,3,Cambridge;刊行 1930,7)
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9) ∫.Dorfman,良.Jaanus,HDieRollederLeitungs-elektronenbeimFerromagnetismusIteil"

Z.phys.54277-288(1929) (発信1928.12.31,Leningrad;受理 1929.2.4,

刊行 1929.4.4)

10)勝木は,文献2)の中で Dorfman と Jaanusの文献9)の論文にっいて解説をしている｡

それによれば,Dorfmanたちは強磁性体の Curie点における比熱のとびに着目し,この

原子あたりの比熱のとびがイオンと伝導電子との寄与から成 り立っとして,伝導電子の寄

与を Thomson効果の測定から実験的に評価し,それと原子あたりの比熱のとびを比較す

ることによって,伝導電子の寄与ならびにイオン殻の部分からの寄与を評価しようという

のである｡ 彼らは Curie点 βでの原子あたりの比熱のとびを次の式で与えた :

AoCa-AoCi+TLAoCe

ここでAoCiはイオン殻からの比熱のとび-の寄与, AoCEは伝導電子 1個あたりの比熱

のとび-の寄与,nは1原子あたりの伝導電子数である｡彼らは熱起電力の測定より

AoCeを評価しようと,した｡そのため金属AとBとで熱電対をつくり,その接合部の温度

がそれぞれTl とT2 だとするモデルを考えたo伝導電子の荷電を6,A,B 内での伝導

電子 1個あたりの比熱をそれぞれCeA,CEB ,熱起電力をEとすれば,Thomsonの理論

によりDorfman-Jaanusの論文の中の式

d2E

eT～ -CEA-CeB
dT2

(D-J.3)

が成 り立つと彼らはいう｡勝木はこの(DJ-3)式をただ引用するにとどめ,この式の導

出法には言及していない｡そこで私はここで比熱と,Thomson理論との関係を明らかに

しておくことにする｡

図のような熱電対において,金属Aと金属Bとの接合部の一方の温度をrl, 他方の温

度をT2(>Tl)とし,単位電流が金属Bにおいて低温か

ら高温に向かって流れるように流れているものとする｡

さて,Peltier効果は, 2種の異なった金属を按合し

て,電流を流したとき,接合部に熱の発生 ･吸収が起こ

る現象であるが,金属AからB-の単位電流を流すときに,

貫竺 ±､Tl
金属A

単位時間あたり発生する熱量

を Peltier係数 wAB で表わすoPeltier効果は可逆的な現象であるので, WAB- 一 方BA
である｡Thomson効果は,温度差 drをもっ均質の導線に,電流 Jを流すとき熱が発生
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する現象で,高温部から低温部に電流を流すとき発生する熱量を〟Jdrに等 しいとおい

て, 〟 を Thomson係数と呼ぶ｡

熱電対に,図のように単位電流を流したとき,この回路に単位時間に発生する熱量と仕

事の和が零に等しいとして

E+(打AB)Tl_- (WAB)T2+JT2(pA-PB)dT- 0 (10-1)Tl

が得られる.ここでEはこの熱電対の熱起電力であるoまた,この現象は可逆であって,

電流が回路を一周したとき,エントロピーの変化がないことから,

(打AB)Tl (NAB)T2

TI T2
+了 2
Tl

(pA-PB)
dr-0

が得られる｡(10-1)をT2で微分し, T2をTとおくと

dE 空重十 (pA-PB)- 0dT dT

同様に, (10-2)をT2で微分し,T2 をTとおくと

d 7FAB PA-PB

dr 7' 7'

(10-3)と(10-4)から,

dE
ZrAB= T -dT

が得られ,これを(10-4)に代入すると

d2E

T諒 =p1-P2

となる｡

(10-2)

(10-3)

(10-4)

ところで,Thomson効果と比熱との関係は,Thomson効果と荷電粒子の集団の流れ

に伴う現象であると見なすことによって明らかとなる｡Thomson効果で発生する熱量は

Q=pJAT

であった.荷電粒子の集団の流れに伴う電流は,粒子数密度をn,荷電粒子の荷電を E,

荷電粒子の平均速度を むとするとき,
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(10-7)

で与えられるOまた,単位時間あたりに発生する熱量Qと-荷電粒子あたりの比熱Cとの

関係は,Ⅳを単位時間あたりの通過粒子数,として,

Q-CNAT- C n vAT-icAT (101 8)
e

である.ここでN- n vおよび(10- 7)を用いた.(10- 6)と(101 8)より

C
/L= -
6

が得られ,これを先に求めた(10- 5)に代入すると

d2E CEA-CeB

が得られる｡この式は先に引用した DorfmanJaanusの式 (DJ,3)と一致する｡

なお,この式を用いての DorfmanJaanusのNiの Curie 点での比熱のとびと解析

には,電子の電荷 Eが負であることから生ずる符号の問題で誤 りを含んでいた10a).した

がって,Dorfman らの解析は理論的には誤ったものであったが,この Dorfman らの

Heisenberg批判が Blochの自由電子の強磁性の論文 (文献11)を生むひとつのきっ

かけとなった10b)0

10a) 文献3の注284参照

lob)文献3 p366

ll) F.Block,"BermerkungzurElektronentheoriedesFerromagnetismusundderelektrischen

Leitfahigkeit"Z.Phys.57545-555(1929) (発信 1929.6.10, Ztirich;受理 1929.

6.21,刊行 1929.9.10)

12) a:W.Heisenberg,"Mehrk6rperproblemundResonanzinderQuantenmechanik"Z･Phys･38

41ト426(1926)(Kopenhagen;受理 1926.6.ll,刊行 1926.8.10)

b:W.Heisenberg,HUberdieSpektraYonAtomsystemennitzweiElektronenHZ.Phys.39

499-518(1926)(Kopenhagen;受理 1926.7.24,刊行 1926.10.26)

C:W.Heisenberg,"Mehrk6perproblemundResonanzinderQuantenmechanikII"Z.Phys.41

239-267(1927)(Kopenhagen;受理 1926.12.22,刊行 1926.2.14)

13) 文献 1, p620,5行目から24行目

14) 文献12.bp509 表4
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15) Heisenberg/によれば,これらのデーターは

S.Werner:NatureFebr1924,NatureOct1925;

H.S.Sch山er:Z.Phys37568(1926),Nature12579(1924),Annd.Phys.76292(1925)

によるものである｡ (文献 12bp509の脚注 )私は自分でレベル間隔を算出したいと考え,

文献の入手を試みて,Wernerの第 1論文 (1924)を除き, これ らの論文を入手 して,所

載のデーターを調べたが, レベル間隔を算出するためには私の入手 したデーターだけでは

不十分であり, レベル間隔を私自身で算出することはできなかった｡

16一般に磁気双極子Ml,M2間の相互作用のポテンシャルエネルギーは,

N-TLT (Ml･M2一笑 (Ml･r)(M2･r))
47T〟or r

で与えられる.rは双極子 1から双極子2-の位置ベクトルである.Ml をZ軸方向にと

り, rとM2 とのなす角度を･0とすると,Uは1重項と3重項の場合に, それぞれ次の

ようになる｡

1重項の場合･･--Ml とM2 とは逆方向を向いているoそしてMl,M2 とrとが垂直に

なる場合がェネルギー極小で,安定である｡したがって 1重項の磁気双極子相互作用エネ

ルギーは,

(-MIM2J-
MIM2

4wpor 3

となる｡

3重項の場合･--Ml とM2 とは同 じ方向を向いているoそしてMIM2 とr とが平行

になる場合がェネルギー極小で,安定である｡したがって 3重項の磁気双極子相互作用エ

ネルギーは

‡MIM2-3MIM21
MIM2

となる｡

したがって,1重項と3重項間のレベル間隔を磁気双極子によると養えた場合には,

∂EM-,U T-USl=
MIM2

とな りM133M2-～1pB r-1A ととると
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(1.2×10ー24)2

∂EM方
4X3.14X4X3.14XI0-7xl0-30

=0.9×10~23J=0.65K

となる｡

17)文献12a

18)文献12a,p413,下から4行目

19) W.Heitler,"ZurGruppentheoriederhombopalarenchemischenBinding"Z･Phys･47835-

858(1928) (発信1928.1.25, G6ttingen;受理 1928.1.28,刊行1928.3.30),

p838 脚注

20)文献 12a p417 図3

21)文献 12a p418 図4

22)Heisenbergは,系 aとbとの交換に対して対称な関数と, 反対称な関数および対称な

演算子 fで作られる積分

Jfi(Pnaか pmapnb)(pnapnb-rnaPnb)dT
と,この系 aとbとを交換した積分

Jfi(Pnbrna･PnbPna)(pnbpma一gmbPna)dT

を作ると,これらの積分の値の絶対値は等しく符号は逆であるが,本来,両積分は等しく

なるべきものであるから,結局,両積分とも零であることになり,よって2つの部分系が

結合しないと結論づけた｡

23)文献 12a p422 図5

24)文献 12b

25)文献 12b p508 表3

26)本論文 p7の ∂EとA∂との比例関係と∂Etま2H′(vu'wv)は等しいことから

2Hl′(vw,wv)-Rh(Z-1)24 2A∂
n

3

n

A∂ -
Rh(2-1)2

Hl′(vwwv)

27)文献 12b p509 表4.

28)Curie点が1000K程度であることから,分子場の大きさを
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kT～ pBH

として評価すると, T～103K,k～10~16erg･K pB～10~20erg･Gsであるから

H～107oe

となる｡また分子場の大きさを,分子場が半古典的磁気双極子相互作用によって生ずるも

のとして評価すると,

-p･H-

より

p･jL' 3(jL･r)(JL/･r)
r
3 5

γ

〆

H=rr -
γ

～loth

3(p'･r)r

γ

となる｡ここでJL'-10-20e,g･Gs, r～1018cmであるとした｡したがって分子場の原

因が半古典的磁気双極子相互作用であると考えたのでは,実験的に評価された分子場の大

きさの数千分の1程度にしかならないのである｡

29) 文献 3

30) W.Heitler,F,London,"WechselwirkungneutralerAtomeundhom6opolareBindingmachder

QuantenmechanikMZ.Phys.444551472(1927) (発信1927.6, Ztirich;受理 1927.

6.30,刊行 1928.8.16)

31) 文献 19
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