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Discrete quantum subgroups of complex semisimple 

quantum groups 

理化学研究所数理創造プログラム 北村侃＊

Kan Kitamura 

RIKEN iTHEMS 

本稿では，複素半単純Lie群の離散部分量子群の分類について [9]の結果を述べる．なお，

本稿を通じて特に断らない限り，ベクトル空間の係数体はCとし，位相空間には Hausdorff

性を仮定する．

1 局所コンパクト量子群についての用語

作用素環を用いた量子群の定式化である，局所コンパクト量子群についての用語を本節に

まとめる．

定義 1.1.M を単位的，結合的な C上の代数とし，完備なノルム 11-11および反線形の反自
己同型(-)*:M →M であって(-)＊＊ ＝i知なものが付随している状況を考える．

• M=(M,||-||，（一）＊）が単位的C＊環とは，全ての a,bEMについて， llab||:::;llallllbll 

かつ llaa*II = llall2となること．
• M = (M,||-||，（一）＊）が vonNeumann環または W＊環とは， C*環で，さらに

Banach空間 X であって， M がX の双対空間になるようなものが存在すること．こ

のX はもしあれば唯一で， M の前双対と呼ばれ M＊としばしば書かれる．

定義 1.2.M, N をvonNeumann環とする．

•単位元を保つ C 代数としての準同型 f:M → N が＊準同型とは，全ての aEM  

について f(a*)= f(a)＊となること．＊準同型 fが正規であるとは，連続線形写像
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g: N*→M*でg*= fとなるものが存在すること．
● w EM*を有界線形写像 M → C とみなしたとき， W が M の正規状態とは，
w(lM) = 1かつ全ての aEMについて w(a*a)2': 0となること．

Von Neumann環の族 (M心 Iについて，（vonNeumann環と正規＊準同型がなす圏での）

直積rr疋IMiは， Miたちのだ直和 {(a心 II ai E Mi, ll(ai)iEIII := supiEI|加||＜ (X)｝ 
により与えられる． VonNeumann環 M,Nの， vonNeumann環としてのテンソル積も考

えることができる．これば慣習的に MRNと表され，代数的なベクトル空間としてのテン

ソル積 MRNを((MRN)＊についての）弱＊位相で桐密な部分代数として含む．

例 1.3.X とYを測度空間とすると， L00(X)はvonNeumann環で， L00(X)*~じ(X)

となる（厳密にはXがぴ有限でないときにはL00(X)の定義は少し工夫が必要であるが，こ

こでは深く触れないことにする）． L00(X)の正規状態は， X上の非負値な可測関数でLlノ

ルムが1のものと 1対1に対応する．テンソル積について， L00(X)RL00 (Y)竺 L00(XxY)

となるこの意味で， vonNeumann環は測度空間の非可換な一般化とみなせる．

なお， Hilbert空間 Hの上の有界作用素全体 B(H)は（作用素ノルムと共役演算につい

て）vonNeumann環である．任意の vonNeumann環 M はある Hilbert空間 Hで B(H)

のvonNeumann部分環として実現できる（つまり，ある単射な正規＊準同型 M→B(H)が
存在する）．これらの作用素環の基本的な事項については，教科書 [14]などを参照されたい．

例 1.4.Gを局所コンパクト群とし，その左ないし右 Haar測度をそれぞれ hz,hrとおく．

すると， L00(G)はvonNeumann環で，次の well-definedな正規＊準同型をもつ：

△a: L00(G)→L00(G X G)~ L00(G) R L00(G). 

f →[(g1, 92)f----+ !(9192)] 

この△G はGの二項演算を L00(G)の言葉で書き換えたものとみなせる．

また，り，ゆ： L00(G)＋→ [O,(X)］を¢ := f0(-)dhz,および心：＝ f0(-)dhrと定義してお

くと，のや心は GのHaar測度の情報をもっている．

この四つ組 (L00(G)，△a,¢，ゆ）は次の定義で述べる条件を満たしている．

定義 1.5(Kustermans-Vaes [10, 11]）．局所コンパクト量子群とは， vonNeumann環 M

と正規＊準同型△G:M→M◎M からなる二つ組 G=(M，ふ）で，次を全て満たすもの．

・凸は余結合的．つまり，（△G@id叫△G= (idM＠△叫△Gが成立する．

•写像の，心： M+:={a*alaEM} → [O,(X)］であって，次を満たすものが存在する：

-Mの正規状態の非負実数倍からなる族 <I>CM*であって，全ての aEM+につ

いて rp(a)= SUPwEがw(a)となるものがある．心についても同様．
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特に，の(0)= 0かつ ¢(sa+tb)= sの(a)+t¢(b)が全ての a,bEM+, s,t E (O,oo) 

について成立

ー全ての 0-/-a EM+について，の(a)>〇＜ゆ(a).

ーの―1([0,oo)) CM十の生成する線形空間が M の中で弱＊位相について槻密．心

についても同様

ー全ての aEM十と正規状態 w € M＊について， ¢(wR id叫△瓜a)＝¢(a)と

心(idMRw)ふ (a)=心（a)が成立

このとき，形式的に L00(G):= M と書くことと約束する．また，△G のことを Gの余演

算と呼ぶことにする．さらに，上の条件を満たすのと心は正の実数の掛け算を除いて唯一

となることが知られており，それぞれ Gの左ないし右Haar荷重と呼ばれる．

なお， 2つの局所コンパクト群G,Hについて， G とHが位相群として同型であること

と，ある正規＊同型（正規＊準同型で全単射なもの） Loo(G)竺 L00(H)であって余演算を保つ

ものが存在することは同値であることが分かっている [2,11]．なので，上の定義は測度論的

な見た目だが，位相群としての局所コンパクト群の拡張になっている．実際，局所コンパクト

位相空間の非可換化に相当する C＊環を使っても上と同値な局所コンパクト量子群の定式化

を与えることができる．しかし以降での記述を簡潔にするために，本稿ではvonNeumann 

環側の言葉で話を進めることにする．

もともと， Pontryagin双対の非可換な拡張が局所コンパクト量子群を考える動機の一つで

あったそれぞれの局所コンパクト量子群 G= (L00(G)心叫に対して， Pontryagin双対

の一般化にあたる立ち位置の局所コンパクト量子群 G=（LOO⑥)よ怜）が存在する．これは

G竺 Gを満たす．

注意． Gを局所コンパクト量子群とする．

• Gが局所コンパクト群で例 1.4のようにして与えられることと， Loo(G)が環として

可換になることは同値．

• Gがコンパクト量子群であるとは，の(1)< 00>心（1)となることとする．

• Gが離散量子群であるとは Gがコンパクト量子群となることとする．

定義 1.6.局所コンパクト量子群 Gの閉部分量子群とは，局所コンパクト量子群 H と単射

な正規＊準同型 L:LOO直）→LOO⑥)がなす二つ組 (H,i)であって△GL=（パ;L)△月とな

るものとするこのとき， i:H→ G とも書く．また，そのような (H,l)が2つ与えられた

とき， L°°(G)内の像 i(L00(H))が一致するものについては同じ閉部分量子群を与えるもの

とみなすことにする．

閉部分量子群し： H → Gで， H がさらに離散量子群にもなっているとき，（H,し）を G
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の離散部分量子群という．

G, H を局所コンパクト群とする． すると， Loo⑥)は G の左正則ユニタリ表現の

B(L2(G)）内の像により生成される B(L2(G)）の vonNeumann部分環となる．このとき，

連続群準同型 H→Gが Gのある閉部分群への同相になっていることと，その連続準同型
がwell-definedな単射正規＊準同型 L00(H)→LOO⑥)を誘導することは同値であることが，
Herz restriction theoremの帰結としてわかる (cf.[5]). 

定義 1.7.Gを局所コンパクト量子群， M をvonNeumann環とする． M への右 G作用

とは，単射正規＊準同型 a:M→MR L00(G)であって (aゑidL=(G))a= (idM R△G)a 
となるもののこととする．

このとき， G作用の不動点環を M°':={a EM  I a(a) = a⑱1い (G)｝により定義する．
これは M のvonNeumann部分環である． aがエルゴード的とは Ma=C1Mとなること

とする．

同様に， M への左G作用とは，単射正規＊準同型 a:M→L00(G)ゑM で (id応 (G)忌
a)a =（△GゑidM)aとなるもののこととする．

局所コンパクト量子群 Gの余演算△Gはいつでも L00(G)自身への左／右G作用を与

える． Gの閉部分量子群 (H，し）について，右G作用△Gの Hへの“制限’'にあたる右H

作用△l:L00(G)→L00(G)◎L00(H)を考えることができる．群のときのアナロジーから，
L00(G/ H) := L00(G)△しと書くと，凸が L00(G/H)への左G作用を再び与える．

2 複素半単純 Lie群の q変形の離散部分量子群

量子群の興味深い例として，半単純Lie環 gの普遍包絡環 U(g)のDrinfeld-Jimboによ

るq変形恥(g)がある．コンパクト半単純 Lie群 K の表現論は，対応する Lie環の普遍

包絡環の表現論におおむね対応するように， Uq(g)の作用素環的な描像は K の量子化にあ

たるコンパクト量子群を与えるもともと， K= SU(n)の場合にこのコンパクト量子群は

Woronowicz [17]によって構成され，作用素環的な量子群論が創始された．一方，コンパクト

Lie群の量子化とは別に複素半単純Lie群の量子化にあたるものを作用素環的に与えること

ができ，（コンパクトでない）局所コンパクト量子群として興味深い例を与えている．

例 2.1.1-連結なコンパクト Lie群 K について， Gを K の複素化とし， g:= Lie(G)と

おく．

各パラメーター O<q<lについて， gの普遍包絡環 U(g)のq変形島(g)を考える．そ

れぞれのdominantintegralウェイト入 E几に対し， Verma加群の Uq(g)加群としての既

約商v入は有限次元で，カノニカルな内積をもつ．すると，コンパクト量子群 Kqであって，
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その Pontryagin双対氏について， L°°(氏）竺TI入EP+B(V;りで，△Rqが恥(g)の余演算
により誘導されるようなものが存在する．

Von Neumann環 M,Nについて，正規＊同型 a:M@N→N@Mをa(a@b):= b@a 
で定める． u*u= lM = uu*となる uEMのことをユニタリという．

定義 2.2([18, 3]）．局所コンパクト量子群 Gについて，ユニタリ w0E L00(G) R L00(G) 
であって，（△G忌id)(Wり＝ （（ぴ蕊 id)(lR Wり）（1RWG)かつ (id蕊△c)(Wり＝

((id加）（W鱈 l))(W疇 1)を満たすものが一意に存在する．

このとき， D(G):= (L00(G)@L00(G), (id如 AdW鱈 id)△尋△6)はwell-definedな
局所コンパクト量子群となり， GのquantumdoubleやDrinfelddoubleと呼ばれる．

例 2.3.K を 1ー連結なコンパクト Lie群とし， GをK の複素化とする．実数 O<q<lに

ついて， Gq:= D(Kq)とおき， Gの量子化とみなすことにする．

この構成の解釈の一つは， Iwasawa分解 G = KANが与える Manintriple 

(Lie(G), Lie(K), Lie(AN)）の量子化である (cf.[8]）．適切な凸を付け加えた局所コンパ

クト量子群の（C＊環の）“連続な’'族 (Gq)O<q9を作る方法がいくつか存在し [12]，作り方に

よってらは G 自身や Cartanmotion group K 区Lie(K)vとしてとることができる． Gq

のユニタリ表現論については，［13,1, 15]などを参照のこと．実半単純Lie群の量子化の作

用素環的な描像についてはいくつかのアプローチが存在する．最近，複素化の量子化の余イ

デアルによる定式化が提案された [6].

例 2.1において， K の極大トーラス T を自然に Kqの閉部分（量子）群とみなすこ

とができる．特に， K の中心 Zを Kqの離散部分（量子）群とみなせるまた， P,Q 

をそれぞれ gのウェイト格子，ルート格子としたとき，各 XEZ竺 P/Qについて
LOO（応；x):= TI入EP+B（応）とおく．これは Loo(Kq)= nxEP/Q £00（瓦；x)を満たす

入十Q=x
ことに注意．すると Kq/Z:= (L00(Kq/Z)，△氏）はwell-definedなコンパクト量子群であ

--- --- ^ 
ることが示せる．なお， L00(Kq/Z)竺LOO（瓦；12)であることに注意．特に， KUZは Kq

の離散部分量子群である．以上の記号の準備の下で， Gqの離散部分量子群を次のように分類

できる：

定理 2.4([9］）・ 1-連結なコンパクト Lie群 K,その複素化 G,実パラメータ O<q<lに

ついて， 1-連結なコンパクト単純Lie群 K1,・・・,Knを用いて K=TI Kkと分解し，各
k=l 

JC {1，・・・，n}に対し KJ:= TI Kkとおく．このとき，名の離散部分量子群rと次の
kEJ 

データからなる四つ組 (J,S,F,f)との間に全単射が存在する． Jは {1,・ ・ ・,n}の部分集

合， ScTはK の極大トーラスの有限部分群， FCZJはKJの中心のPontryagin双対の

部分群， f:F→T/Sは群準同型．そのような (J,S,F,f)に対し，対応する rは次の von
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Neumann環（と自然に付随する余演算）で与えられる：

Loo(r) = IIだ (f(x)S)R L00（凡，q;x). 
xEF 

特に Lie(G)が単純なときは，伍の任意の離散部分量子群rについて， dimeL00(I') < oo 
—-•- -―→一であるか， Kq/Zが rの離散部分最子群で dimeLOO (r / (K q I Z)) < CX)を満たすものになっ

ているかの，少なくともどちらか一方が成立する．（よって，rは自明群か Kqのどちらかに
"commensurate'’であることになる．）

群の場合は， Margulisによる超剛性の理論のおかげで，実ランクが2以上の半単純Lie群

（と，いくつかのランク 1のLie群）の任意の既約な格子は arithmeticであることが証明さ

れている (Margulis'arithmeticitytheorem)．一方で，量子群の場合に定理2.4のような分

類ができる本質的な理由としては，離散量子群 Kqがunimodularでないという事実（これ

は群でない離散量子群に特有の現象である）が，離散部分量子群の存在に大きな制約を与え

ることが挙げられる．ここで，局所コンパクト鼠子群が unimodularであるとは，その左

Haar荷重が右Haar荷重の条件も満たしていることとした．結果として， Gの場合と比べて

仇の離散部分量子群の構造はずいぶん簡単なものになってしまう．

もともと定理2.4は， Gqに対する格子の類似にあたる現象を探す上での最初のアプロー

チとして示したものである．現時点では，量子群に対する格子の類似概念の定式化として決

定的なものは存在しないが，次のものが [4]において提案されている．

定義 2.5(Brannan-Chirvasitu-Viselter [4]）．局所コンパクト量子群 Gの離散部分量子群

し： r→Gが[4]の意味での格子とは，正規状態0E L00(G/r)＊であって (idL=(G)R0)△G= 
0(-)lL=(G)なものが存在することとする．

[4]により， unimodularな離散量子群 rはD(r)の [4]の怠味での格子になっていること

が確かめられている．残念ながら， unimodularではない rについては次の否定的な結果が

ある．

命題 2.6([9]）．離散量子群 rについて， D(r)が［4]の意味での格子をもつならば， rは

unimodular（上で述べたように，その逆も成立することに注意）．

特に， 1-連結なコンパクト Lie群 K と実パラメータ 0< q < lについて， D(Kq)（竺

D(Kq)＝ら）は [4]の意味での格子をもたない．

群の場合は，局所コンパクト群 Gの格子は Gの等質空間で G不変な確率測度をもつもの

と対応していたしかし，非可換な場合では，局所コンパクト量子群 Gはエルゴード的な G

作用をもつ vonNeumann環で，閉部分量子群 H について G/Hと表すことができないよ

うなものの存在を許すことがある．なので， vonNeumann環へのエルゴード的な Gq作用
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で伍不変な正規状態をもつようなものを考える意味は依然としてあり，実際に次のような

例が存在する．

例 2.7.O<q<lに対する SLq(2,q = D(SUq(2)）を考える．もし N:=(q+q―1戸が
整数なら（これは必ず4よりも大きいことに注意），ある vonNeumann環 M へのエルゴー

ド的な左SLq(2,C)作用 aであって，（id⑳0)a= 0(-)1を満たす正規状態 0EM*が唯一

あるようなものが存在する．

これは，量子対称群 S心と呼ばれるコンパクト量子群 [16]に関するいくつかの結果を組

み合わせることで観察できる．議論の概略を簡単に述べる．まず，上のような (q,N)に対し，

stとS0q(3)が同じ表現圏をもつことが知られており，このときエルゴード的な左S0q(3)
作用をもつ vonNeumann環 P を与えることができる [7]．ここで， S0q(3)はコンパクト

量子群で，定理 2.4直前の記法にならって S0q(3):= SUq(2)/Zと定義されるものとする

（ここでの ZはSU(2)の中心）．次に， Miyashita-Ulbrich作用と呼ばれる点うq(3)のPヘ

の作用を組み合わせることで， Pへの S0q(3)作用を D(S0q(3)）作用に延長できる．そし

て， 離散部分量子群威入(3)→亙互(2)のquantumdoubleから誘導される， D(SUq(2))
D(SU0(2)) 

作用をもつ vonNeumann環 M :＝ Ind q Pが求めているものであることが，§点が
D(S00(3)) 

unimodularであることと以上の構成から確かめることができる．

不変正規状態をもつ SLq(2,C)のエルゴード的な作用の分類や，他の複素半単純Lie群 G

に対する同様の例を見つけることは興味深い問題である．
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