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1 はじめに

本稿は，山路哲史氏（神戸高専）との共同研究に基づく．本稿では投稿準備中の [9]の

内容について予報 (announcement)をするとともに，せっかくの講究録であるため，投

稿論文ではあまりしないような表現を用いてでも著者の考えをよりかみ砕いて記してみ

たい．

1986年に Axler[l]によって，正則関数ゃの複素共役をシンボルとする Bergman空間

上の Hankel作用素が有界であることの必要十分条件は関数ゃがBloch関数であること，

正則関数ゃの複素共役をシンボルとする Bergman空間上の Hankel作用素がコンパクト

であることの必要十分条件は関数ゃがlittleBloch関数であることを示し，函数論の対象

の一つと思われる Bloch関数にある種の作用素論的な特徴づけを行った．この結果を 1

つの大きな源流＊1として様々な設定下で Hankel作用素に限らず様々な作用素の有界性，

コンパクト性等の特徴づけ問題が考えられている（例えば Ohno-Stroethoff-Zhao[4]).

Axler[l]によるシンボルを持つ作用素による Bloch閲数に対する特徴づけという考え方

を基にして，polyanalyticfunctionに関するlittleHankel作用素の有界性についての特

徴づけ問題を通して，polyanalyticfunctionにおける Bloch型関数とでも呼ぶべき関数

をHankel型の作用素の特徴づけ問題から与えてみようとなったことが，本稿の内容の

動機となる．一般のpolyanalyticfunction of order nについてはまだ得られていないが

n=2のときに限って Axlerの結果に類する結果を得られたため，本稿ではその結果を紹

介する．

*1さらに以前からこの手の作用素の特徴づけ問題がないわけではないが， 1986年以降から爆発的に流行し

た発端であると認識している．
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2 設定と主結果

ID)を複素平面 Cの開単位円板とし，自然数nに対し， An(IDl)を1D)上のpolyanalytic

functions of order n（もしくはn-analyticfunctionsと表す）全体の成す空間とする．つま

り，ん（ID)）は0万＝ 0をみたす関数のなす空間とする．このとき， n-analyticBergman 

space吐を

吐：＝ An(lD))n L2(dV) 

と定義する．ここでdV(z)= dxdyである． A;は再生核ヒルベルト空間であることが知

られており（例えばBalk[2],Ramazanov[7]などを見よ）， A;の再生核を Kn(z,w)と書

くことにする．すなわち，fEA;は

f(z) = 1的 (z,w)f(w)dV(w) 
lill 

という表示を持ち，び(dV)から A;への直交射影几は

叩 (z)=J応(z,w)f (w)dV(w) 
lill 

と表される．また，~:=｛『：f EA訂とする．元：も再生核ヒルベルト空間である．特

に，その再生核は A;の再生核の複素共役であり， Kn(z,w)= Kn(w,z)である．よっ

て，び(dV)から万への直交射影瓦は

瓦f(z)= 1広 (w,z)f(w)dV(w) 
lill 

と表される．特に n=lのときはArは通常の Bergman空間であり，よく使われる記号

A2 := Ar, K(z,w) := K1(z,w)およびP:=代を用いることにする．シンボル関数¢
に対し，がから (A2叶への Hankel作用素Hepおよびがから元へのlittleHankel作

用素加をそれぞれ

H』 =(I-P)Mcpf, h』 =PM』(fE H00) 

によって定義する (denselydefined). ここで Mcpは掛け算作用素M』＝四fである． 1

つ注意することとして， Hardy空間H2('IT')においても直交射影を考えることで同様に射

影と掛け算作用素を用いて Hardy空間上の Hankel作用素，littleHankel作用素を考え

ることができる（むしろ此方からのアナロジーでBergman空間における Hankel作用素，
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little Hankel作用素を考えている）が，び（T)＝炉(11')+ H心）であるため， Hardy

空間上の Hankel作用素とlittleHankel作用素は一致する＊2.Bergman空間においては

Harm(][J)) nび(dV)= A2①zA2 s;;び(dV)であるため， Hankel作用素とlittleHankel 
作用素は違う作用素である． A2から定数関数の成す 1次元空間への射影をQとすると

[P -Q]Mcp -< Hep,つまり ([P-Q]Mcp)*[P -Q]Mcp：：：： H;Hcpとなる．

Axler[l]は次の結果を与えた．

Theorem 2.1 [1] 

臼がとする． Hankel作用素H乞尼→ (A2叶が有界であることの必要十分条件はゃ

がBloch関数であることである． Hankel作用素H百： A2→ (A2)..lがコンパクトである

ことの必要十分条件は¢がlittleBloch関数であることである．

ここで，正則関数ゃがBloch関数であるとはsup(l-lzl2) lc.p'(z)I < ooをみたすことで
zEIIli 

あり，正則関数ゃがlittleBloch関数であるとは lim (1 -lzl2) lc.p'(z)I = 0をみたすこ
因→1-

とである．

一方で， Bonami-Luo[3]によって次が示されている．

Theorem 2.2 [3]*3 

ゃ€がとする．little Hankel作用素加： A2→元が有界であることの必要十分条件は

ゃがBloch関数であることである．

n-analytic functionに関するlittleHankel作用素 hcp,n: A2→涌を

加，nf(z)＝冗M』（z)= J応(w,z)f (w)c.p(w)dV(w) 
IIli 

と定義する．このとき， hep-< hcp,nであり，びから有限次元空間span{l,z, z叉・・.,zn-1} 

への射影をQnとおくと，［Pn-Q』Mcp-<凡をみたす．したがって， hcp,nは有限次元

作用素の差を除いて考えればPeng-Rochberg-Wu[6]による middleHankel operatorで

あるといえる．そのため，ゃ€がとするとき， h百，n が有界であることの必要十分条件は

ゃがBloch関数であることは上記の定理たちから明らかである．

本稿では， n=2に限りゃが 2-analyticfunctionであるときに h百，2の有界性の特徴

*2ここでは本筋と関係ないため無定義で話をしてしまっているため，流儀によっては多少（定数関数の成す
1次元空間への射影分）ズレるかもしれないが本質的には一致する．

*3 Bonami-Luo[3]は定義域，値域を LP,びとして考察している．今回はL2-L2有界性のみを記述し
た．
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づけの結果を紹介する．注意することは， Hankel作用素 H亨と Hepの両方が有界である

ことの必要十分条件はシンボルゃがBMOaに属することであり（例えばZhu[ll]を見

よ），ゃが正則の場合，つまり Axler[l]の結果はこの事からも得られる．ゃがpolyanalytic

functionの場合はこのことからただちに Axlerの結果に類する有界な Hankel作用素H<iS

の特徴づけが得られなかった＊4. そのため，まずは middleHankel operatorと見なせる

加，2：が→通について Axlerの結果に類する特徴づけを得ることを目指した．

結果について記述するために，lD)上の 2-analyticfunction <pの表示についての復習を

する． 2-analyticfunction <pに対して，lD)上正則な関数<po平 1が存在して，

<p(z) = <po(z)＋如1(z)

と表すことができる．ここで，この表示は一意的である．また， mは正則関数凸によっ
て<p1(z)=a-z釘(z)と表示することができるため，

<p(z) =ゆo(z)+ a乏十 (1-lz臼）1/;1(z) (1) 

と表示される．ここで心O(Z) ='{JO (Z)-ゆ1(z)であり，心oも正則である．この表示は，

Pavlovic[5]によって提示されているpolyharmonicfunctionに対する Almanzi分解の亜

種とでも呼ぶべき表示となっている．表示（1)をされている関数ゃについて， h亨，2の有

界性を特徴づけを与えたものが次の主結果である．

Theorem 2.3（主結果) ]D)上の 2-analyticfunction'Pは正則関数心o，ゅ1と定数 aを

用いてゃ（z)＝ゆo(z)+ a乏十 (1-lz已）1/J1(Z)と表示されているとする．このとき，
h亨，2:が→可が有界であることの必要十分条件は心oがBloch関数かつ叫 E炉をみ

たすことである．

ここで， a>Oに対して， Blochtype space B°'は

llfll := sup(l -lzl2)°'lf'(z)I < 00 
zE]]J) 

をみたす正則関数f全体の成す空間である．シンボルが正則関数の複素共役のときは

a=Oかつ妬（z)三 0の場合であり，まさしく Axler[l]とBonami-Luo[3]の結果からた

だちに導かれることに他ならない．主結果においてはシンボルについて (1-lzl2)W1 (z) 

の項も考え，叫€炉という条件が現れるが， Zhu[lO] によりこの条件は (1- lzl2) lw1(z)I 

*4著者の技術上，現状では得られていないだけでゃがpolyanalyticfunctionの場合に Hvの有界性の特
徴づけを与えることができないという意味ではない
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が有界であることと同値であることがわかっているため，条件化 E炉は該当のパート

が有界であることを要請している条件である．証明はBonami-Luo[3]やT.-Yamaji[8]と

同様の議論展開を行う．シンボルが正則関数の複素共役でないことにより生じる問題は作

用素の性質から 2つの関数ゆo，仇の情報を引き出す部分にあるが， Pavlovic[5]によって

得られている（1)と分解した際の関数たちの関係を用いることによって解決した．

n=2の時以外でも同様の特徴づけ問題を設定することは可能であり同様の結果が得ら

れるのか？が今後の課題である．
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