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概要

本研究は早稲田大学の杉本奨吾氏との共同研究である． Key多項式はDemazure加
群の指標である． Key多項式の組み合わせ論的表示公式は， Lascoux-Schiitzenberger
[LS90]のヤングタブローによる公式と Kohnert[Koh91]のKohnert図形による公式
に加えて， Assafの半標準keyタブローによる公式が知られている． Assafの公式の別
証明を得ることができたので，それについて報告する．

1 概要

本研究は早稲田大学の杉本奨吾氏との共同研究である． Demazureは[Dem74]におい

て “Demazure加群’'を導入し， Weylの指標公式を一般化する形でその指標を記述した

A型の場合にその指標はKey多項式と呼ばれている． Lascoux-Schiitzenbergerは[LS90]

において， ‘‘standardbases" (cf. [RS95]）という名の下にそれらを調べ，半標準Youngタ

ブローによる公式を得た

Key多項式の組み合わせ論的な表示公式としては，当初Kohnert[Koh91]のKohnert図

形による公式も知られていたが，最近になって Assaf[Ass18]も，半標準Keyタブローを

導入し別の組み合わせ論的公式を得た．本稿では，このAssafのKeyタブローによる公式

の別証明が得られたので，それについて報告する．組み合わせ論的に比較的すっきりした

議論なので，別証明として興味を持っていただければ幸いである大筋の流れを説明する

ことにし，詳細は改めて執筆するのでそちらを参照されたい．

Assafのもともとの証明は，半標準Youngタブローの標準化と FundamentalSlide多項

式 (Assaf-Searles[ASl 7])への分解に基づく．我々の証明は， Wachs[Wac85]による旗付

きSchur多項式のYoungタブロー表示（あるいは行列式公式）の証明にヒントを得ている．

具体的には， Key多項式がDemazure作用素によって帰納的に定義されるので， Demazure

作用素がKeyタブローにどのように作用するか調べることによって，帰納的な証明を可

能にした
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2 定義および定理

正の整数nを決めておく． n個の非負整数の列0:= (0:1, 0:2, ・ ・ ・, O:n)を (weak)compo-

sitionと呼ぶ i> nに対しては， O:i= 0と仮定する．これらの compositionたちには，

［川：＝ ｛1,...,n}の置換群品が右から作用する．すなわち

aw= (aw(l), aw(2),..., aw(n))-

と考える．非減少な composition，すなわち 0:1~ ・ ・ ・ ~ O:nであるような compositiona 

を分割 (partition)と呼ぶ． n個の変数X= (x1,X2, ・..，%)の多項式環を Z[x]と記す．こ

れには置換群品が変数を置換するように作用する．すなわち，多項式f(x)E Z[x]と置

換 WE品に対し，

w(f(x1,..., Xn)) := f(xw(l),..., Xw(n)) 

とする． iE [n -1]に対し， Demazure作用素mを次のように定める．

叫!):=
xd -si(xd) 

Xi -Xi+l 
(2.1) 

ここで，今 E品は iとi+ 1だけを入れ替える互換である． 古典的な差分商作用素

oi = x;—圧1 を使えば，叫J)= oi(x』）のように表すことができる．これより， T』＝ f 

がfが叩と叫＋1に関して対称であることを意味することや，関係式

納帰の下以の式項多y
 
e
 

k
 

9

9

 

ヽ

ー

／

ま

,
1
 

•• 

質

2
 

生，
 
の

n
 

•• 

ら

E
 

）

れ

.t 

2
 

＇ー、1

>

＿

こ

＋
 

，
 

、
＼
ー
／

る

叶

m
j
l

• 

• 
t

-

き

-

T

 1

.

t

 

＋

（

で

n
 

•• 

.es-

E

T

ゞ

．t
-

―

叩

ヵ

(

．

J

と

.t

叩

T

こ

＋

る

T

1

=

 叩

巧

め

＝
 

2
.
t
 

ヵヽ

T

m

m

 

ー

確

こ,1
 
易容まヽとこすた満を

(2.2) 

的な定義を可能にする．

定義 2.1.composition a= (0:1,...,%）に付随した Key多項式％（x)は， aが分割なら

ば％：＝呼とするもし分割でなければ， m＜ a2+1となる添字iが存在するので，

Ka(x) :=叫Kc,8,(x)) (2.3) 

と定める．
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例 2.2.入＝ （2,1,0)とすると， K入＝xf四であり，以下のように計算できる．

2 2 
"'(1,2,0) = 1r1(K,入） ＝町四十 X1X29 2 2 

叩，0,1) = 1r2("'>-)＝叫四十 X笠3,
2 2 2 2 

図1,0,2) = 1r2(r.(1,2,o))＝叫咋＋叫祁＋ X1四＋ x心 2四＋ 11%, 
2 2 2 2 

叩，2,1) = 7fl (r.(2,0,1)) ＝叫咋十 X1X~+ xfx3 + X心 2四＋ 1呼 3,
2 2 2 2 2 2 

叩，1,2) = 7fl ("'(1,0,2)) ＝叫咋十 X1X~+ 2x立 2勾十 X1%＋叫四＋四四十四砂

2.1 半標準Keyタブロー

a=  (a1,...，%）を compositionとする． aの形のダイアグラムとは，集合 {(i,j)E 

[n] x [n] I 1 ~ jさ°'i}のことで，この集合のそれぞれ元 (i,j)を箱と呼ぶ．実際には，下
から数えた i行目にm個の箱を左詰めに並べた図形を考えている． aが分割の場合は，古

典的なヤング図形を表している．

定義 2.3([Ass18] p.8781 (cf. [Ass17])). aの形の（半標準）Keyタブロー Tは， aのダイ

アグラムのそれぞれの箱に正の整数を，下の条件を満たすように一つずつ与えたもので

ある．

(Kl)各行は右に非増加；

(K2) i行目に使う数字は最大iまで；

(K3)各列において，各数字は最大一回まで使用可能；

(K4)ある行において数字aが数字bより上にあったとするもし a<bならば， bのすぐ

右に箱があって，そこに入る数字cはa<cを満たす．

aのkeyタブローの全体を SSKT(a)と表す． keyタブロー Tに対し， T(i,j)を箱 (i,j) 

に入れた数字を表すことにする また， keyタブロー Tに対して，対応する単項式を

丑：＝ 1化字・・・ Xかで定める．ここで TiはTに使われた数字iの個数である．

例 2.4.a= (1, 0, 3, 2)のダイアグラムと，いくつかのkeyタブロー Tとそれに対応する

単項式立をここに記す．

戸 T 麟 麟 麟 [
 

T 2 2 
x x1x2X3X4 

2 2 
X1x2X3X4 

3 2 
X1X3x4 

2 2 2 
X1x2X3 
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次の公式はAssafによって [Ass18]で証明された本稿では下記の命題2.6に基づいた

別証明を解説する．

定理 2.5([Ass18] Proposition 2.6 (cf. [Ass17])). 

知 (x)＝区五 (2.4) 
TESSKT(a) 

Proof．式（2.4)の右辺を Ka(x)とかく． aの上昇数aをa:=tt{(i,i + 1) I ai <年＋1,i E 

[n-1]}とする．この aに関する帰納法を使う． a=Oの時はaは分割なので，定義より

％ ＝呼である．この時， aのkeyタブローは条件 (K2)より i行目にiを入れるしかない

ので， Ka＝研がわかる．次に， a>Oを仮定し， ctt<山＋1となる tE [n -1]を選ぶ．こ

の時，式 (2.3)と命題2.6により，

邸＝ 1ft("'asJ= 1ft(KasJ = Ka 

となるただし，真ん中の等式は帰納法の仮定に基づく． ロ

命題 2.6.0:=(0:1,...,0:n)をcompositionとし，ある tE [n -1]に対し at< at+1を仮

定する．この時，

Ka= 1rtKast 

が成り立つ．

3 keyタブローにおけるtとt+lの配置

命題2.6の証明の要は， keyタブロー Tにおいて tとt+lがどのように配置されうる

かを分類したところにある．以下， t':=t+ 1とおく． aあるいはa'のkeyタブロー Tを

考え， tとt'が入っている箱を活箱と呼ぶことにする．活箱の配置を調べる上で，鍵とな

る補題が以下である．

補題 3.1.Tをkeyタブローとする． i'>iとする． T(i',j)とT(i,j+ 1)が活箱で， T(i,j)

が活箱でないとする．この時 T(i',j)= tかつT(i,j+l)=t'であるびの図を参照）．

□ 
i X□ 
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以下SSKT(a)あるいはSSKT(a'）の同値類に対して，その活箱の配置を考える．活箱

の配慨のされ方として，次のA,B,C型ブロックを考える． A型ブロックは，各行に二つの

活箱があり，下の箱には全てtが入って一行に前んでいて，上の箱にはt'が入っていて行

番号は左から右に非減少というものである．

ビl....．．．・ロ

| t | t |.．．．| t | t | 

A型ブロック

B型ブロックは， A型ブロックのtとt'を入れ替えたものに，下の図のように前後に活箱

が一つずつ配置される．特に一列目の活箱は， 2列目の下の活箱より上にあり，高々上の

活箱の位置までのところに配置されている．そして，最後の列の活箱は前の列の下の活箱

の位置にあるとする．活箱が2段になっているところがないものは，自明なB型ブロック

とよぶ

•• •• •• 

[
 

口 自明な B型プロック

□.... 二
B型ブロック

9
9
9
9
9
•

ロ
ロ

最後に， C型ブロックは下の図のように，活箱が一つしかない列たちと二つある列たちが

交互に続き，入る数字は他の箱の数字を変えずに tとt'のどちらに変更可能な箱である

（条件 (Kl)から (K4)を保つながら）．ただし，最後の列は一つの活箱の列でなければなら

ず，最初の列は二つ活箱の列でもよい．二つ活箱の列がないようなものを自明な C型ブ

ロックと呼ぶ

口....．．．・ロ 口....．．．・ロ

|.．．．．-| |．．．．．．．．| |．．．．．．| 

C型ブロック

|．．．．．．．．| I ----

次の命題が本稿の証明の要である．

命題 3.2.aのkeyタブローの活箱の配慨はA,B,C型ブロックたちの非交和となる．
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SSKT(a)あるいはSSKT(a’)の部分集合杉に対して，

R（CC):= L丑
TEce 

と定める．

同じ形のタブロー T1と乃は，活箱の配置が同じ場合に，同値であるとする．“を

SSKT(a)あるいはSSKT(a')の同値類とすると，

R(JZI) = f (xt，砂）g(xi;iE [n]¥{t,t'}) 

のように，活箱から寄与する多項式とそれ以外の部分の積に分解できる．そこで，命題3.2

より，次の系が導かれる．

系 3.3.“ をSSKT(a)の同値類とすると R(“)はXtとXt'に関して対称である．

Proof. A,B型ブロックからの寄与は XtとXt'に関して対照であることは明らか． C型ブ

ロックからの寄与は，

(tx口;-i)(x山）b
である．ただし aは一つ活箱の列の数で， bは二つ活箱の列の数である． 口

4 命題2.6の証明について

次の定義および命題によって SSKT(a'）を SSKT(a)に埋め込んで比較する．

定義 4.1.写像伍： SSKT(a'）→ SSKT(a),T't-t Tを以下のように定める．条件 (K4)

より， T'のt,t'行目の各列の大小関係が下の図のようになっている． B,Dの部分は空集合

の可能性もある． T'に対して， A,Cの右側の部分を入れ替えることでTを定義する．

T' 

t' 

t' 
伍

←→ 

A B 

v
c
 

六

D E 

T 

A D E 

v
c
 

▽

B
 

命題 4.2.写像伍は矛盾なく定義されていて，かつ，単射である．



156

これにより，命題2.6を示すには， SSKT(a)の同値類“に対し，

R信）＝7rt(R(i;;1位））） (4.1) 

を示せばよい．同値類“の活箱の配置は， t，が行目に関して以下のようになっている．

t: ：：二三〗□］
R(“')において，図の＊の部分の寄与は

信叫xt-i)(x心）b
であるただし aは一つ活箱の列の数で， bは二つ活箱の列の数である．一方， laによる

“の逆像の活箱の配憤は，以下の2種類のパターンがありうる．

t: th h rr二□三 口
前者の同値類を孤｛，後者の同値類を巧．＇とする．巧．＇の t'行目に活箱がない列からの寄

与は

xf(xt砂）b

である．したがって，碕：＝伍外とし， a'1：＝“¥％とすれば，

R(do)＝町(R（外））， R(d1)＝叫R（糾））

がわかる．し:l=%ILJ叫1なので，式 (4.1)が示せた．
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