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Electromagnetic metamaterials are artificial materials with extraordinary physical proper-

ties not available in nature, such as a negative refractive index, that is, negative permittivity and

permeability. This paper proposes a level set-based topology optimization method for the struc-

tural design of negative permeability dielectric metamaterials. The purpose of the optimization

problem is to find the optimal layout of dielectric metamaterials that achieves negative perme-

ability. The presence of grayscale areas in the optimal configurations significantly affects the

performance of metamaterials. However these grayscale areas are impractical to manufacture, so

an optimization method in which the boundaries of optimal configurations are clearly expressed

is desirable, such as those provided by topology optimization methods utilizing level set-based

boundary expressions. In this paper, first, the level set-based topology optimization method

is explained, and the optimization problem that addresses the design of negative permeability

dielectric metamaterials is then formulated. Finally, several numerical examples are provided to

confirm the utility and validity of the proposed method.

Key Words: Optimal Design, Topology Optimization, Level Set Method, Electromagnetic
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1. 緒　言

メタマテリアルは自然界に存在する媒質が通常持

たないような電磁的性質を示すように設計された人工

媒質 (1) である．代表的なメタマテリアルには，負の

屈折率，すなわち，負の誘電率と負の透磁率を持つ媒

質がある．この負の屈折率を持つメタマテリアルは，

Veselago(2) により最初にその存在が示され，Pendry et

al.(3)(4) と Smith et al.(5) により，ある特定の周波数に

対して，負の誘電率を示す分割リング共鳴器と負の透

磁率を示す金属ワイヤで構成される周期構造が負の屈

折率を示すことが実験により示された．その実証結果
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を発端に，短波長化 (6) や実用化などに関する多くの

研究が行われており，クローキング装置 (7)，スーパー

レンズ (8)，広角ビームアンテナ (9)，環境発電装置 (10)

等さまざまな装置への応用も検討されている．さらに

は近年では，金属材料を用いず，誘電体材料のみで負

の特性を実現する誘電体メタマテリアルが提案されて

おり (11)(12)，製造の容易性や等方性，広帯域などの特

長をもつことにより，その実現が期待されている．

通常，メタマテリアルは対象とする波長と比べて十

分小さいユニットセルの周期構造から構成されている．

その周期構造の集合体は，大域的な観点からは，電磁

的な連続媒質とみなすことができ，全体として負の特

性を示す媒質として振る舞う．その均質的な特性を求

める方法として，S行列の係数から求める方法 (13)～(16)

やユニットセル内の場を平均化して求める方法 (17) が

提案されており，それらの方法に基づきメタマテリア

ルの形状設計が行われている．

メタマテリアルの性能は，ユニットセルの形状や大



きさにより大きく左右される (6)．現在までに，より高

性能なメタマテリアルとして，様々なユニットセルの

形状のものが提案されているが，その形状設計は多く

の場合，設計者の勘や経験に基づいた試行錯誤に基づ

いており，最適化手法など数学的および力学的な根拠

に基づいた統一的な設計手法は確立されていないのが

現状である．

これらの課題を解決する方法として構造最適化手法

の適用が考えられる．Zhou et al.(18)(19)は，レベルセッ

ト法に基づいた形状最適化手法 (20)(21) を用いて，メ

タマテリアルの最適設計手法を構築し，ユニットセル

の金属材料の最適構造を得ている．これらの方法では，

スカラー関数であるレベルセット関数のゼロ等位面に

より物体の外形形状を陰的に表現し，最適構造を求め

る．しかしながら，ハミルトンヤコビ方程式によるレ

ベルセット関数の更新に基づいた方法のため，外形形

状のみを変動させるようにレベルセット関数を更新し

最適構造を得ることになり，設計領域内の穴の数が増

えるような形態の変化を許容しないので，高性能なメ

タマテリアルの形状案を得るには問題をもつ．

他方，構造の外形形状だけでなく穴の数などの形態

の変更も可能な設計自由度の高い方法として，トポロ

ジー最適化 (22)(23) が提案されている．トポロジー最

適化には，均質化法に基づく手法 (22) や SIMP（Solid

Isotropic Material with Penalization）法 (23)などがあり，

現在までに，剛性最大化問題 (24)や振動問題 (25)，電磁

波伝搬問題 (26) など様々な設計問題に適用され，近年

では，メタマテリアルの設計問題にも展開されている
(27)(28)．トポロジー最適化の基本的な考え方は，構造

最適化問題を指定した設計領域内における材料分布問

題へ置き換えることにある．従来の方法では，基本的

には 0から 1までの値をとる連続した密度を用いて最

適な材料分布，すなわち最適構造を表現するため，そ

の密度が中間値をとる，いわゆるグレースケールを許

容することになる．しかし，グレースケールで構成さ

れる構造は，数学的および物理的な解釈は可能である

ものの，実際には製造が困難であるため，工学的には

意味を持たない構造と言える．そのためフィルタに基

づく方法 (29)(30)などでグレースケールを除去する方法

が提案されているものの，メタマテリアル設計問題で

は，グレースケールが性能を大きく左右しており，こ

れらの手法を用いて性能を確保しながらグレースケー

ルを除去することは難しい (27)．

このグレースケールの問題を抜本的に解決可能な方

法として，近年，レベルセット法による形状表現に基づ

くトポロジー最適設計手法が提案されている．この方

法では，レベルセット関数のゼロ等位面により物体の

外形形状を陰的に表現するため，上述のグレースケー

ルを本質的に除去できる特長をもつ．山田らは，区分

的に一定値となるレベルセット関数を用いて，チコノ

フ正則化により最適化問題の正則化を行い，反応拡散

方程式を解く問題へ置き換える方法を提案している

(31)(32)．この方法では，穴の数が増加するような形態

の変更が可能であり，さらには正則化の度合いを設定

することにより，最適構造の複雑さを定性的に設定す

ることが可能である．この方法は現在までに，剛性最

大化問題や振動問題，熱拡散問題 (33) などに適用され

ているが，メタマテリアル設計問題に適用した事例は

報告されていない．

そこで．本研究では，レベルセット法を用いて，明

確な形状表現が可能な誘電体メタマテリアルの最適設

計手法を構築する．すなわち，山田ら (31)(32)の方法に

基づき，負の透磁率を実現する誘電体メタマテリアル

の最適設計手法を構築する．以下，2章ではレベルセッ

ト法による形状表現を用いたトポロジー最適化手法の

概略を述べ，誘電体メタマテリアルの最適設計問題の

定式化を行う．3 章では，前章の定式化に基づき電磁

場の解析とレベルセット関数の更新に有限要素法を用

いた数値実装法を提案する．最後に，本報で提案する

手法を，誘電体メタマテリアルの最適設計問題に適用

し，その妥当性と有効性を検証する．

2. 定式化

2.1 レベルセット法による形状表現を用いたトポ

ロジー最適化 ここでは，レベルセット法による形

状表現を用いたトポロジー最適化 (31)(32)について，概

略を述べる．物体領域 Ωと空洞領域で構成される固定

設計領域 Dにおける構造最適化を考える．レベルセッ

ト法による形状表現を用いたトポロジー最適化では，

図 1に示すように，固定設計領域D内の物体領域 Ωと

境界 ∂Ωを，レベルセット関数 ϕ(x)を用いて陰的に表

現する．すなわち，次式に示すように，物体領域 Ωと

境界 ∂Ω を，レベルセット関数の等位面を用いて表現

する． 
0 < ϕ(x) ≤ 1 if ∀x ∈ Ω\∂Ω

ϕ(x) = 0 if ∀x ∈ ∂Ω

−1 ≤ ϕ(x) < 0 if ∀x ∈ D\Ω

(1)

次に，式 (1)のレベルセット関数による形状表現を用

いると，構造最適化問題は，以下のように記述される．

inf
ϕ

F (χΩ(ϕ)) =

∫
D

f(x)χΩ(ϕ)dΩ

subject to G(χΩ(ϕ)) =

∫
D

χΩ(ϕ)dΩ− Vmax ≤ 0

(2)

ここで，F は目的汎関数，Gは体積制約に関する制約

汎関数，Vmax は許容される体積の上限値，χΩ(ϕ)は以

下の式で定義される特性関数である．

χΩ(ϕ) =

1 if ϕ ≥ 0

0 if ϕ < 0
(3)

上述の最適化問題では，レベルセット関数 ϕ(x)が固定

設計領域D内の至る所で不連続となることを許容して

いる．そのため，最適化問題を何らかの方法で正則化
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Fig.1 Fixed design domain D and level set function

ϕ

する必要がある．本研究では，山田らの方法 (31)(32)に

基づき，チコノフの正則化法を用いて最適化問題の正

則化を行う．

inf
ϕ

FR(χΩ, ϕ) =

∫
D

f(x)χΩdΩ +

∫
D

1

2
τ |∇ϕ(x)|2dΩ

subject to G(χΩ) =

∫
D

χΩdΩ− Vmax ≤ 0,

(4)

ここで，τ は正則化の度合いを示すパラメータである．

次に，この最適化問題をラグランジェ未定乗数法を用

いて無制約問題に置き換える．すなわち，最適化問題

は以下の式で表される．

inf
ϕ

F̄R(χΩ, ϕ) =

∫
D

f(x)χΩdΩ + λG

+

∫
D

1

2
τ | ∇ϕ |2 dΩ, (5)

ここで，F̄R はラグランジェアン，λはラグランジェ未

定乗数を表す．

さらに上式の定式化を用いて仮想的な時間 tを導入

し，最適化問題を時間発展方程式を解く問題に置き換

える．すなわち，次式に示すように，レベルセット関

数の変動がラグランジェアンの変分 F̄ ′
R に比例するも

のと仮定し，時間発展方程式を導出する．

∂ϕ

∂t
= −K(ϕ)F̄ ′

R, (6)

ここで，K(ϕ) > 0は比例定数を表す．式 (5)を式 (6)に

代入し，境界条件として，物体領域に予め指定されて

いる境界にはディリクレ境界条件を与え，それ以外の

境界には，固定設計領域外部からの干渉がないことを

表現するため，ノイマン境界条件を与える．以上より，

次式の反応拡散方程式が得られる．
∂ϕ

∂t
= −K(ϕ)

(
− dF̄

dχΩ
− τ∇2ϕ

)
∂ϕ

∂n
= 0 on ∂D \ ∂DN

ϕ = 1 on ∂DN ,

(7)
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Fig. 2 Fixed design domain and boundary condi-

tions

ここで，F̄ = F + λG とした．上式の反応拡散方程式

を解くことにより，最適構造を表すレベルセット関数

を求める．ここでは，上式において F̄ の感度をトポロ

ジカルデリバティブとして考えると仮定している．す

なわち，F̄ の感度は，特性関数 χΩ に関して求めた感

度 dF̄ /dχΩ となる
(31)(34)(35)．また，式 (7)を解いた後

の ϕは必ずしも −1 ≤ ϕ ≤ 1の制約を満たさないため，

最適計算の各ステップにおいて，式 (7) を解いた後に

−1 ≤ ϕ ≤ 1となるよう ϕの修正を行っている．詳細は

文献 (31) を参照されたい．

2.2 誘電体メタマテリアル設計問題 ここでは，

負の有効透磁率を実現する誘電体メタマテリアルの二

つの設計問題について考える．まず，メタマテリアル

の有効透磁率をできるだけ小さな負の値にする場合を

考える．この場合，有効透磁率を最小化させるユニッ

トセルを求める最適設計問題として定式化される．こ

れに対して，クローキング装置などの設計においては，

有効透磁率をある所望の値に設計することが必要とな

る．この場合，所望の有効透磁率を示すユニットセル

を求める設計問題として定式化される．

図 2に設計領域と境界条件を示す．図に示したよう

に，設計領域はメタマテリアルのユニットセルとし，有

効透磁率の最小化・適正化を考えるため，設計領域の

左側より TM 波が入射するものとし，上下境界は, 周

期構造となるように，周期境界条件を用いた．このと

き支配方程式は，マクスウェル方程式を，電場および

磁場が時間因子 ejωt を持つとして，周波数領域に展開

した次式の二次元のヘルムホルツ方程式となる．ここ

で，j は虚数単位，ω は角周波数，tは時間である．

∇ ·
(
ϵ−1
r ∇Hz

)
+ k2

0Hz = 0 (8)

上式において，ϵr は比誘電率, Hz は z方向の磁場を表

す．また，k0 は自由空間での波数を表し，空気中の誘

電率 ϵ0 と透磁率 µ0 を用いて，k0 = ω
√
ϵ0µ0 で表され



る．さらに，物体領域，空洞領域の比透磁率を 1とし

た．境界条件は以下の式で与えられる．

n · ∇Hz + jk0Hz = 2jk0H
i on Γ1 (9)

n · ∇Hz + jk0Hz = 0 on Γ2 (10)

Hz|Γ3
= Hz|Γ4

, (11)

ここで，nは法線ベクトル，Hi は入射磁場を表す．な

お，式 (9)(10)の境界条件は，Murの 1次吸収境界条件

である．一般的には，PML吸収境界条件が精度が良い

ことが知られているが，実装の容易性と計算コストの

面からここでは上式の境界条件を用いた．

2.3 有効透磁率の算出方法 ここでは，平均化

された材料特性を求めるための有効パラメータ算出手

法について述べる．現在までに，いくつかの方法論が

提案されており，大別すると，S行列の係数から求める

方法 (13)～(16) やユニットセル内の場を平均化して求め

る方法 (17) に分けられる．S行列の係数から求める方

法では，S行列の係数である複素反射率と複素透過率

より有効誘電率と有効透磁率を求める方法で，Smith

et al.(13) により提案され，その後，不均一なユニット

セルを取り扱えるように拡張されている (14)．Chen et

al. (15) は，Smith et al.(13) の方法に基づき屈折率の実

部の符号が一意に定まる方法を提案している．また，

Lubkowski et al.(16)は，誘電率と透磁率の波形をドルー

デモデルとローレンツモデルと仮定し，その係数を調

整することで，有効誘電率と有効透磁率を求める方法

を提案している．これに対して，ユニットセル内の場

を平均化して求める方法 (17) では，ユニットセル内で

積分形のマクスウェル方程式を用いて，電束密度と電

場，磁束密度と磁場の関係より，有効誘電率と有効透

磁率を求めている. 本研究では，実装の容易性と，対

称な最適構造を得ることを目的として Smith et al.(14)

の定式化に基づき有効透磁率を算出する．すなわち，

有効透磁率 µeff は以下の式で求められる．

µeff = Zn (12)

ここで，Z はインピーダンス，nは屈折率を表し以下

の式で与えられる．

Z =

√
(1 + S11)(1 + S22)− S2

21

(1− S11)(1− S22)− S2
21

(13)

n = cos−1

(
β

2S21

)
λ

2πd
(14)

さらに，β は以下の式で与えられる．

β = 1 + S11S22 − S2
21. (15)

ここで，S11，S21，S22 は以下の式で与えられる．

S11 =

∫
Γ1
(E1 −Ei

1) ·Ei
1dΓ∫

Γ1
Ei

1 ·Ei
1dΓ

(16)

S21 =

∫
Γ2

E1 ·Ei
1dΓ∫

Γ2
Ei

1 ·Ei
1dΓ

(17)

S22 =

∫
Γ2
(E2 −Ei

2) ·Ei
2dΓ∫

Γ2
Ei

2 ·Ei
2dΓ

(18)

ここで，E1 は境界 Γ1 に電場 Ei
1 を入射したときに得ら

れる電場ベクトルで，E2 は境界 Γ2 に電場 Ei
2 を入射し

たときに得られる電場ベクトルである．また，S11 は

境界 Γ1 に電場 Ei
1 を入射したときの境界 Γ1 における

反射係数であり，S21 は境界 Γ1 に電場 Ei
1 を入射した

ときの境界 Γ1 から境界 Γ2 への透過係数，S22 は境界

Γ2 に電場 Ei
2 を入射したときの境界 Γ2 における反射

係数である．

TM 波伝搬問題の場合，Ez = Hx = Hy = 0 であり，

さらにマクスウェル方程式のアンペアの法則∇×H =

−∂(ϵE)/∂tにおいて，電場 Eが時間因子 ejωt を持つと

して，周波数領域に展開した式より得られる，以下の

EとHの関係式，

Ex =
−1

jωϵ

∂Hz

∂y
(19)

Ey =
1

jωϵ

∂Hz

∂x
(20)

を用いて，式 (8)の支配方程式を解いて得られたHz よ

り Eを求め，式 (16)-(18)を用いて Sパラメータを算出

する．したがって，Sij は Hz の汎関数 Sij(Hz)となる．

なお，式 (12)-(15)の有効透磁率の定式化では，S11，

S21 に加え S22 を用いて，S11 と S22 に対して，対称と

なるように定式化を行うことで，対称な最適構造が得

られるよう拡張をしている (14) ことを注記する．

2.4 有効透磁率最小化問題 ここでは，有効透

磁率を最小化する問題を考える．この場合，所望の周

波数において有効透磁率の実部を最小化する必要があ

る．図 3(a)に，一般的な有効透磁率の周波数特性を示

す．ここで，図中の µ′と µ′′はそれぞれ有効透磁率の実

部と虚部を表す．図に示すように，有効透磁率の実部に

は共振ピークが存在し，その反共振ピークで有効透磁

率が最小となり負の有効透磁率が実現可能となる．し

かしながら，初期構造における共振周波数が，その反

共振周波数と目標周波数の間にある場合，すなわち図

3(a)の例においては，目標周波数が共振周波数より低

い場合，有効透磁率の実部を直接目的関数に設定する

と，目的関数が増加する方向にはレベルセット関数が

更新されないため，反共振周波数が目標周波数と一致

する方向に最適化計算が進まず，最適構造を求めるこ

とが困難となる．例えば，図 3(b)に示すように，目標

周波数を図の点線で示す周波数と設定し，有効透磁率

の実部を直接最小化させる事を考える．この場合，図

に示すように，正のピークが左側に移動すれば有効透

磁率の実部が減少するため，正のピークが左に移動す
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is then minized during second step of two-step optimization process

る方向に最適化計算が進む．その結果，反共振周波数

が目標周波数から離れてしまうため，負の値を実現す

ることができない．そこで，本研究では，Sigmund(28)

の方法と同様に，二段階の最適化計算を行い最適構造

を求める．すなわち，有効透磁率の虚部 µ′′ には正の

ピークがないことに着目し，図 4(a) に示すように，ま

ずステップ 1では，µ′′の最小化を行う．その後，図 4(b)

に示すように，ステップ 2では，ステップ 1で得られた

最適構造を初期構造として，有効透磁率の実部 µ′ の最

小化を行う．

ステップ 1の最適化問題は以下のように記述できる．

inf
ϕ

F = µ′′ (21)

subject to G ≤ 0 (22)

a(Hz, H̃z) = l(H̃z) (23)

for Hz ∈ U, ∀H̃z ∈ U

ここで，上式の各表記は以下で与えられる．

a(Hz, H̃z) =

∫
D

ϵ−1
r (χΩ)∇Hz · ∇H̃zdΩ

− k2
0

∫
D

HzH̃zdΩ + jk0

∫
Γ

ϵ−1
r (χΩ)HzH̃zdΓ

(24)

l(H̃z) = 2jk0

∫
Γ

Hi
zH̃zdΓ (25)

U = {H̃z ∈ H1(D)} (26)

さらに，ステップ 2の最適化問題は以下のように記述

できる．

inf
ϕ

F = µ′ (27)

subject to G ≤ 0 (28)

a(Hz, H̃z) = l(H̃z) (29)

for Hz ∈ U, ∀H̃z ∈ U

なおここでは，後述の随伴変数法を用いた感度解析を

弱形式で議論するため支配方程式を弱形式により記述



している．

2.5 有効透磁率設定問題 ここでは，有効透磁

率を所望の値に設計する問題を考える．最適化問題の

目的は，所望の周波数において有効透磁率の実部 µ′ と

所望の値 µ′
tarの差を最小化することである．ここでも，

初期構造の有効透磁率の共振周波数がその反共振周

波数と所望の周波数の間にある場合，最適構造を求め

ることが困難となるため二段階の最適化計算を行い最

適構造を求める．まず，2.4節と同様に，ステップ 1と

して µ′′ の最小化を行う．ステップ 1の最適化問題は式

(21)–(23) で記述される．その後，ステップ 2 では，ス

テップ 1で得られた最適構造を初期構造として，有効

透磁率と目標の透磁率の差の二乗値の最小化を行う．

ステップ 2の最適化問題は，以下のように記述できる．

inf
ϕ

F =
(
µ′ − µ′

tar

)2
(30)

subject to G ≤ 0 (31)

a(Hz, H̃z) = l(H̃z) (32)

for Hz ∈ U, ∀H̃z ∈ U

2.6 感度解析 ここでは，随伴変数法を用いた

感度解析について述べる．最適化問題のラグランジェ

アン F̄ を以下のように定式化する．

F̄ = F −
∑

ij=11,21,22

αij

(
a(Hz, H̃z,ij)− l(H̃z,ij)

)
+ λG

(33)

ここで，H̃z,ij は Sij に対応する随伴変数を表す．また，

αij は定数である．上式のラグランジェアンの変分に基

づき，2.1 節で述べた反応拡散方程式を用いてレベル

セット関数を更新することで，最適構造を示すレベル

セット関数を求める．ラグランジェアンの変分は，随伴

変数法を用いて以下のように求めることができる．⟨
dF̄

dχΩ
, χ̃Ω

⟩
=

∑
ij=11,21,22

⟨
∂F

∂Sij
, S̃ij

⟩⟨
∂Sij

∂Hz
, H̃z

⟩⟨
∂Hz

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩

−
∑

ij=11,21,22

αij

(⟨
∂a

∂Hz
, H̃z

⟩⟨
∂Hz

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
+

⟨
∂a

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩)

+ λ

⟨
∂G

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
(34)

ここで，
⟨
dF̄ /dχΩ, χ̃Ω

⟩
は，F̄ の χΩ に対するフレッシェ

微分を表す．

上式において，⟨∂Hz/∂χΩ, χ̃Ω⟩ の項を消去すること
を考え，αij =

⟨
∂F/∂Sij , S̃ij

⟩
とし，さらに，上式を以

下のように変形する．⟨
dF̄

dχΩ
, χ̃Ω

⟩
=

∑
ij=11,21,22

⟨
∂F

∂Sij
, S̃ij

⟩
(⟨

∂Sij

∂Hz
, H̃z

⟩
−
⟨

∂a

∂Hz
, H̃z

⟩)⟨
∂Hz

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
−

∑
ij=11,21,22

⟨
∂F

∂Sij
, S̃ij

⟩⟨
∂a

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
+ λ

⟨
∂G

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
(35)

ここで，以下の方程式を満たす随伴変数 H̃z,ijを求める．

a(H̃z,ij , Hz) = Sij(Hz) (36)

for H̃z,ij ∈ U, ∀Hz ∈ U

結局，ラグランジェアンの変分は以下の式で求めるこ

とができる．⟨
dF̄

dχΩ
, χ̃Ω

⟩
= −

∑
ij=11,21,22

⟨
∂F

∂Sij
, S̃ij

⟩⟨
∂a(Hz, H̃z,ij)

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩

+λ

⟨
∂G

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
(37)

3. 数値実装法

3.1 設計変数 レベルセット法による形状表現

を用いたトポロジー最適化では，レベルセット関数を

用いて設計領域内の物体領域と空洞領域を示す．本研

究では，設計領域内の比誘電率 ϵr を次式に示すように

レベルセット関数を用いて表現する．

ϵ−1
r =

(
ϵ−1
1 − ϵ−1

0

)
χΩ (ϕ) + ϵ−1

0 (38)

ここで，ϵ1 は物体領域の比誘電率，ϵ0 は空洞領域の比

誘電率を表す．また，上式の特性関数 χΩ は，数値計

算上は次式に示す近似したヘビサイド関数 H (ϕ)を用

いる．

H (ϕ) =



0 (ϕ < −w)

1

2
+

ϕ

w

{
15

16
− ϕ2

w2

(
5

8
− 3

16

ϕ2

w2

)}
(−w ≤ ϕ < w)

1 (w ≤ ϕ)

(39)

上式において，wはヘビサイド関数の遷移幅で十分小

さい値を与えるものとする．

ここで，式 (38)では，比誘電率の逆数を用いて定式

化しているが，その理由は，感度分布の連続性を確保

することで，最適化計算の収束性を安定化させるため

である．すなわち，次式のように，設計領域内の比誘

電率を線形で表現する場合，

ϵr = (ϵ1 − ϵ0)χΩ(ϕ) + ϵ0 (40)

式 (37)の感度解析で必要な，
⟨

∂a

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
の項は以下の

式で与えられるので，

⟨
∂a

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
=

∫
D

−1

ϵ2r
(ϵ1 − ϵ0)∇Hz · ∇H̃zχ̃ΩdΩ

+ jk0

∫
D

−1

ϵ2r
(ϵ1 − ϵ0)HzH̃zχ̃ΩdΓ (41)

式 (41) より，−1/ϵ2r の項が含まれることになる．レベ

ルセット法の形状表現を用いて構造の境界を明確に表

現する場合，すなわちここでは，式 (40)により設計領
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域内の透磁率 ϵr を表現する場合，図 2 に示すように，

ϵr は構造の境界で ϵ1 から ϵ0 もしくは ϵ0 から ϵ1 にス

テップ状に変化する．それにより，式 (41)に含まれる

−1/ϵ2r の項も境界近傍でステップ状に変化するため，感

度の分布が不連続となる．これに対して，式 (38)を用

いた場合，式 (37) の感度解析で必要な
⟨

∂a

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
の

項は以下の式で与えられる．⟨
∂a

∂χΩ
, χ̃Ω

⟩
=

∫
D

(
ϵ−1
1 − ϵ−1

0

)
∇Hz · ∇H̃zχ̃ΩdΩ

+ jk0

∫
D

(
ϵ−1
1 − ϵ−1

0

)
HzH̃zχ̃ΩdΓ (42)

この場合には，ϵr が含まれていないため，感度分布の

連続性が保たれ最適化計算の収束性が安定化される．

なお，逆数を用いた表現と線形の表現は，二種類の

複合材料の均質的な物性値が取り得る下限値もしくは

上限値を示しており (36)，逆数を用いた表現は物理的

にも妥当な定式化であることを注記しておく．

3.2 最適化フローチャート 本提案手法では，二

段階の最適化を行う．図 5 にそのフローチャートを示

す．ステップ 1では，まず有効透磁率の虚部の最小化を

行う．その後ステップ 2では，ステップ 1で得られた最

適構造を初期構造として，有効透磁率の実部の最小化，

または適正化を行う．各ステップにおける最適化計算

のフローチャートを図 6に示す．各ステップでは，まず

レベルセット関数の初期化を行う．次に，有限要素法

を用いて平衡方程式を解き，目的汎関数，制約汎関数

を求める．収束判定を行い，目的汎関数が収束した場

合は，最適化計算を終了し，収束しない場合は，随伴

変数法を用いて感度解析を行う．その後，感度に基づ

き反応拡散方程式を用いてレベルセット関数を更新さ

せ，初めのステップに戻る．

4. 数値例

ここでは，提案手法の有効性を示すため数値例を示

す．まず，初期構造における有効透磁率の実部の正の

ピークの位置に依らず，有効透磁率が最小となる最適

構造を求められることを検証するため，有効透磁率を

最小化させる目標周波数が初期構造における有効透磁

率の反共振周波数より高い場合と低い場合の数値例を

Compute sensitivities using AVM

Update level set function

Convergence?

Solve equilibrium equations using FEM

Initialize level set function 

End

( )xφ

YES

NO

Compute objective functional and

constraint functionals

( )xφ

Fig.6 Flowchart of optimization algorithm

示す．次に，所望の周波数において所望の有効透磁率

の値を実現する最適構造を求める問題の数値例を示し，

提案手法の有効性を検証する．図 2に示した解析領域

を 120µm × 120µm，固定設計領域を 80µm × 80µmと

し，解析領域を 120 × 120の構造メッシュを用いて要素

分割を行った．物体領域の比誘電率 ϵ1 を 100 − 1i，空

洞領域に対応する比誘電率 ϵ0 を 1とした．また式 (39)

に示すヘビサイド関数の遷移幅 w を 0.001とした.

4.1 数値例 1 ここでは，有効透磁率を最小化

させる目標周波数が初期構造における有効透磁率の反

共振周波数より低い場合として，目標周波数を 0.3THz

とし，初期構造として，体積が固定設計領域の 40% の

体積を持つ円形状の構造を与え，最適構造を求めた．

また許容する体積の上限値を 70 % とした．

図 7に初期構造と，ステップ 1，すなわち有効透磁率

の虚部の最小化を行ったときの最適構造を示す．また，

図 8に有効透磁率の周波数特性を示す．図よりわかる

ように，最適化計算により，有効透磁率の虚部のピー

ク周波数が目標周波数と一致し，有効透磁率の虚部が

最小化されていることがわかる．初期構造のピーク周

(b) 

Example 1 Target frequency 0.3THz 1st

(a) 

Fig.7 Comparison of configurations (a) initial ; (b)

optimal
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波数は，約 0.41THzで，最適化計算の過程が進むにつ

れ，ピーク周波数が目標周波数に遷移していき，最終

的に目標周波数に到達することが確認できた．図 9に，

ステップ 1 で得られた構造を初期構造として，ステッ

プ 2，すなわち有効透磁率の実部の最小化を行った場合

の最適構造を示す．また，図 10に有効透磁率の周波数

特性を示す．図より，最適化計算により，有効透磁率の

実部の反共振周波数が目標周波数と一致し，有効透磁

率の値が最小化されていることがわかる．ステップ 1

の初期構造とステップ 2の最適構造の有効透磁率はそ

れぞれ，1.33，−5.07となり，最適化により，負の有効

透磁率が得られることが確認できた．最適構造の体積

は，69.9% であった．

また，図 11 にステップ 1 の初期構造，ステップ 2 の

最適構造とその電場分布を矢印で示す．図より，最適

構造の電場分布では，固定設計領域の中心に，円環上

の電場が発生し，それにより，入射磁場に反抗する磁

場が誘導されている．一方，初期構造の電場分布では

そのような電場が発生していないことがわかる．

4.2 数値例 2 ここでは，有効透磁率を最小化さ

せる目標周波数が初期構造における有効透磁率の反共
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Fig.10 Effective permeability curve of step 2: opti-

mization result

Example 1 Target frequency 0.3THz 2nd
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Fig.11 Configurations and electric field distribution

of example 1: (a) initial; (b) optimal

振周波数より高い場合として，目標周波数を 0.45THz

とし，初期構造として，体積が固定設計領域の 50% の

体積を持つ円形状の構造を与え，最適構造を求めた．

図 12 に，有効透磁率の周波数特性，図 13 に，初期構

造と最適構造とその電場分布を示す．数値例 1と同じ

く，二段階の最適化を行うことで，反共振周波数が目

標周波数に到達し，その結果，目標周波数での有効透

磁率が最小化されていることがわかる．初期構造と最

適構造の有効透磁率はそれぞれ，0.64，−2.44 となり，

最適化により，負の有効透磁率が得られていることが

わかる．また図より，数値例 1 と同様，最適構造では

円環状の電場が発生し，それにより，入射磁場に反抗

する磁場が誘導されていることが確認できる．

4.3 数値例 3 ここでは，目標周波数を 0.3THz，

有効透磁率の目標値を −3.0として最適構造を求めた．

初期構造としては，体積が固定設計領域の 40% の体積

を持つ円状の初期構造を与えた．ステップ 1では数値

例 1と同じく，有効透磁率の虚部の最小化を行い，ス

テップ 2では，有効透磁率と目標値との差の二乗和を目

的関数としてその差を最小化させる最適化計算を行っ
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Fig.12 Effective permeability curve of optimal con-

figuration: example 2

Example 2 Target frequency 0.45THz

(b) (a) 

Fig.13 Configurations and electric field distribution

of example 2: (a) initial; (b) optimal

た．図 14に有効透磁率の周波数特性，図 15に初期構

造と最適構造とその電場分布を示す．得られた最適構

造の有効透磁率は−3.00となり，最適化計算により，所

望の有効透磁率を持つ誘電体メタマテリアル構造を求

められることが確認できた．

5. 結　言

本研究では，レベルセット法の形状表現に基づく誘

電体メタマテリアルのトポロジー最適設計手法を提案

した．本研究で得られた結果を以下に示す．

(1)レベルセット法による形状表現と，S行列の係数に

基づく有効透磁率の算出方法を用いて，有効透磁率最

小化問題，また有効透磁率を所望の値に設計する最適

設計問題の定式化を行った．

(2) 最適化問題の定式化に基づき，有効透磁率の虚部

の最小化を行った後に実部の最適化を行う二段階の最

適化手法を用いて，有限要素法により電磁場の解析と

レベルセット関数の更新を行う誘電体メタマテリアル
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Fig.14 Effective permeability curve of optimal con-

figuration: example 3
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Fig.15 Configurations and electric field distribution

of example 3: (a) initial; (b) optimal

最適設計問題の最適化アルゴリズムを提案した．

(3) 数値解析例により，本提案手法の有効性を検証し

た．その結果，二段階の最適化を行うことで，有効透

磁率の反共振周波数が所望の周波数に一致し，有効透

磁率を最小化できることが確認できた．さらに，所望

の有効透磁率を持つ最適構造を求められることを確認

した．いずれの最適構造もグレースケールを含まない

形状が得られており，本提案手法により，工学的に有

効で，明確な最適構造が得られることを示した．
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