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重力場での拡散方程式の解 とその特性
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摘 要

重力場の影響を含む粒子数密度の拡散方程式について,そ の周期密度源に対する解がLapl

ace変 換 を用いて求 め られ る。 この場合に,有 限距離 にお ける吸収及 び反 射条件下での解 が従

来の重力場 を考慮 しない解 と比較 され,重 力場の影響 が密度拡散波の位相 と振幅及び位相速度

に関係 した"ず れ"と して示 され る。

§1序

拡散現象 での周期 的入力 に関する問題 は,中 性子 の輸送 などに関 して検討 され た りしている

が,重 力場 の影響 にっいては明確に されていないレ の

今回の報告は,前 回に報告 された重力場 の拡散 方程式3)を 用いて,粒 子数密度 の周期入力源

に対す る応答 分布 と しての解 がLaplace変 換 の方法4)を 適用 して見 出される。 この解 と従来の

重力場 を考慮 しない解 との比較 が,拡 散波の位相 と拡散係数,ま さっ係数及 び重力加速度 との

関係 で議論 される。特に,重 力場の影響によ る位相及 び位相速度 の"ず れ"が 明確 に示 され る。

§2拡 散 方程式 と境界条件

重力 方向をzと し任意時 刻tに おける粒子 速度v(t)及 び拡散係数Dと す る と,粒 子 数 密 度

ρ(z,t)に 対する拡散方程 式は次 のよ うに与え られ る毫)

∂ρ(z,t)
=一 〈v(t)〉

∂孟

∂2ρ(・,の∂ρ(z,t) 十D

∂z∂z2 ,z>0,t>0,1):一 定

(2・1)

ETORI,Kanji

*)本 稿 は
,「 宇宙航行の力学 とシンポジウム」(1980年11月,東 大宇宙研)に おいて発表 された内容

に基づ くものである。
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ただ し〈〃(∂〉 は 流)に ついての集 団平均 を示 し

〈v(・)〉-v・ ・… θ・exp(― 希 の 一亨[・ 一 ・xp(一 務 の]

であ り,式 中の各定数 はVO:初 速度,θ0:VOのZ軸 となす角,r:ま さっ係数,m:粒 子質

量及びy:重 力加速度 を示す 。この(2・1)式 の形 は,固 体結晶場 での原子空孔形成 におけ る拡

散 の ドリフ ト項に関係 した式5)と一致 している。この(2・1)式 に与 え られ る初期及 び境界条件

は,一 定粒子数密度 ρoに よって

ρ(z,0)=0,z>0

漁 ・)一 砦[・+…(・ 。・)]・ 周駝 麟

(tOo・"一 定 角周 波 数)

ρ(L,の=0:吸 収条件(L:有 限一定距離)

∂ρ(L,t) =0:反 射条件
∂z

(2・2)

(2・3)

(2・4)

§3解

3.1)重 力 場 が考 慮 され な い場 合

(2・21～(2・4)式 で 与 え られ る境界 条件 か ら,〈v(t)〉=0と した(2・1)式 の 解 は

Laplace変 換 を用 いて容易 に解 かれ,次 のよ うに示 され る。

P(h'の 一去{・+exp(一 蕩 ・・)・sln(%・ ―蕩 一・の

+黒(± ・汽 ・xp(一 蕩(…+・)・s・ ・(・・t一蕩(・ ・爾)

一 ・xp(一 蕩(2・L--z))・ …(・ 。t一 蕩(… 一・)]}

(+1)n:吸 収 条 件

(-1)n:反 射 条 件 }(…)

この(3・1)式 では,入 力 の周期性 が保存 され るが,{}内 の定常波 を示 す項 に対 し,Σ[コ

内の項 は境界条件 によ る減衰また はエ コーの影響 を示 している。
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重力場での拡散方程式の解 とその特性

3.2)重 力 場 での解

重 力 に よ る自 由落 下(Vo=0)に お い て は(2・1)式 をLaplace変 換 す る と

`2111's)愕[CIR(z,8

dz)一 一aR(7/s+α)]一 一IBR(・,・)一 ・・

・一滞 ・:複素変数(3・2)

ただ し ∫(∂ を任意関数 として

R(.,s)一.・e.[、.・(・ ・t)― 、],X、L。place変 換 の 記 号

ρ0

F(8)==9■ ・f(`)

-f

,"f(t)・exp(一 ・t)dt

F(s十 α)=!・[f(t)・exp(一 αt)]

(3・2)式 を解 くた めにsの 任 意 関数X(s),λ(s)を 導 入してみる

R(z,s)=λ(s)・exp[-2r(s)・z](3・3)

(3・3)式 を(3・2)式 に 代 入 す る と

・2(s)+器[・ 」(1悲 弁)]・(・)―S-・(…)

した が ってx(s)は

X(・)-S{一 鍔[・ 一 表吉α)]±(揚 ナ[・一 λ(驚)∫+努}・(・ ・5)

(2・2)式 のLaplace変 換 を考 慮 して λ(s)を 次 の よ うに仮 定 して み る

ω0
2(s)ニCl(),・1:任 意 定 数 。(3.6)

S2十 ω02

境界条 件(2・3)及 び(2・4)式 と(3・5)及 び(3・6)と から未定係数 を決 め,逆 変換理論4め適用

によって粒子 の自由落下に対す る(2・1)式 の解 が次 のよ うに得 られ る(付 録参照)

P(z,t

ρ0)一 圭{・+fg(Z,t)骨(± ・)n[f,(・ ・L+・ ・t)-f,(・ ・L-…)]}

一349一



餌取寛次

(+1)n:吸 収 条 件

(-1)n:反 射 条 件 }(…)

ただ し

f,(・,t)_{一 揚 一,診[(揚)4+・(誓 ゾ+(YS)2]÷ ・z}

× ・・n{・・。t-
,芳[(kb)、 ・(与)2-(協)2]÷ ・}.

§4解 の考察 と位相 のずれ

y=0と す ると(3・7)式 の乃(z,の は

∫。(・,の 一 ・xp(一 蕩 ・)・ …(・ 。t一 蕩 ・) (4・1)

となり,(3・7)式 は(3・1)式 に等 しくなる。

この(3・7)式 か ら,重 力場 の影響 を示す 因子 は(mg/rD)に よって示 され る。またz=Lで の

境界条件 の影響,す なわ ち吸収条件 による密度拡散波の強制的減 衰 または反射条件 による波の

重 な りの影響は,Σ 項に よって示 されている。重力場の影響 としては,重 力 ポテシァルの制約

によって,nzyL/(2r-D)>1で は吸収 または反 射 の各 条件 に対する密度拡散波の振幅 の減衰

度 は,重 力場のない場合 と比較 して数十%に も達す るが,ntyL/(2γD)〈O.1で は数%以 内

となることが数値計算の結果か ら確か められ る。時刻,位 置,入 力周波数及 び重力 の影響 に関

す る無次化表示 を考慮すると,(3・7)式 の計算結果が図1のa)及 びb)に 示 され る。

ただ し,X=z/L,m=～ 禰 ・L及 びG=mgL/(2γ1))を 示 す 。

これ らの図 で は,無 印 の振幅1を 示 す 曲線 は両 図 共 にz=0で の 入力 正弦 波 ρ(0.の/ρo(2

・2式)を 示 す
。m=0.5及 びX・=0.75に っ いて の吸 収 条 件(図1.a)と 反 射 条 件(図1.b)

に よ る差 異 が,重 力場 の影響 を示 すGの 値 と相 ま って示 され る。

解 に示 され る位相9に ついて,解(3・1)に 対す る解(3・7)で の位相差tigは

・蕩 ・{、一[ノ 丁暫 一(那 ・
2何 万γ2何 万r)2]÷}(i)

(4・2)

で[]内 に重力場 の影響 による"ず れ"を 示す項 が含 まれてい る。(4・2)式 の π/8単 位 で

任意 のz/Lの 値 に対す る計算結果 を図2に 示す。
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a)Absorp七ion
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b)Reflection

置.0

噌
＼

=
.」
へ

o.5

o 2,5 5.o 7.5蚊

図1重 力に関係 した無次化表示G・ntyL/(2rD)の 各 値に対する規格化

密度 ρ(z,t)/ρoの 無次元化時刻 ωotへ の依存性 。m=0.5,

X=0.75の 場合 におけるz=Lで のa)吸 収 条件 及びb)反 射条

件 を示す。
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LO

お

〉

<1

Q5

OLO2―O

[呵(2D)]t.・

図2Gの 各値に対する位相差 ∠g(π/8単位)の 無次元化周波数⊥

[ωo/(2刀)]2Lへ の依存性 。

この図 にお い て は,0〈 万 ではm<1,0>》 穿 ではm>1に よ って0とmの 関 係 に よ る

∠ρの ピー ク が 明 らか に示 され て い る。

最後 に位 相 速 度Vpに つ いて,(3・1)式 に よ る もの を(Vp)o及 び(3・7)式 に よ る もの を

(Vp)yと す ると

(Vp)o=V瓦 万「(4。3)

となるか ら,両 者 の比 によって位相速度 についての重力場 の影 響 を示す"ず れ"の 項 が見出 さ

れ る。即 ち

(Vp)y/(Vp)o

一[篠 ・+(m・)・]÷(・ ・4)
2呵 万 ア2砺 万7

:1,狸 《2V'ai,T「 。(4・5)
γ

した が っ て上 記 の評価 か ら,常 に(Vp)g>(Vp)oが 示 され る。
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付 録

(3・5)及 び(3・6)式 を考 慮 す る と,(3・3)式 は

ωo)
・exp[-9-(2s+αR(z,s)=()・ ・]

21)(・+α)2+ω8S2十 ω02

×{A・exp[X。(s)・z]+B・exp[-X。(・)・z]}(A・1)

A,B任 意 定 数

ただ し

・・ω一去[(芳 デ(
(。箒 ≒ 樗]÷ ・・.

このA,Bは 境 界条 件 に よ って 決 ま る。逆 変 換 の定X4)か ら

・■"1・R(。,。),・ ・e―1:逆 変 換 の記 号

一
・凱 ぱR(z,・)・ ・xp(s・)a・ ・ … 実定数

=ΣRes[R(z,s)・exp(st)]
s=s,Res[]s=s:極Snの 留 数痔=1nn

=lim[R(z,s)・exp(st)](A・2)

(S→ ±iω0)

し た が っ て(A・1)と(A・2)式 と か ら

R(z,t)=ctfTIR(z,s)

=f(jP
,g,z)十 Σ】(±1)n[f(1),g,2nL十z)-f(p,g,2n一 乙一z)]

n二1

(A・3)

ただ し

f(・,・,・)一 ・・p[一 圭(鍔+・)・ ・]・ …(・ 。t-一}9・ ・)

(1)-t[[(鍬+・(1ヂ ノ]÷+(揚f(±1)]÷ .

この(A・3)式 のp,gの 値 を考 慮 す る こ とに よ って解(3・7)式 が 得 られ る。
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