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§1.序 論

金属中の電子は,格子イオンの電荷を遮蔽するように働く｡その結果,裸のイオンー

イオン相互作用に由来するプラズマ振動数を有する格子振動のノーマルモー ドは,イオ

ン-イオン相互作用が長距離になるほど小さい振動数のノーマルモー ド-と再規格され

る｡Bardeen-Pinesl)は,電子格子系に於けるNakajima-Hamiltonian2)を,ユニタリ

ー変換の展開の2次の次数までを処理することによって,再規格化されたフォノンの振

動数及び電子-フォノン相互作用のHamiltonian を導出した｡今,電子系の誘電函数

を6(k,W),電子一棟イオン相互作用のポテンシャルをVklとすると,ジェリコーム模

型でRPAを用いて,

Qk2-f),2/8(k,a･),

Hint ∑
k
≡ E(k,a))P* qk

vkl- izJ前面 Mk2k,Mk2- 4n e2/k2

(1)

(2)

(3)

となる｡ (2)式はFr'dhlichHamiltonianをミクロに証明するものであり,系全体と

して次の様にかける｡

HBP -∑E｡(K ,cK｡CK｡+∑言rp_kpk+(Who,2q_k q k )
Vkl

+∑記訂萌 p-k qk ,
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(wkO)2-
26(k,a))-1
e(k,a')2
SIP2= 2g-p2/e(k,a) (5)

ここで, (4)式は長波長 kく k｡の項のみ残し,短距離項は省いてあるo (5)式は

e(k,a)≫ 1を利用した｡ (4)式は裸イオン-電子系から出発しても得られる(付録

A参照) 今'Fr'dhlichパラメータを )｡とすると (4)式との比較から,k-0 の

極限で格子の周期性を考慮して,

)0- sB昌/(2SB昌+S三)≡ sB昌/S｡2く 1/2 (6)

この S.は後程出てくる量で格子の周期からくる音速であり((10)式 ),SBSはBohm -

staverの音速である3.)

一方Migda14)はFr6hlich-Hamiltonianから出発して,フォノンの振動散を"再規

格化''した｡Fr6hlieh-Hamiltonian

HF=グ∑警C孟cK_k'bk'b_k･) (7)

ダ2- 7r210/mKF,a)km - Sok

を通じて自己エネルギーを求めるわけである｡ここで注意すべきは }Oはkに依存しな

い定数であり,硬 - S｡kであるo一般的には, (4)式から理解できるようにk の

関数である｡Oreen関数法で得られた結果は

wk2- (wkm)2†1-lou(k/2KF)I (8)

である｡ u(x)は (B.3)式で与えられる関数であるが,金属の場合,Fr'dhlich-

Hamiltonianの性質上,k-0,u(k/2KF)-1以外無意味であるo

Blank-Kaner5)恥 このMigdal理論をそのまま用いて磁場中に於けるフォノンのス

ペクトルを調べた｡ (2)式あるいは.(4)式から判るように, e(k,a))は磁場の関数で

あって,しかも磁場の寄与が自己エネルギー部分のそれと同じ次数であることを考える

と,金属中では,少く共 (7)式を出発点とすることは同意できない.*)
§2では上記の補正を簡単に議論する｡一方超伝導の出発点となった2次のノ､ミル ト
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ニアンは,やはりBardeen-Pinesのユニタリー変換からその原型が求まり,結局それ

の延長線上として,BCSの reduced Hamiltonianが仮定された｡このHamiltonian

は超伝導をよく説明するが,§3では,この reduced Hamiltonianを別の角度から議

論する｡

以上の議論を一次元金属について応用する｡純粋一次元金属をBardeen-Pines流の

精神で議論すれば,その結果がF,･6hlich6)ぁるいはRice_Str･a･ssler7)のF,･dhlich_

Hamiltonianから出発した議論と異なることは, §2の議論から簡単に予想される｡

このBardeen-Pinesの模型について詳しく調べるとともに, §3の議論を考慮し,

Fr'dhlich模型に於けるPeierls-phaseとSuperconducting-phaseについて簡単に調

べる｡ここでの近似は,全てRPA一近似とする｡他の近似については別の機会に述べ

ることにする｡

§2.磁場中に於ける音速の変化と音波減衰

ここで出発点となるHamiltonianは (4)式とする｡実際,Bardeen-Pinesの近似

式 (4)から出発するより,むしろ,裸イオン-電子系から出発した,Green関数によ

る議論の方が,近似の程度が判っていて,より自明であるように思われる≡,9)しかし本

節は,Migdal-Blank-Kaner理論のミクロな議論として,前者の方法をとる｡

(4)式の近似では, electron-electron相互作用は,短距離部分しかないから,

vertex-partはMigdal近似をそのまま用いて,フォノンについてのDyson方程式

D- 1 (k,W)- D -01 (k,Wト ∑ (k,a)

D｡(k,W ) - J7(k,叫 2 (Wだ)2iw昌一(戒 )2+i ∂ I

より,

辛)磁場効果が入る場合, (7)式には, P _kを通 じての磁場の影響が入ってくるoBlank-Kaner
は電子グリーン函数の中で,その効果を取 り込んでいる｡従って,相互作用ハミル トニアンとし

て (7)式を用いたとしているが,正確に云えば,結局 (7)式そのものを用いているのではない

ということになる｡
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宛 - (a･&)2†1+J7(k,a･)f2∑(k,叫

ここで,格子の周期性を考慮して10)

(魂 )2- S2.k2+2flg/E(k,W)

仔 (k,a')f2≡
M孟 弔 - S22k2

8(k,a,) S三k28(k,a･)+2喝

更に∑(k,a))と6(k,a))の関係

∑(k,a･)- †1-6(k,項 /M是

を用い,6(k,a･rlを1に比して無視すると,結局

a･孟- S三k2+fl昌/e(k･Q,)

(9)

(10)

3日E

(12)

(1/)

仮に r l を1に比して無視できないとしても,上記の方法は, (5)式のもとのままの式

にS2.k2を加えておくだけで,正しく(1′)式を与える｡

電子の温度Green函数を

-pn(Kx)pn'Q(妄)
QZ)(0)rK,K′;E)- ∑n-0i8-En(K)+FE

× eiL2Ky(Kx- Kx')･(2W)28(Ky-K;)8(Kz-Kz,)

とすると,∑(k,aI)が計算できて,(12)式とよりe(k,a)が求まる｡ これらの結果は

音波が磁場と平行に進む場合について,AppendixBに記されている｡垂直に進む場

令,photonの効果が入ってきて, electron-phonon だけで系は閉じない｡従って,

この場合についてのBla血-Kanerの計算も怪しい｡

一方,Red,k≡ a,kr,3m wk≡ a'左及び誘電率 8-6這+ ie左を用いて(1′)式
から,
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U左- ts三k2+弔 /8krly2

宛 -弔 ei/2WE(Ekr)2 ) (13)

(A･2)式でk-0として計算し, E左と関連させて, e左芸 (k…丞 2)rl+Bs抜ⅣA)

とできる｡SsDHVAはShutmikovderHaas-Van-Alphen効果の項であるo従って,

(wE,A)- (S2.+ S芸S )y2l l- 1B s,tNAl

} …S孟S/2(S三+S孟S)
a?

となる｡ Bla血-Kaner理論は

硯 ル )BK- S｡(1-1｡)y211-
2(1-10)

BsI)fNAi

(14)

(15)

を与え k≪ ksに対しては (14),(15)式は (6)式を通じて全く一致する｡しかしk

が ksに比して無視できない場合は,臭った値を与えることは,当然のことである｡

一方a,kltこついては eklをそのまま用い,k≪ ksの領域で

k3 . S孟S

2k2sykJW s

(wkl)BK 二T EJ

ll-(2-A)BsI)INAi

同様に (6)式を用いて,

I_.1､ k3 _i S孟S

2ks2 ーk偶
ll-1BsI)HVAl

(16)

(17)

従って臭っているのはBsDHVAの係数だけであるo因みにNaについては は 0･35

と計算できる｡ (14), (16)式はRodriguezの熱力学的方法が得られる結果11)のミク

ロな表式となっているo k～ksについてはAppendixC参照｡
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§3. Phononを媒介とする電子間引力

超伝導理論の出発点となったBCS-Hamiltonianは,次の様に書かれる｡

Hrd-KEaEa(K)cK+acKa-(KEK,'cK+,ICIK′l C-KI CKT (18)

ここで係数 -Cは,摂動展開で,2次の項を求めた場合現われる,wk/-(EK-EK_k)2

-wk2tという量から,簡単化された定数として用いられた｡12)しかしCは,実際には

K,kの関数である｡この節では,これまでの近似の範囲内で,EをKに依存しない量

で表わし,しかもk≦ kDにおいて引力になっていることを示すo

全系のHamiltonianを次の形に書く｡

H-∑Ea(K)cK'acK｡+∑喜rp芸pk+死 q芸qk)

･∑vklp_kqk+∑主戦 p_kPk

･∑言明 一項 q芸qk

(19)

wk2tま(1′)式で求められている値で,fl芸は弔-sl2k2で与えられる裸イオンの振
動数であるoa堤は §2の議論からRPA近似の範囲で正しく求まる｡上記の様に書い

た理由は,Nakajima-Bardeen-Pines の精神を汲んでのことである｡

さてここで,Heisenberyの運動方程式を用いてqkを求めることができる｡即ち,

qk-P_k及びb_k--fl這qk-V_kpkより,qkニーSl孟qk-V_Lq(o ここでフォノ
● ●●

ンの renormalizeされた振動数をa･kとして,次の近似式を考えよう｡ qkニー宛 qk

とおいて,

qk-V_玩 /(宛一成) (2D)

この段階で (a))式がどの程度の近似になっているかは不明である｡しかし付録Aに示

されているように,裸イオン-電子系に上式を援用することによって (4)式がそのまま

導出できることから,少くともRPAは包含できると思われる｡ この式を(19)式の 第
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3,5項目に代入すると,2-3行目は

H′-離 p-k Pk ･k&,言諾 p-kPk (21)

となる｡2項目は,a,長く fl孟であるから負であるが,-項目との和が問題であるoこ
の和を遂行して,

H′-k至k,細 p-kPk ･k至k,喜

Mk2 弔

e伽 'n;(1-i)-S22k2

従って 8~1(k,Q')く 1については,電子間相互作用は引力となっている｡ k二Oの極

限をとると,Ck→o芸7T2七2/2mKFとなる｡あるいは e～-1+k2S/k2として,

{… <Ck>-∑k去M孟/∑kとすると, I- (6打e2/k;)f1-(ks/k,)×arctan
2

(kDA s)1となる｡この値はNaにっいて試算をするとMkDの塊 を与える｡ 以上の
結果は (4),(10)式から出発しても同一の結果を与える｡

以上のまとめとして,e(kI),a)≫ 1の場合,ハミルトニアンは,

H芸∑Ea(K)ck+acKa+∑伽k(bk+bk+1/2)

一君主 8(k,a) K-a
K′a′

∑ cK++KaCKaCK+/_ka/CK/a/ (22)

となる｡これから,Phononを媒介とする電子一電子相互作用は全て引力となることが

判る｡従ってこの範囲で金属は全て超伝導になる可能性を有す｡

§4. -次元金属に於けるPeierls相と超伝導

- MdelI-

ここでは,BP-Hamiltonian(4)式から出発することにする｡従って,Peierls相

の性質は誘電率 E(k,a;T)に大きく依存することになる｡RPAでの誘電率は,
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e(k,叫耶 - 1+M孟a:K
∫(K-k)-f(K)

E(K)-E(K-k)+a)
(23)

簡単の為,half-filledの場合を考え,かつE鑑)--EFCOSKa〔-7,/aくKく 7E/a]

とするo∑K- ′N(E)dEとすると,結局 (23)式は

E(k- - 1+2N(0)斬 鞍
dE ｣._PEtanh
E+W/21ー1 2

一方 (4)式に於て,<bk>-<b左> -符J7i/2 8k,k｡とすると,

H｡- ∑Ea(K)cK'a定｡+ n甲2wg/2

H′-∑･△k(cK+cK-k+cK+cKk)Ka

vk1 1
ダk≡
6(k･W) 万項~,

△k≡ タで√甘

(24)

(25)

(26)

(25),(訪)式でk…k｡…2KFとし,簡単の為k｡の添字 Oは省いてある｡Free
energyは,

F-与 n甲2宛 一言′tNc(E'-r%(E'len'1+e~PE)dE

となる｡これよりgapequationは,

2ダ2N(0)

Ⅴ埠+△2

- EF/A

フォノンの振動数は,格子の周期性を無視して,

a,k-fl孟/e(k,a･;T)
2

(27)

(28)

以上 (24),(27),(2B)式が基本となる式で,以下簡単に,これらの振舞を調べてみよ
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う｡

411･wk-0(T≪ TcB)の場合

(24)式より,

e(k,a･k;T)-a占12n(TcB/T)

a;1≡ 2N(0)M芸 ,

kBTcB - ;rEF eXP,aB,- 1･13EF eXP(吋

(29)

(30)

従って (28)式は,aBfl孟…滝 上 次元についても,この値はV孟sk2を与える〕 と
して,

a,孟- a･;/Zn(Tc,/T) (31)

上式はT-0近傍でのみ正しい式である｡即ちT-0でフォノンは完全にソフトにな

る｡

4-2･転移温度TBP(△-o)

(節)式に於て△-0とおいて

kBTg(o)≡ 2･27EF eXPト 4aB e(k,a;T)i

- 2･27EF eXpト 42n (TcB/↑)∫

従って

kBTBP(o)- o

4-3.超 伝 導 相

(32)

Hamiltonian は (18)式を用いるoここでは簡単の為,係数 Eとしてk-kD≡ko

を用いよう｡従って,
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1 Mk20
2 6(ko,a)ko,T)

と仮定するo従ってT≦ TcBについては,(29)式を用いて,

(- 1/4N(0)Pn (TcB/↑)

となる｡よってgap equation より 13)

kBT(△- 0)- 1･15a'k. eXp I-2Pn (TcB/7 日

aJ
α

-1.15
>･./lI-(Tc L l / -｢)

となるo故に kBTBS(△-o)- oo

(TA cB)2

§5.-次元金属に於けるPeierls相と超伝導相

- ModelJ-

Rice-Str'asslerが行ったように,Fr'dhlich-Hamiltonianを出発点とする｡ 即ち

音速を伝導電子一格子の相互作用から,ミクロに求めていない場合である｡

5-1. クーロン相互作用を考慮しない場合

(7)式を出発点とするわけであるが, ).tま任意の定数として用いるo 喋 … a･kOと
0

改め,a'k- SkとするoPeierls相については,すでに論じられているから,ここで

は超伝導相のみを扱うことにするo全ノ､ミル トニアンは, §3の議論と同様に, qk-

ダ戒 pk/†成一(堤)2沌 用いて,

H-KEaEiacKaCKa+汗 pk* pk+wk2qk*qk '

- ∑与 ダ2

(,I,汗

(堤 )2一成
P_kPk

-31 1 -
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ここでαkは staticな近似の範囲で,

W孟 - 憲 Pn ,TA cR)

宛1⊆…2N(0)グ2

kBTcR≡ 1･13EFeXp(-αR)

であるo今,弓 ダ2'wk0.,21,wk:)2-wk.21~1とすると,引力である為の条榊 kくWk｡
を考慮して,条件 TcRく Tく 1･13EFが課せられるoこの場合の転移温度は,

kBT(△-0)- 1･15wkoeXpI-1/2CN(0日

- 1･15荒 {Cn,TA cR,,1,2,旦 1 ,21･13EF

･ kBTS(△-o)≡ kB TcReER , JTR eER-vq R eaR
1･13EF

1･15宛

従って 1･13EF> 1･15報 である限り,ER>｡RとなってTく 1･13EF の解は存

在しないことになるo即ち,△-0をとりえないことになるoしかし反面 1･15報 之

1･13EFであれば Tく EFで△-0の解が存在するo

5-2. クーロン相互作用のある場合のPeierls転移 (1)

今,電子一電子相互作用が∑ME/28(k,a,,T)で存在すると仮定する｡従って結節部

分には,

ME

E

一一① 十く> -く⊃- 一一一

を考えることができる｡従ってフォノンスペクトルは,
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wk- (残 )2〔1+92E/f1-‡(1-E)i]
2

≡ (魂 )2〔1-
ailen(1･13EF/kBT)

~a;1Pn(1･13EFABT)

ここで再びa昌1- 1を仮定した｡ kBTく 1･13EFの場合は,分母の2項目は無視で
きて,結局,

(戒 )2

宛 - て 有 en'T/TcCR)

kBTcCR - 1･13 FF eXP (-2aR)

(35)

従って ㌔ に因子 2倍がかかるだけとなる｡ 即ちクーロン相互作用の為,転移温度が下

･14)による tigbt-bindingmodelのBPAがる｡この傾向Bjelis,SaubandBarisIC

の主張と同じであるが,Chui,RiceandVarma15)の Renormalization groupによ

る結論と異なる｡ これらの相異は,次のように言いうるであろうか｡ ｢RPAではクーロ

ン相互作用が,遮蔽効果にのみ取り入れられていて,その為 electron-phonon相互作

用定数 ダが小さくなることに由来する｡一方,後者では遮蔽についてはほぼ同じことが

云えるが,フォノンの自己エネルギーが変化を受け(⊂>ウ⑳ ),,遮蔽の効果を打消し,

なお実質的にタを大きくしている｡｣と｡

5-3. (a))式からの議論 (2)

5-2の議論の結論は,(20)式を用いるとどのようになるであろうか｡Fr'dhlich

Hamiltonianに電子一電子相互作用を導入したものを改めて書いておこう｡

H - Hel｡ct,｡n+ 苦言 ,p;pkH 斬 q芸qk)

'誉ダk W芸p-kqk+誉 fk p-k Pk
(36)

ここで fkは前節のクーロン相互作用と考える｡今,クーロン相互作用の一部が,PhorDn
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の振動数及び electron-phonon相互作用係数それぞれの renormalizationに使われた

とするOその結果 (36)式の報 一死 ,グk一 夕k'になったとすると,

H-H eE+吉摘 pk+W'k2 q芸qk)+誉 ダこwk' p-kq k

+ ∑ (1-a)fkP_kPk
k

(37)

とかける｡ (36)及び (37)式ともに, (20)式を満足しなければならないから,

ダk 射 ktw昌一 (帝 2 1 ~ 1 - ダk'wk' pklw三一W こ 21 ~ 1 となるo今 , renorma lized

phononがソフト化するとすればak= 0とおいて･

a,昆/a,k'- ダk/グk′ (38)

なる関係が成立っo一方 (37)式のafkP_kPkが (36)式の (グk,堤 )を (gk',a,k')

に変身するから,(20)式を援用して,

a,孟/a,k'2-ダk2/(ダk2-2αfk) (39)

となるO即ちgk′く ダkとなってPeierls転移温度を下げることを意味するo以上の議

論は任意の定数 αにっいて成立っから, (20)式の近似の範囲では前節の議論を支持す

る｡

5-3. クーロン相互作用を考慮した場合の超伝導相

(33)式の引力の項を抜き出し,考慮するクーロン相互作用の項を付加すると

H′ニ ー ∑ 言ダ 2p_k Pk 〔
(wE)2 M孟

(wok)2-宛 グ 2 6 (k,W)

(40)

この場合も1･13EF≧ T≧ TcCiの条件がっくO (35)式のa,孟及び (29)式のE(k･W)

を用いて, (36)式は
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H′-一誓∑qkPkaRf2,Pnl･13EFA ,~1-,Pnl･13EFeaB,T)~1}

と書けるoここで kB- 1ととったoaB- 0の場合の Eは,クーロン相互作用のない

場合のそれと同じで,転移温度は,

kBT芸(A-0)≡ kBT…R e2篭 ,

vmReXP (2fp)-Jri-iReXp(2aR)
1･13EF

1･15戒

となるo従-て 1･13EFく1･15a,芸の場合は,クーロン相互作用のない場合より,転

-ak十ER倍だけ低くなる｡移温度は e

§6. Discussion一今後の問題点

これまで述べてきた点で問題となる点は,やはり(20)式を用いる点にあるが 今後の

問題として残しておくことにする｡ この近似を引き継 ぐ(22)式が従来のBCS-Hami-

1tonian と比較してどうなのか等,あるいは一次元でのPeierls転移と超伝導転移の競

争の問題 (§4),renormalization group との比較 (§5)等多くの問題点が在る｡こ

れらの点は現在検討中であるが,何か御意見を頂ければ幸いである｡なお物性研で議論

頂いたことを感謝致します｡同室させて頂いた中西一夫氏には終始議論して頂き,かつ

文献 14)及び PolymericSulfurNitrideについての論文をお教え頂いたこともあわ

せて感謝致します｡

AppendixA.(4)式の別の証明法

裸イオン-電子系のIJamiltonian は

H- KEaEK｡C去｡cK｡+∑去 'p芸 pk+戒 q*k qk )

･∑兄lp_kqk + ∑言 M孟 p_kPk
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diagonalな誘電関数 巨(k,叫 茅 ,1と仮定する｡勿論 (4)式にっいては, 一般の

E(k,a))の値に対して証明できるo今,Phononのスペクトルをa,kとすると, §3の

議論から,

V_i v_i
qk=音 元 pk= - 有 pk

(A･2)

従って (A･1)を, (A･2)を用いて,しかも (A･2) とコンシステントになる様に変形

すると,

H - ∑ EK｡CKaCKa+∑去 (p;pk+2宛 q芸qk)
+

vkl

+∑｢ ~~p_kqk (A･3)

但 し,堤 //症 - e~1(k,a,)とおいた.一方, §3で議論したように,超伝導の出発

点となるクーロン引力の形式にも書くことができ〔(22)式参照〕,これも (A･2)とェ

ンシステントである｡ (A･3)には, クーロン相互作用の項が全く出てこないというこ

とに注意すべきである｡この点も含めて (4)式と一致する｡しかしBardeen_Pi｡esが

扱ったPlasmonの効果については不明であることも付け加えておく｡

AppendixB｡縦磁場に於ける自己エネルギー

ここに,参考の為音波が磁場と平行に進む場合の∑の結果を記しておく｡

･(k,W)ニ ーi ∑′dKz〔tanh
87cc2nn'

-tanh

甘- k/KF とすると,

En(Kz)-〟

En′(Kz-kz)-〟

2T
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戊e∑(k,0)-一言『 dx 〔41T
Ⅹ2

ch2,pX卦

u,A,

′ヽ/

･ ⊥ 芸 (-1,jAjX enf議 書Jcos-空 空 (x2-1)1 (B･2)甘 j-1 a)C

u(p)-言直 1% 22nJH H,

27T2jT/a)C
s h(27T2jT/aJc)

雪一一∑(k,仙ヰo)ニ ー
I､l･.(I)

J6打42p首T

xn- ∫ll(n･i)WC/Pil'2
誉ch-2L21T(xn2-等2)上

(B･3)

(B･4)

但し,

一方,

Appendix･C k～ks での SDHVAの結果

ここでは簡単にTohmas-Fermi近似について示しておくo従って ekrは次の様にか

ける｡

ekr～= 1+隻 (1+BsDfNA )
k2

上式を用いて, (B)式を変形すると,

(wtA )- (S2.+γkS孟S)1'2fl-スkBs,HVAl
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√1

lk≡ γk2S昌S/2rS三+γk Sf'is)､

γk… (1+壁 )~1

k…

及び;

l) .)k3 γk̀̀ si去s

車 k k17両 {1- '2γk~ Ak 'B sDHVA}

と な って,k-依存性を含 む｡

(C ･3 )
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