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§7.の続 き (一次元系への応用)

linear chainでは p- 1である｡

d 1- 管,･1,nOln′TnlT/･･･.I,･ilnPとしよ うO ここで T′ほ impurity

siteの tra.nsfer matTix であ り･nJ= 0･1, ,S･j= 0,1･2･

･Cであるo前に与えた変換式に より 豆-訂 1TS- (ro2r-02)を導入す
るO (ここでは det,T- 1 としてお くO) γ- exp(i言) とすれば

2 cos ス-Tracehr と等け る｡ この表示で

....～/
T=S-1 T′苔 = ra

C

riq(kJ,kJ+1 ) - ･ilJllnj とすると

αj- a r2nj , β了 b√ 2nj

rJ- C γ2nj , 83-d r 2Tj
これに よ り

pj= ajbr b言 .

Z(1,el-
従 って

2n.-2n.
r a a-1debT,

(7.17)

(7.18)

(a, J-1+d｢2nj-,i(a,2nj-2+d{隼 2)
2n_

(7.19)

＼ヽ､ Pn-1

1+ Pn
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この連分数の収束性を調べるために Worpiもzlkyの定理を援用しようO

(H.S.Wa.ユ1 dconもinued Fraction〝 North-floユユand Co.p-45)

この定理に よれば ＼

Ipj･≦与(j-1･ 2･･･リ

pJ(x)が Ⅹ1< Ⅹ < Ⅹ2なる domain D上の Ⅹの関数

(a) Z(1,e)は Dで uniformlyに Z に収束する.

_旦 l ≦ 3_
1+Z(1.､g1 5 7 = 5

‡ならば

(C) i は best constantであるO つま り pj を‡ より大きくと,る
と,(a)とならないことbJ-;:Lぁる.

lTrace.Tt≦ 2 とすれば Aは realで

!p:,l==
ldet で ′j

lTr(A･i"･iln巨 1)IITr(T′Tnj-2-I
となるo

puretLisystemに対･して Hl- TilTが成立 しているo (･idは transfer

matrix )Oもし,Ⅹの矧閣 (Ⅹ1Ⅹ2)が pure T systemの 'bandの

中にあり,pure(fr′Tn) systemの band gapにあるならば (○≦n≦

S日 でraceTI≦2で･ Ipj!≦吉 , 従-て

ITrace (T′Tn)t>2

が成立することを示してお り,種々の (T′Tn) (o≦ n≦ S)を成分 とす

る混合系において･ Ipjl≦‡ が常に成立しているO

例). Hackel近似の electr･on･･system
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この問題に対する行列式は

al一 式 β12

a2- E

i':a: :

＼
＼
ヽヽ
＼

ヽ
＼

(i.rJ ::･:･

クーロン積分 ･

共鳴積分

βid- β, αi- a or a ′ の ような簡単化を行 うQ

この･ような modelでは

E--α+2β cos i

r-exp (･1号-
ここで

A:real (beca?sP in band)

Trace(dil′Lfn)芸 yn- 2 icos(n+1)i+ a

･O-弓 等 , -α-α′--a ,

(7.21)

sin(n+11ス

sin i

sin(i
y= cosα+ o㌃ nT7 をク< 0の場合に図示すると,下図のようになるo

y

(n+1)A
7{



松 田博嗣

上図の太線の部分が前述の不等式,

fTrace(･r′Tn頼 > 2 巨まetT′l

を満たす部分に対応 してお り,すべての nに対してaが この部分にあれば

band gapが存在することになる｡

最終的な結果は

1) びく 0

′
o< -oc(S･1)三 一 crJtL

0_(S,i)
)sin l

･O-(･S･吊 -8ioi; % nr,<皇(n･.局-liT AーEjJTI

2) α>0

o>o言(S. )三 七an
0+(S,吊

sin ス

O.(S･l)-.迦 S((n･.,l一 昔 l]JIf

つま り
r I

β< o では

△a>2刷 oc+(ts誹 または △ ｡<一･2刷 o言(S沃)

に対して,吊 まband 甲 PPD中になることになるo この結果を格子振動の

isotopic implユr土tyに適用しよう｡

M′-M-△M とおくと,

∠ゝ M

M > Q(8,A) ≡ coも
e_(a,ノロ ス

coもデ となるO
2 2

b
i- -H (a,bは互に素な整数で bく a)とすれば 0_(S,A)で Sを- に
a

した 0_(S,

b∬

2aI

〟

吊 は β-(-. )-空 この と き は Q(-,芝H)- cot茄 cota

このような 1(これを speoial frequency と呼ぶ)に対しては

forbiddenに.なる｡

ー4Ai-

■



不規則系の統計物理学 (丑)

〟
一会些≧ coも- -coも且ユ H-1と出来る｡ (つまり b-a-1とする).
.M ---. 2a a

従 って旦 > 2を満きない限 り specialfrequencyは塗 じないo 満たす班

場合は ユニ聖ユ H だから specialfrequencyは無数にある?a

Q(S,A)

§8. 多次元の rlisordered lS.yStemに於る _spectralgap

この節では,多次元系に対しての考察を連分数法を援用することにより,∴進

めようO 系の記述する-yTN(xl はノ

HN(Ⅹ1- ( :H 2､､ー､､

ヽ

｣

(8二1)

ヽ

､AN

deもし亀(xlJ- Oを満たす Ⅹ が系のT.a有値に相当するOそし七区間 .

xl< Ⅹ < Ⅹ?で deも-UN(Ⅹ)キ 0ならば･そ こが specもralgapになっ

ている｡ これを連分数で書 くと
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de七(1+Z)キ 0

Z- 2imZJ(1,2--)
g｣-

Z(1,e)-

-1
ae-1 be-1 - 1

be-2

(8.2)

(ai,bべの具体的な形は前節に与えてあるO)J

一次元系では ai,bi は単なる数とな り,従 って (8･2)の収束性を調べる

ことにより,spectral gapに対する考察を進め得たO 多次元系-の考察の

第一歩 として,ここでは2次元の Rosenstock-Newell･nadejを考えよ

うOこの場合には (812)の ai, biは matrix とな り Z(1,e)の収束性

を論ずることはむづかしい｡そこで!non- central force constant

は全て一定とするOまず matrix Aの boundなる童を次式で定義しようO

< Å> ≡ MaxX
N(Ax)

N(刺 (≧ o) , Aは pxpの行列
(8.5)

ここで Nは norTnであり,

N(Ⅹ)三桁

Aが Hermiteならは<A>は Aの最大固有値に等 しいことが証明出来る｡

一一･･投に

<A+丘与> ≦ <A> +<畠> <A畠> ≦ <Å> <払>I

が成立する｡

次に <A><1のとき,次の不等式が成立することを証明しよう｡
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< (1+A)I-1> ≦
1-<A>

('/) ･

(1+Ar1= 1-A(1+A了1

従 って

< (1+Ar1> ≦ 1+<Å> < (1+A了 1>

これに より

< (1+A了1> ≦
＼ HT仙J / ≧ Ll-<A>

l

(8.4)を Z(1,e)に周いることに しよ う｡

-1

< Z(1,e)> ≦ <albl> <
1+ Z(2,.e)

-1 -1

-< < albl > < bo >

不規則系の統計物理学 (R)

(8.4)

-1

> < bo >

(8.4) より

1

1- 7u(2,,el> (8.5)

卑 ≡ l<a｡bT > < bIl.> i とす るO

卑 ≦三 (J-1･2, )にな-ているとすれば (8.5)と W｡rp-

1もZ宰yの定理を援用 して

deも(1+Z)キ o

つ ま り band gap になっているO

具体的な例 としての Rosenstock- Newell madelでは

8.- c 1
J

これ より

ー
.し

0るなと

A
｣
,･-
:ニ'r-)

b

aj =

1'.unitma･trix

c : constanも
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従 って

･pj,- C2<A;1> <A;∴>,これが ≦ 去 ならば ･banb,-gap,･･になァ
ているO これを saxon- Hutner型定理にするために A.- 蕊 foralュ jJ

と取ってみる｡

ここで AJ を diagonalにする表示を とると

レ‰ (Ⅹ) =

と洩来る(,

これにより 女 が barld gapにある条件 として 回 <Å′ら<⊥となるL,1-1 2
また,Aj- Å仰 for all jならば 回 <A'q･-1> <妄for,alla
(α)は isotopeのある周期的配列を示す o これならば,･:'孝の魔 窟飢 昆合系

1
において IpJI≦寺であり band gapにな-ている′う以上の考察は 5次元
に対して も拡張出来る｡

§9･ SrJme Theorems:on TJhe Eigenvalues ofHermitia.n Matrices

以下に,Ramd｡m Sy占temを取 り扱 う場合に有効な定理を列 記t,ようO

H Mod_ication theorem (MDTで略記す るO )

2つの Hermite formJr,uU′があるO (次式で与えられるO )

S

K+ ∑ (Ⅹ b Yb +Ⅹh Yh)
b-1

K +∑ (Ⅹh Yh/_ + ～xh-Yhl)
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こ こ に

N N
K - ∑∑
1-1j=1kij･ⅩiXJ kid= kJi

N

xh = 1空.ah iXi

N

yh= ユ空,bh iX i

固有値を大きさの頓に番号づけし,

すれば

fi'n_S ≧ 皇ln ≧ 鶴 +S

が成立するO

(証 明)

′-
一一･一～
､111-
し

2
･ュ
Ⅹ∑
i
N

真 .cki'

音室F

I.=01

/ N I

xh=1空,ah i X i

N

yh'= ユ空.bh'i X i

(9.2a)

(9.2b)

(9.2C)

H,JH ′の n番目の固有値を g㌔ ,mn'と

(9.5)

(k- 1,2,･･･,N-1)

の条件下で〟のとる最大値は tCki)の函数であるo tCki‡について,この

最大値の最小値が ･t;~).nであるO

今,S個の定まった束縛条件 Ⅹh- 0, (b= 1,2,････S)を課し,こ
′■ヽ.一･

れに よりKよりS個の変数を消去する. (N-81次元の tlermite,.form レ灯
′ヽ■.′ ■■■′

が得られ るoLUの第m番目の蘭有値をmm とすれば

同じく

′■ヽ■′
･n21m ≧ 飛.皿 ≧ 沌n+S
一■ヽ_′

鶴 ≧ r?5m ≧ 舘㌶+8-

故に

～ ～ ′
一拍三_S≧ 鍋n-良≧､[7Hn≧.mn≧mn+S

ー451-
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21 Ledermann/a theorem

flermite行列の r列とそれ に対応する r行を Iqermite性を保存するよ
.′

うに任意に変えるo 他の部分は不変にして巌 O 任意の区間 〔勘 ,i･72〕
に参る闇有値の数は,この操作により,高々2rLか変らないo (具体的な

例を考えると,これは格子振動の問題で表面の効果が殆んど,省略出来るこ

とを示している｡ )

(証 明)

Ⅹh= Ⅹh (h= 1･2･ ･S),かつ mrl≧ E>nn+1 (馴 ま任意

の energy)とするとMDTにより

銅.n/-IS一一'≧ 瓦>'O,n/+1+s
E以上の 通′,i,U ′ ((M )で与えられている｡ /の固有櫨の数を N佃 ,

N′(FJ)とすれば

N(宣) - n

n-S ≦ N′(E) ≦ n+S
n+S+1

これにより

N(FJ)+S≧ N(E)≧ N'(E1-S

EJIL< 琶2 なる El,E2 に対して

N′(El)⊥N′(E●21+2S≧N(Elト N(E,)≧ N'(叫 一･N′(E2ト 2S

ここで S= T とすれば定理は証明されたことになる｡

5) Rayleighの定理

N個の振動子が相互作用してし丁るO固有夜勤数が a,1> Q,2> - > wf

の関係に番号付けられていることにするO もし,振劫子の うちの 1､個の mass
t

(1方向の振動に関連した)を小さくするか,または,バネを強 くすると,

全ての闇有振動数は増加するか,,不変である｡ しかし,増加するにしても,

wnは Q'n_1を越えては増さないo

-452-
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aJ

つまり

n

(証 明)

系め Dynamioalmatrixは ,次の Ha_milもoniarlか ら決まるo

◎
ij

･t'- ∑i,jmlmJⅩiXj pOtentiaユ は

Ⅹ .

V-iiPJ◎ijuiuj･ ここで ui≡寅 と再 変換をす ると

､J･ュ
㊥∑

吊
ニ

〟

∑1
は

で

2

○

uiuJ O MDTをここで用い ようO

=･1,∑ckiXi= 0 (k=1,-･,a-1) の条件は,こ こi

N

l空1miui2 - 1

∑ Ckiui= O

i

(k- 1, , n-1)

となるo mass mj を mj′(<mj ) に変える｡ ujキ Oでは

/ ′2 2

i葦jmiui2 . mj u･-C < 1J

甲 っ .__ 1

l空.miui2-.を満足させるためには u了 芹 u告 すれば よいo従

って Dynamical matrixが もとの ⊥ にな り, Inn(≡ wn2)は大きくなるoC
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定理 21によれば mj が変っているから r= 1とな り,今の場合は振動の方

向を決めているから, 1つしか変化 しない｡

次に po七entiaユenergyが変った場合は,これを

1

2
岸 (誉fiui ) 2 , K ; バ 摘 数

とすると.,Hを増せば閲有値が増大することは明らかo MDTを用いれば

Ⅹ.= 号 fiuiであるから,変る数は 1個である0

4) KaもO の定理

次の固有値方程式を考えよう.

LLr¢- iめ LU は f･Iermitian (9.4)

甘をJrの近似的な固有ベク トルとし, (W,W)- 1--W+Wであるとしよう.

次の畳,p- (W,dw)を考えるoまた,区間 a< }r<β(r- 1,-,a)

をとり,この Ir に 対 応 する LU の 固 有函 数 を Qr とすれば, (W,¢r)= 0

が成 り立つ とする｡

i) a< p<βとし,α-1とおき得るとき

ス≧p一読 , 82≡ (R,A)

R 三 通'vT- Pw

ii) β- Aとおき得るときは

82

A≦ p+
p-α

(9.5a)

(?5b)

(証 明)

A≡(LU-a)甘, B ≡ (d-♂)W とおく｡ W を ¢rで鹿開して

W= ∑ cr¢r-,しかし･W と ¢rとの直交性によりr

r=1,2･- ,S に対して Cr=Oo

従って
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(A･B)= ∑ ∑ (Cr(ス了 a)¢r , Ck(lk-β〕¢k)
∫ 汰

-∑lcrI 2 ( スr T a- (ス了 β一∫

一万 Irは (a,P)の外にあるから ((916)よ り)

(A,B) ≧ 0.

-~方 R- (Lu -P )W, (W,A)- D を用いると

(A,B) - (i(uU-p)+(p-al)W,i(LK-P)+ (p-βllw)

- (A,a)+(p-α)(PJjn ≧ o

82≧ (p -α) (β-p) (9.7)

(9.7)で αニ スまたは βニ スとおけば (9,5) を得る｡

(証明終 り〕

Katoの定理の応用例を考えてみ よう｡格子振動に於る isolaモed

impu.r土tyの場合は,例えば massを軽 くした場合には,もとの最大振動数

wLは a･こく> wL) となるO これを Aとお くと･この 人を調べる場合に,定

理を用い得るO §1.での議論により,固有方程式は次の形になるO

･AI
fE
)
+

1ヽ

-

.-..-ノノ

u
V

/
/
ILr<ニ

＼
1

.-..-
ノ

u

V

′
/し
＼)

ノ

(9.8)

if=
(Aが impurit･yに関係した部分 (matrix)である. ) (9.8)に より

Au- pu , W-(冒 ) ,

β- )の場合を用いる.

E 2

ス ≦ - ㌃ 昔 や α-wL2 を代入する6

これにより 1の上限が求められ,逆に α- 1の場合を用いると, )の下限

を求め得 るO

- 45 5 -


