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遅延を含むFisher-KPP方程式のsemi-waveについて
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1 はじめに

National Yang Ming Chiao Tung University 
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Fisher-KPP方程式は，ロジスティック成長項と拡散項をもつ方程式であり，生物の個体群

の拡がりなどを記述する方程式として数理生物分野において広く研究されてきた．このモデ

ルは

Ut = duxx + 1u(l -u), x E恥t>O

として表され， u(x,t)は場所x,時間tでのある生物種の個体群密度を表し， d>Oは拡散

係数を，"(>0は内的自然増殖率を表している．生物の個体群の空間的な拡がりを表す解と

してしばしば考えられるものとして進行波解が挙げられる．進行波解は一定波形，一定速度

をもつ解であり， eを進行波解の速度としたとき u(x,t) = U(x + ct)をみたす． Fisher-KPP

方程式の場合，境界条件はU(-oo)=O,U(+oo)=lであり，速度が C2:: c* := 20石に対

して正値かつ単調増加な進行波解が存在することが知られている［4,7]. ここで，どは最小

速度と呼ばれる．

本研究では，次の遅延を含むFisher-KPP方程式を考える：

Ut = duxx + "(U(l -u(t -7)), XE屈，t>O (1) 

ここで， T>Oは時間遅れを表している．この方程式は，生物個体群の増殖率がT時間前の

個体群密度に依存しているモデルとみなすことができる．この遅延を含むFisher-KPP方程

式の進行波解について，いくつかの結果が得られている．例えば， WuとZouは，任意の

C > 20万に対して，冗＞〇が存在して， TSTcならば速度cをもつ正値単調進行波解が
(1)に存在することを示している［9].言い換えれば，時間遅れTが小さいときは遅延のない

Fisher-KPP方程式の進行波解と同じ性質をもつことを意味している．進行波解のプロファ

イルについては図 l(a)を参照

一方， Tが大きいときは，単調でない進行波解の存在が示されている［3,5].単調でない

進行波解が現れる理由は次のことから容易に想像できるだろう．拡散項がない場合の方程式

を考える．

u'=,u(l-u(t-T)), t>O 
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図 1：遅延を含むFisher-KPP方程式の進行波解のプロファイル．（a),(b)ともにパラメー

タはd= 1 = 1, c = 3.0であり， Tのみを変えている．（a)T = 0.3. (b) T = 2.0. 

この方程式はロジスティック方程式に遅延が含まれたものであり， Hutchinson方程式とも呼

ばれる．この方程式には，平衡点u=lが存在し，その点で線形化し，線形安定性解析をす

ることによって次のことがわかる．

平衡点u=lは

● T<1r/(21)のとき漸近安定

• T > 1rj(21)のとき不安定であり，周期解が現れる．

このことから，遅延を含むFisher-KPP方程式の進行波解を考えたとき， Tが大きいとき

u=lの近くで振動するような進行波解が示唆される．遅延を含むFisher-KPP方程式の進

行波解の理論的な結果として，進行波解が速度 C~ c*に対して存在することが部分的に示

されている．図 l(b)は， u=lの近くで大きく振動している進行波解のプロファイルの例

である．これらのことから，遅延を含むFisher-KPP方程式の進行波解は遅延を含まないも

のよりも多彩になっていることがわかるだろう．

本研究では，上記のような屈全体で定義される進行波解とは異なるタイプの進行波解を

考える．つまり，動座標f:= X +ctを導入した（1)に対し，次の形の解 u(x,t)= U(<)を考

える．

叫）｛：］ ： ： ］ かつ U(()は有界．
このような半直線艮＋ ：＝ ［0,oo）で定義された進行波解については， DuとLinによって遅

延のないFisher-KPP方程式で議論されており，そこではsemi-wave解と名付けられている

[2].本研究は，遅延バージョンのFisher-KPP方程式のsemi-wave解の探索とみなすことも

できる．遅延を含むFisher-KPP方程式のsemi-wave解についてもう少し細かく分類する．

定義1.U EC（JR) nc町罠＋）が

cU'(l) = dU"(l) +,U(t)[l - U(t -cT)] 

U(t) = 0 

U(l)  > 0 

0 < lim inf~• ooU(l) S limsup~• 00 U(t) < oo 
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をみたすならば， U(l)を速度cをもつsemi-wave解と呼ぶ．さらに， UEC（艮）n02(艮＋）
が (2)をみたし，かつ U(+oo)が存在し，正値であるならば， U(l)を速度cをもつ semi-

wavefront解と呼ぶ．ただし， U'(0)(resp. U" (0))はUのl=Oでの右微分(resp．右2階微

分）である．

この定義より， Hutchinson方程式の u=lでの振る舞いを考慮すると， semi-wavefront

解はさらに2つの場合に分けることができ，遅延を含むFisher-KPP方程式のsemi-wave解

は次の3種類に分類される：

(A) U'> 0かつ U(+oo)=lをみたす単調なsemi-wavefront解

(B) U'は符号を変え，かつ U(+oo)=lをみたす非単調なsemi-wavefront解

(C) U'は符号を変え，かつ U(+oo）が存在しない非単調なsemi-wave解

図 2はこの 3種類の分類に対応する semi-wave解のプロファイルを示している．図 2で

はいずれのプロファイルもe：：：：：〇のみを描いており，省略しているが， l<OではU(l)= o 
である．
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図2:遅延を含むFisher-KPP方程式のsemi-wave解のプロファイル．（a),(b), (c)ともに

パラメータはd='Y = 1, c = 1.0であり， Tのみを変えている．（a)T = 0.4のときの単調

なsemi-wave解．（b)T = 2.0のときの非単調なsemi-wavefront解．（c)T = 3.Qのときの非
単調なsemi-wave解．

次の節では，理論解析によって単調なsemi-wavefront解の存在について得られた結果を紹

介する．第3節では，数値計算で得られた上記で分類した (A),(B), (C)3種類のsemi-wave

解の存在範囲を紹介する．
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2 単調なsemi-wavefront解の存在・非存在

本節では，理論解析によって得られた単調なsemi-wavefront解の存在・非存在の結果につ

いて簡潔に述べる．

n戸に対し，関数Q(n)をQ(ry):= i log(])とし，デ（c)を
デ(c)= ! [ sup Q(n)] 
c企 max｛碍｝

で定義する．Q（n)のグラフの形状より，デ（c)を次のように表現することも可能である．
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ただし， r(O):= ooと定義する．

また，関数F（CJ")を

F(O") := (2d庄＋m)(l-tanh(O"cr(c))), び：：：： O 

とし，次の仮定をおく．

(M) max戸 0的） ：：：： 1 

仮定(M)は，後ほど説明する単調なsemi-wavefront解の存在証明で必要となるテクニカル

な仮定である．（M)をみたすパラメータの集合が空ではないことは簡単な計算からわかる．

実際，例えばd="f= 1のとき， eの値によらずF(O")> 1となる oの存在が計算によりわ
かる．

以下が理論的な解析の主結果である．

定理1.C：：：：〇を定数とする．このとき，

(i) C：：：： 2平ならば，任意の T：：：：〇に対して，（2)は解をもたない．

(ii) Cく 2訊ならば， TE[O，デ（c)］かつ(M)が成り立つとき，（2）は単調なsemi-wavefront
解をもつ．

上の定理を d＝'Y= 1のときに制限すると，結果がもう少しわかりやすくなる．

系1.d ='Y = 1, c：：：： 0とする．このとき，

(i) C：：：： 2ならば，任意の T：：：：〇に対して，（2)は解をもたない．

1 
(ii) Cく 2ならば， 0'.ST'.Sーとき，（2）は単調な semi-wavefront解をもっ．

ce 

これらの結果から， Fisher-KPP方程式の最小速度c*よりも速度が大きいとき，どのよう

な時間遅れTに対しても semi-wave解は存在せず，一方， c*よりも速度が小さいとき，時間

遅れ Tが十分小さければ単調なsemi-wavefront解が存在することが理論的に示された．
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2.1 定理の証明の概略

このサブセクションでは，定理 1の証明の概要について簡潔に述べる．定理 1の（i)につ

いては背理法で比較的簡単に示せるため，主に(ii)について述べる．なお，証明の詳細につ

いては [6]を参照のこと．

次の問題(P)を考える．

cU'(l) = dU"(l) + r叫）［1-U(t-CT)], 
(P) {Uは賢 0において有界

U(l) = 0, l :S 0 

ここで， U'(O)はUのl=Oでの右微分を意味するものとする．

~~o 

定義 2.[Jとじはそれぞれ恥＋において有界な連続関数であり，有限個の点 s1,s2,...'Sm 

を除いて恥＋において連続な第2次導閲数をもつとする．さらに次の2つが成り立つ：

(i)『とじは以下の不等式をみたす：

｛叩”(t)-Cげ（t)＋刃（t)［1- 瞑— CT)]<'. 0, U 恥＼ ｛ふ＞ 0| i＝ 1,2,…,m), 
万(t)= 0, l :S 0, 

｛叫”(()-cじ＇（く）＋疇）［ 1-じ(<-cr)] :> 0, 

じ(f)=O, f:s;O 

~E 艮＋ ＼｛名＞ 01i = 1, 2,…,m}, 

(ii) i = 1, 2,…,mに対し，じ＇（ si):s;じ＇（叶）かつ万（吋）:s; V'(si) 
これらをみたす万と旦をそれぞれ問題(P)のupper解， lower解と呼ぶ．

細かいことは省くが，おおまかには次の命題が成り立つ．

命題 1．問題(P)はupper解『と lower解じをもち，ある M;:::1に対し，

0 ::;（芋）じ（t)::;万（l):SM, l;::: 0 

をみたすとする． このとき，問題 (P)はl>Oにおいて正となる解Uをもっ．

命題 1によって，結局はupper解『と lower解じを構成することに帰着される．具体的

には， upper解万を

殷）＝｛tanh（疇）く 20

o l<O 

とする．ここで，びo>OはF（びo)= maxび~oF（び）をみたすものである．詳細は述べないが，
このupper解の構成において先の仮定(M)を使う．また， lower解旦として

瞑）＝｛8芯 sin(bよ）， 0三＜三＆，

o, l ~6, 

とする．ここで，ふ＝ 1r/be, a=盗， bE= ~面：万二5 であり，€と 6 は適当に選ぶ正の定
数である．これらのupper解Uとlower解じの構成によって，それらの間にsemi-wavefront
解が存在することを示すことができる．
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ここでは証明の概略のみを述べたが，詳細については [6]を参照されたい．また， ここで

使った手法は遅延を含むFisher-KPP方程式の進行波解の存在証明において [9,8]などによっ

て発展されてきたものである．艮全体で定義された進行波解の証明を，半直線艮＋で定義さ

れたsemi-wave解に適用するために幾つかの修正を加えている．

また，本研究では単調なsemi-wavefront解の存在・非存在に対して証明を与えたが，これ

は第1節で述べた3種類に分類される semi-wave解のうちの『(A)U'> 0かつ U(+oo)=l

をみたす単調な semi-wavefront解』の部分的な解明となっている．ここでの証明ではテク

ニカルな仮定 (M)を課しており，単調なsemi-wavefront解の全容はまだ完全には解明され

ていない．更なる研究が期待される．また，『（B)U'は符号を変え，かつ U(+oo)= 1をみ

たす非単調なsemi-wavefront解』や『(C)U'は符号を変え，かつ U(+oo）が存在しない非

単調なsemi-wave解』に関する理論的な結果はまだない．この難しさはupper解万の構成

にある．非単調な semi-wavefront解や非単調な semi-wave解の存在証明には別の手法を用

いる必要があることも考えられる．

次の第3節では，数値計算を用いて， 3種類の単調・非単調なsemi-wave解の存在範囲に

ついて考えてみたい．

3 数値計算

第 1節の（A),(B), (C)の3種類に分類される semi-wave解の違いは，く→ ooにおける

U(<)の振る舞いが由来である．このことを U=1での線形化方程式から調べてみよう．詳

細は [1,5, 6]を参照のこと．

(2) の動座標系の方程式において， U(~) = 1 + W（く）を代入し， 2次以上の項を無視する
と次の線形化方程式が得られる．

cW冦） = dW"(~) -,W(~ -CT) 

U=lでの線形安定性を調べたいので， W ＝芯を上記の線形化方程式に代入すると，特

性方程式

d入2_c入—咋―CT入＝ 0 

を得る．ここで，

P（入；T):= d入2_c入— ,e―CT入Q（入）：＝ d入2_c入 R（入；T):=咋―CT入

を導入する． P（入；T）=0をみたす入は， 2つのグラフy=Q（入）とy=R（入；T)の交点に対

応する．グラフを用いて解析することによって，固有値入は図 3のような3つの特徴的な状

況に分けることができる．ここで，赤い曲線はy=Q（入）を，青い曲線はy=R（入；T)を表

している． Tが変化すると，y=R（入；T)のグラフのみが変化する．図 3(a)は， Tがある程

度小さいときの2つのグラフの状況である．y=Q（入）とy=R（入；T)が3つの異なる点で交

わり，このときの固有値を入1, 入2, 入3とするといずれも実数となる． Tを大きくしていく

と，第2象限においてy=R（入；T)のグラフが次第にy方向に上がっていき，入2と入3が近

づく．そして，ある T=T＊で，図 3(b)のように入2=入3となる．このT= T*を境に入2と

入3は共役複素数となるが，実部は負のままである． Tをさらに大きくしていくと， T= 7** 
で，共役複素数入2, 入叶まともに虚軸を渡る（図 3(c)). これ以降では共役複素数入2と入3の

実部は正となる．
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図 3:3種類の固有値の分布．（a)2つのグラフが異なる 3点で交わるとき．（b)2つのグラ

フが接するとき（入2=ふ）．（c)入2と入3は共役な純虚数．

これらのことから，固有値の分布が図 3(a)のようなときは，単調な semi-wavefront解

（図 2(a))になり，図 3(b)のような状況を境に非単調なsemi-wavefront解（図 2(b))へと変

化し，さらに共役な複素固有値が虚軸を渡ると（図 3(c)),非単調なsemi-wave解（図 2(c)) 

へと遷移することが予想される．もちろんこの安定性解析はU=l近傍のダイナミクスし

か扱っていないので，この議論から semi-wave解全体のプロファイルまで説明できるわけで

はないが，分類に対する示唆を与えるものであろう．閃 3(b)と図 3(c)が起こるパラメー

タの関係式は具体的に得ることができる．実際，パラメータが

-2d -V4心＋びT2 e2T-2dー凶哀戸戸
+"fCTe― 2d = 0 

CT 

をみたすとき，図 3(b)のような 2つのグラフが接するような状況となり，

T = e□̀□ cos―1(e2 _:可）
をみたすとき，図 3(c)のような共役な純虚数が現れる．後ほどの議論ために，（C,T)平面

でのこれらの曲線を次のように定義する。

r1 := {(c,T) E 詔―2dー冨~ +"(CTe―C%-2dーロ＝o}
CT 

r2 = {(c, T) E配 T=e□̀ 戸cos―1(e2＿三）｝ 
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以上のことに基づいて，単調・非単調なsemi-wave解や進行波解の存在範囲がどのように

なっているのかを数値計算を用いて明らかにする．そのため，ここではパラメータを

d="f = 1 

の場合に制限する． このとき進行波解の最小速度はc=2である．

て
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図4:d = 1 = 1のときの semi-wave解や進行波解の相図．横軸が速度c,縦軸が時間遅れ T
である． X の印は単調な semi-wavefront解や進行波解が観察された点，口の印は非単調な

semi-wave解や進行波解が観察された点を表している．青い曲線はr1を，赤い曲線はいを

表している． c く 2 は semi-wave 解の領域， c~2 は進行波解の領域である．

図4はsemi-wave解と進行波解の (c,T)平面における相図を表している．図中の c<2に

おける X は単調な semi-wave 解が観察された点を， c~2 における X は単調な進行波解が

観察された点を表している．一方， c<2における口は非単調な semi-wave解が， c22に

おける口は非単調な進行波解がそれぞれ観察された点を表している． c=2を境に進行波解

とsemi-wave解が切り替わっている．また，図中の青い曲線は U=lの近くの挙動が減衰

振動を始めるいを描いており，数値計算の結果である X と口の境界となっていることがわ

かる．このことから，非単調な semi-wavefront解や進行波解が出現することと U=lの近
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くで減衰振動することには関係があることが示唆される．また，図 4の赤い曲線はいを表

している．この曲線よりも上の領域（濃い灰色の領域）において， U=lの近くで減衰しな

い振動が続くような非単調なsemi-wave解や進行波解が観察されることが期待される．これ

を確かめるため， C＝ 1.0と固定し， Tを変化したときの semi-wave解のプロファイルを表

したものが図 5である． T = 0.4のときは単調な semi-wavefront解， T= 1.2とT= 2.Qの
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〇□ov ロ-05 
on 

~.5 
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.゚o,---
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(c)T=2.Q (d)T=3.0 

図5:C = l.Qのときの semi-wave解のプロファイル． Tの値は各図の下に記載．

ときは非単調なsemi-wavefront解， T=3．0のときはtが無限大で減衰振動しない非単調な

semi-wave解がそれぞれ得られた また， T＝ 2.0と固定し， cを変化したときのsemi-wave

15 15 
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図6:T = 2.Qのときのsemi-wave解のプロファイル． cの値は各図の下に記載．

解のプロファイルを表したものが図 6である． C= 0.2のときは単調な semi-wavefront解，
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C = 0.6とC= 1.4のときは非単調なsemi-wavefront解， c=1.8のときはCが無限大で減衰
振動しない非単調なsemi-wave解がそれぞれ得られた．

U = lの周りでの線形安定性解析と数値計算の結果を合わせると， C く 2のとき，図 4
の白い領域は（A)に対応する semi-wavefront解が観察される領域，薄い灰色の領域は (B)

に対応する semi-wavefront解が観察される領域，そして濃い灰色の領域は (C)に対応する

semi-wave解が観察される領域に分類されることが示唆される．さらに，図 4の緑の波線よ

り下の領域は，系 1により単調なsemi-wavefront解の存在が示すことができた領域である．

C ?: 2の領域においてもいと r2を境に進行波解のプロファイルが変わることが図 7から
示唆される． 図7では， c=3.0と固定し， Tを変化したときの進行波解のプロファイルを

-05 
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45 

-1.5 
OD 

(a) T = 0.3 

(c)T=2.Q 

~.5 
50.0 0.0 

(b) T = l.O 

図 7:C = 3.0のときの進行波解のプロファイル． Tの値は各図の下に記載．

示している． T= 0.3のときは単調な進行波解， T= l.OのときはCが無限大で U=lに収
束する非単調な進行波解， T= 2.QのときはCが無限大で振動し続ける非単調な進行波解が
それぞれ観察される．

4 おわりに

本研究では，（1)のタイプの遅延を含むFisher-KPP方程式のsemi-wave解について考察

してきた理論的な解析では，パラメータに制限はあるが，単調な semi-wavefront解の存

在に関する結果を得た．図 4も合わせて考えると，単調な semi-wavefront解の存在範囲は

さらに広いことが示唆される．また，得られた結果にはテクニカルな仮定(M)が課されて

いる．特に， upper解を改良することによってさらに良い結果が得られる可能性もあり，そ

のような研究の方向性も考えられるだろう．また，本研究では単調なsemi-wavefront解の存

在についての結果を与えたが，非単調な semi-wavefront解の存在などについてはまだ未解

明である．進行波解に比べて， semi-wave解については多くのことがまだわかっていない．
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