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2次配置空間の副 p基本群を用いた関数体の復元, 研究報告
(Reconstruction of function fields from pro-p second

configuration space groups, a research

announcement)

By

東山 和巳 (Kazumi Higashiyama)∗

Abstract

In the present article, the author gives an outline of the paper “The semi-absolute an-

abelian geometry of geometrically pro-p arithmetic fundamental groups of associated low-

dimensional configuration spaces”. The detail of the arguments appearing in the present paper

may be found in [Hgsh2].

§ 0. 序

本稿の目的は, 論文「The semi-absolute anabelian geometry of geometrically pro-p

arithmetic fundamental groups of associated low-dimensional configuration spaces」の
概要を解説することである.

本稿の構成は以下の通りである: §1 で, 主結果の主張を述べて, 従来の結果との比較
を行う. §2 以降では, §1 で述べた主結果の証明の概略を与える. 本稿で与えられている議
論の詳細については [Hgsh2]を参照.

定義 0.1. kを体とする.

(i) 基点付きの連結な（代数）多様体X のエタール基本群（以下, 基本群）を π1(X)と
かく. （連結性により, 基本群の同型類は基点の取り方に依存しない. 以降の議論で
はその同型類にのみ関心があるので, 基本群の表記やそれを用いた議論においては
基点の選択を明示しない.）
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(ii) X を k上の滑らかな曲線とする. k値点の集合をX(k)とかく. kの代数閉包を k̄と
かく. X の滑らかなコンパクト化 Xcpt の種数を g とする. Xcpt(k̄) \X(k̄)の濃度
を rとする. 2g− 2+ r > 0を満たすとき, X を（(g, r)型の）双曲的曲線という. さ
らにXcpt(k) \X(k)の濃度が rのとき, X を分裂 (g, r)型双曲的曲線という.

(iii) X†, X‡を k上の双曲的曲線とする. k上の双曲的曲線Y と,有限エタール射Y → X†,

Y → X‡が存在するとき, X†, X‡は同種であるという. X を k上の双曲的曲線とす
る. X が数体上定義されていて, 種数 0の双曲的曲線と同種であるとき, X を狭義ベ
リー型双曲的曲線という.

(iv) (g, r)を 2g − 2 + r > 0を満たす非負の整数の組とする. （k上の）(g, r)型の標点
に順序付けされた標点付き安定曲線のモジュライスタックをMg,r とかく. 双曲的
曲線に対応する開部分スタックをMg,r ⊆Mg,r とかく.

(v) nを正の整数, X を k上の双曲的曲線とする. X の n次配置空間をXn とかく.

注意. k を体, nを正の整数, X を k 上の分裂 (0, 3)型双曲的曲線とする. このと
き, 自然な同型

Xn
∼→M0,3+n

が存在することに注意する.

§ 1. 主結果

§1 では, [Hgsh2]により得られた主結果を説明する. そのために, まず遠アーベル幾
何について説明しよう.

遠アーベル幾何とは, 大雑把に言うと, グロタンディークが提唱した基本群に関する
以下の主張（今ではグロタンディーク予想と呼ばれている）の解決を目的とした分野で
ある:

予想 1.0 (グロタンディーク予想). 素体上有限生成な体 k 上の “遠アーベル多様
体” Xは,基本群π1(X)の位相群構造及び付随するkの絶対ガロア群への全射π1(X) ↠ Gk

の構造から “復元”できる.

ここでまず, “復元”について復習する. X†, X‡を k上の多様体, k̄を kの代数閉包と
する. k上の多様体の同型射 X† ∼→ X‡ は, 位相群の同型射 π1(X

†)
∼→ π1(X

‡)の π1(X
‡
k̄
)

共役類を誘導する. すなわち, Isomk(X
†, X‡)を X† から X‡ への k上の多様体の同型射

全体, IsomGk
(π1(X

†), π1(X
‡))を π1(X

†)から π1(X
‡)へのGk 上の位相群の同型射全体,

Inn(π1(X
‡
k̄
))を π1(X

‡
k̄
)の元から生じる π1(X

‡)の内部自己同型全体としたとき, 以下の射
が得られる:

Isomk(X
†, X‡)→ IsomGk

(π1(X
†), π1(X

‡))/Inn(π1(X
‡
k̄
)).
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“復元”とは, 例えば, この逆写像を与えることである. また “遠アーベル多様体”とは, 大
雑把に言うと, このような意味での “復元”ができるような多様体のことである.

グロタンディーク予想にはさまざまなバージョンがある. 上にあげたような「Gk 上
の位相群の同型射

π1(X
†)

∼ //

##G
GG

GG
GG

GG
π1(X

‡)

{{www
ww
ww
ww

Gk

から, 多様体の同型射 X† ∼→ X‡ を復元する」問題を, 相対グロタンディーク予想型問題
という. 「位相群の可換図式

π1(X
†)

∼ //

��

π1(X
‡)

��
Gk

∼ // Gk

から, 多様体の同型射 X† ∼→ X‡ を復元する」問題を, 半絶対グロタンディーク予想型問
題という. 「基本群の同型射 π1(X

†)
∼→ π1(X

‡)から, 多様体の同型射X† ∼→ X‡を復元す
る」問題を, 絶対グロタンディーク予想型問題という.

既存の結果には, 例えば, 以下のようなものがある.

定理 1.1. pを素数とする. kを数体または p進局所体とする. X†, X‡を k上の双
曲的曲線とする. Gk を kの絶対ガロア群とする.

(i) 相対グロタンディーク予想型問題が肯定的に解ける (cf. [LocAn], Theorem A). す
なわち, 以下の同型射が得られる:

Isomk(X
†, X‡)

∼→ IsomGk
(π1(X

†), π1(X
‡))/Inn(π1(X

‡
k̄
)).

(ii) 自然な写像

Isom(X†, X‡)→ Isom(π1(X
†), π1(X

‡))/Inn(π1(X
‡))

は, Isom(X†, X‡)と,任意の分解群をある分解群に移す同型射全体のなす Isom(π1(X
†),

π1(X
‡))/Inn(π1(X

‡)) の部分集合との全単射を定める (cf. [AbsTpII], Corollary

2.9). すなわち, 大雑把に言うと, 分解群の集合が与えられている場合の, 双曲的
曲線に対する絶対グロタンディーク予想型問題が肯定的に解ける.

(iii) X†, X‡が狭義ベリー型双曲的曲線であるとき, 絶対グロタンディーク予想型問題が
肯定的に解ける (cf. [AbsTpIII], Theorem 1.9).

以下の定理が主結果である.
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定理 1.2. pを素数とする. kを 1の pべき根を含む数体または 1の pべき根を含
む p進局所体とする. Gを kの絶対ガロア群の最大副 p商とする. K を kの最大副 p拡
大とする. Π2 をM0,5 の基本群の最大副 p商とする.

C2
def
= {D ⊂ Π2 |ある x ∈M0,5(K)と xのΠ2内の

ある分解群Dxが存在してD = Dx}

とおく.

このとき, データ
Π2 ↠ G, C2

（これらの組を PGCS-組という（cf. 定義 2.2））から以下のデータを群論的アルゴリズム
のみから構成できる.

(i) K 値点全体
M0,5(K), M0,5(K), M0,4(K), M0,4(K)

が構成できる. M0,5 の k上の自己同型群が定める部分群

Autk(M0,5) ⊆ Aut(M0,5(K))

が構成できる. k上の全射たちM0,5 →M0,4 が誘導するK 値点の集合の間の写像
全体

MM0,5(K)↠M0,4(K)

も構成できる.

(ii) 体K, kが構成できる.

(iii) M0,4 の関数体 k(M0,4) が構成できる. 特に, PGCS-組が与えられている場合の,

M0,4 に対する半絶対グロタンディーク予想型問題が肯定的に解ける.

副有限基本群に対して, 最大副 p商をとるという群論的な操作を行うことで副 p基本
群が得られる. このことからわかるように, 遠アーベル幾何の命題は, 副 p版から幾何的
副 p版が, 幾何的副 p版から副有限版が自然に導かれる. 既存の結果はどれも副有限基本
群または幾何的副 p基本群に対しての結果である. 定理 1.1, (i), のみ副 p版でも成立する
ことが知られていたが, 他の結果の副 p版の成立は知られていない. この主定理 1.2 は副
p基本群に対して成り立つという点が新しい.

また, 従来の遠アーベル幾何は

Isomk(X
†, X‡)

∼→ IsomGk
(π1(X

†), π1(X
‡))/Inn(π1(X

‡
k̄
))

のように「基本群の同型は多様体の同型から誘導されるか？」という, X† と X‡ という
2つの対象に対するものであった. このような遠アーベル幾何を “双遠アーベル幾何”と
いう.
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一方,「単一の基本群から群の言葉を用いて多様体を構成する」という “単遠アーベル
幾何”も存在する. 簡単な例では, Gkという単一の群から群論の言葉を用いてH1(Gk, Ẑ(1))
を構成する. これは（Kummer理論により）k̂×と同型なので, 乗法群 k̂×を構成したとみ
なすことができる. このような操作を繰り返すことで関数体ないし多様体を構成しようと
いうのが単遠アーベル幾何である. 単（遠アーベル幾何）的な構成ができるとき, 双的な
グロタンディーク予想型問題が肯定的に解ける. 既存の結果の中では定理 1.1, (iii), のみ
が単的に構成できる. 主定理 1.2 の構成は, 単的な構成であり, この点は特筆すべき点で
ある.

定理 1.2 の証明の概略については, 次 §以降で解説していく.

§ 2. 定理 1.2, (i), の証明のアイデア

§2 では, 定理 1.2, (i), の証明のアイデアについて解説する.

命題 2.1. pを素数とする. kを 1の pべき根を含む数体または 1の pべき根を含む p

進局所体とする. k̄を kの代数閉包とする. i ∈ {1, 2}に対して, (M0,3+i)k̄
def
= M0,3+i×k k̄

とかく. このとき以下が成立する.

(i) 自然な射 (M0,5)k̄ →M0,5 → Spec(k) は同型射

π1((M0,5)k̄)
(p) ∼→ Ker(π1(M0,5)

(p) ↠ G
(p)
k )

を誘導する, ここで群H に対してH(p) はH の最大副 p商のことである.

(ii) 全射 (M0,5)k̄ → (M0,4)k̄ が誘導する基本群の最大副 p商の間の射

π1((M0,5)k̄)
(p) → π1((M0,4)k̄)

(p)

の核を “一般化ファイバー部分群”という (cf. [HMM], Definition 2.1, (ii)). この
とき, 一般化ファイバー部分群全体は群論的に特徴付けされる (cf. この命題の直後
の注意, (iii)). 以下, 一般化ファイバー部分群 E を 1つ固定する.

(iii) ある全射M0,5 →M0,4 は同型射

π1((M0,4)k̄)
(p) ∼← π1((M0,5)k̄)

(p)/E,

π1(M0,4)
(p) ∼← π1(M0,5)

(p)/E

を誘導する.

(iv) i ∈ {1, 2}に対して,

Di
def
= {D ⊂ π1(M0,3+i)

(p) |ある x ∈M0,3+i(K)と xのπ1(M0,3+i)
(p)内の

ある分解群Dxが存在してD = Dx}
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とおく. このとき, (iii)の全射 π1(M0,5)
(p) → π1(M0,4)

(p) に対して,

D1 = {(π1(M0,5)
(p) → π1(M0,4)

(p))(D) | D ∈ D2}

が成り立つ.

(v) i ∈ {1, 2}に対して, 分解群を考えることで得られる写像

M0,i+3(K)→ Ci/Inn(π1((M0,3+i)k̄)
(p))

は全単射である.

(vi) 任意の x ∈M0,4(K) に対して,

x ∈M0,4(K)⇐⇒ Dx ∩ π1((M0,4)k̄)
(p) = {1}.

(vii)

Aut
G

(p)
k

(π1(M0,5)
(p))

def
= {σ ∈ Aut(π1(M0,5)

(p)) |σ(π1((M0,5)k̄)
(p)) = π1((M0,5)k̄)

(p)

かつ σ は G
(p)
k 上恒等射 }

とする. このとき, 基本群の関手性によって得られる射

Autk(M0,5)→ Aut
G

(p)
k

(π1(M0,5)
(p))/Inn(π1((M0,5)k̄)

(p))

は同型写像である.

(viii) q :M0,5 →M0,4 を全射としたとき,

q ◦Autk(M0,5)
def
= {q ◦ f | f ∈ Autk(M0,5)}

は全射M0,5 →M0,4 全体である.

注意.

(i) 命題 2.1, (i), は

1 // π1((M0,5)k̄)
(p) // π1(M0,5)

(p) // G(p)
k

// 1

が完全列であるという主張である. この命題を成立させるために体 kが 1の pべき
根を含むという条件を課した. 詳しくは [MzTa], Proposition 2.2, (i), を参照.
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(ii) kを標数 0の体とする. n > mを正の整数とする. k上の双曲的曲線X に対して, n

次, m次配置空間Xn, Xmを考える. Xnの n個の座標のうちの n−m個を忘れるこ
とで得られる全射Xn → Xm を射影といい, このような射影が誘導する基本群の射
π1(Xn)→ π1(Xm)の核をファイバー部分群という (cf. [MzTa], Definition 2.3, (iii)).

X が (g, r) = (0, 3), (1, 1)型の双曲的曲線の場合, 射影以外の全射Xn → Xmも存在
することが知られている (cf, e.g., [Hgsh1], §3). そのため, X が (g, r) = (0, 3), (1, 1)

型の双曲的曲線の場合, ファイバー部分群だけでなく, 命題 2.1, (ii), で導入したよ
うな一般化ファイバー部分群を考えることが自然である (cf. [Hgsh1]).

(iii) 命題 2.1, (ii), の一般化ファイバー部分群は大雑把には「曲面群と同型になるよう
な部分群」として群論的に特徴付けされる. より詳しい議論については, [HMM],

Theorem 2.5, (iv), を参照.

定義 2.2. Π2 を副有限群とする. Gを Π2 の商とする. C2 を Π2 の部分群の集合
とする. 以下が成立するとき, B = (Π2, G, C2) を “PGCS-組”という (PGCS は Point-

theoretic Galois Configuration Space の略):

1の pべき根を含む数体または 1の pべき根を含む p進局所体 kと同型射 α : Π2
∼→

π1(M0,5)
(p) が存在して, αは可換図式

Π2
∼
α
//

��

π1(M0,5)
(p)

��
G

∼ // G(p)
k

⟳

と（αを各部分群へ制限することにより得られる）全単射

C2
∼→ D2

を誘導する.

定義 2.3. B = (Π2, G, C2) を PGCS-組とする.

(i) ∆2[B]
def
= Ker(Π2 → G).

(ii) 命題 2.1, (ii), のように一般化ファイバー部分群に対応する ∆2[B] の部分群全体
{E ⊆ ∆2[B]}が群論的に特徴付けられる. このような部分群 E を∆2[B]の一般化
ファイバー部分群と呼ぶ. 以下, 一般化ファイバー部分群 E を 1つ固定する.

(iii) ∆1[B, E]
def
= ∆2[B]/E, Π1[B, E]

def
= Π2/E.

(iv) C1[B, E]
def
= {(Π2 → Π1[B, E])(D) | D ∈ C2}.

(v) A[B]
def
= C2/Inn(∆2[B]).
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(vi) B[B, E]
def
= C1[B, E]/Inn(∆1[B, E]).

(vii) ∂B[B, E]
def
= {D̄ ∈ B[B, E] | D ∩∆1[B, E] ̸= {1}}.

(viii) H[B]
def
= AutG(Π2)/Inn(∆2[B]).

(ix) M [B, E]
def
= (A[B]→ B[B, E])◦H[B],ここでA[B]→ B[B, E]はΠ2 → Π1[B, E]

から生じた射である.

定理 2.4 (定理 1.2, (i), の証明). B = (Π2, G, C2) を PGCS-組とする. すなわち,

1の pべき根を含む数体または 1の pべき根を含む p進局所体 kとある同型射 α : Π2
∼→

π1(M0,5)
(p) が存在して, αは可換図式

Π2
∼
α

//

��

π1(M0,5)
(p)

��
G

∼ // G(p)
k

⟳

と全単射
C2

∼→ D2

を誘導する. E ⊆ Π2 を定義 2.3, (ii), のようにとる. このとき以下が成立する.

(i) α は以下の可換図式を定める.

∆2[B] //

��

∼

wwooo
ooo

ooo
oo

Π2

∼
αxxppp

ppp
ppp

ppp

��

π1((M0,5)k̄)
(p)

��

// π1(M0,5)
(p)

��

∆1[B, E]

∼

wwooo
ooo

ooo
oo

// Π1[B, E]

∼

xxppp
ppp

ppp
p

π1((M0,4)k̄)
(p) // π1(M0,4)

(p)

ここで, π1((M0,5)k̄)
(p) → π1((M0,4)k̄)

(p), π1(M0,5)
(p) → π1(M0,4)

(p)はある全射
M0,5 →M0,4 が誘導する基本群の最大副 p商の間の射.

(ii) α は以下の同型を定める.

C1[B, E]
∼→ D1, A[B]

∼→M0,5(K), B[B, E]
∼→M0,4(K),

∂B[B, E]
∼→ {0, 1,∞}, H[B]

∼→ Autk(M0,5),

M [B, E]
∼→MM0,5(K)↠M0,4(K).
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定理 2.4 は, 「定義 2.3 で群論的に定義した

A[B], B[B,E ], ∂B[B, E],H[B],M [B, E]

が, 所望の

M0,5(K),M0,4(K),M0,4(K),Autk(M0,5),MM0,5(K)↠M0,4(K)

に自然に対応する.」 という主張である. この定理は, 命題 2.1 の幾何的な結果により簡
単に従う.

§ 3. 定理 1.2, (ii), の証明のアイデア

定理 1.2, (ii),の証明のアイデアについて解説する. §0で注意したように, P1\{0, 1,∞}
とM0,4 との間には自然な同型 P1 \ {0, 1,∞} ∼→M0,4 が存在する. これにより

K ∪ {∞} = P1 とM0,4(K),

K \ {0, 1} = P1 \ {0, 1,∞} とM0,4(K),

{(a, b) ∈ (K \ {0, 1})2 | a ̸= b} とM0,5(K)

を同一視する. §2では,M0,4(K) = K ∪ {∞}に自然に対応する集合が復元できた. §3 で
はK の体構造を復元する. 体構造を復元するためにM0,5 の自己同型群を用いる.

K 値点 z ∈ M0,5(K)は相異なる元 a, b ∈ M0,4(K)を用いて, z = (a, b)と書けるこ
とに注意する.

元 a ∈M0,4(K)にM0,4の自己同型Autk(M0,4)
∼→ S3を作用させても, 新しい元は

あまり得られない.

a 7→ a,
1

a
, 1− a,

1

1− a
,
a− 1

a
,

a

a− 1
.

一方, Autk(M0,5)はAutk(M0,4)に比べて “大きい”ので, a, b ∈M0,4(K)を (a, b) ∈
M0,5(K)に持ち上げて, Autk(M0,5)の適切な元を作用させて, 再びM0,4(K)へ射影さ
せることで

b

a
,
b− a

b

のような元を構成することができる. 操作 “a, b 7→ b
a”を適切に用いることで乗法構造を

復元し, 操作 “a, b 7→ b−a
b ”を適切に用いることで加法構造を復元する. これらの操作は

§2で群論的に復元したため, これらの操作を繰り返すことでK の体構造を復元すること
ができる.

§ 4. 定理 1.2, (iii), の証明のアイデア

定理 1.2, (iii), の証明のアイデアについて解説する. §3で既に体K を復元している.

これと定理 1.1, (iii), を用いて関数体を復元する.

まず最初に, 関数体の復元の準備のための定理を用意する.
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定理 4.1. kを数体または p進局所体とする. Πprf
2 を π1(M0,5)と同型な副有限群

とする. 副有限群 Πprf
2 が与えられているとき,以下の対象が群論的に復元できる.

(i) Πprf
2 の一般化ファイバー部分群の全体が復元できる (cf. [HMM], Theorem 2.5, (iv)).

E ⊆ Πprf
2 を一般化ファイバー部分群とすると, ある全射M0,5 →M0,4 に対応する

全射 Πprf
2 ↠ Πprf

1 [Πprf
2 , E]

def
= Πprf

2 /E が復元できる.

(ii) 基礎体 kのガロア群への全射 Πprf
2 ↠ G[Πprf

2 ]が復元できる (cf. [AbsTpI], Proposi-

tion 2.5).

(iii) M0,5のK値点に付随する分解群全体の集合D2[Π
prf
2 ]が復元できる (cf. [AbsTpIII],

Theorem 1.9).

(iv) M0,4の関数体の最大不分岐拡大に対応する群作用付き体Πprf
1 [Πprf

2 , E] ↷ F1[Π
prf
2 , E]

が復元できる (cf. [AbsTpIII], Theorem 1.9).

さて, 定理 1.2, (iii), の証明を完成させよう. B = (Π2, G,D2)を PGCS-組 (cf. 定義
2.2)とする. 定理 1.2, (i), (ii), により, 基礎体 “k”に対応する体 k[B] = KG が構成でき
る. kを k[B]と同型な体とする. Πprf

2 を π1((M0,5)k)と同型な副有限群とする. 定理 4.1

で得られた対象を副 p化することでPGCS-組B[Πprf
2 ]

def
= (Π

prf,(p)
2 , G(p)[Πprf

2 ],D(p)
2 [Πprf

2 ])

が得られる.

同型B
∼→ B[Πprf

2 ] を 1つとる. 次の可換図式を考える:

Π2
∼ //

��

Π
prf,(p)
2

��
Π1[B, E]

∼ // Πprf,(p)
1 [Πprf

2 , E].

すると, Π2 が作用する体

Π2 ↷ F
(p)
1 [B, E]

def
= F1[Π

prf
2 , E]Ker(Πprf

1 [Πprf
2 ,E]→Π

prf,(p)
1 [Πprf

2 ,E]
∼→Π1[B,E])

が定義できる. αにより体 F
(p)
1 [B, E]はM0,4 の最大副 p被覆の関数体に対応するため,

固定体 F
(p)
1 [B, E]Π2 は関数体 k(M0,4)に対応する. 以上の議論により, 関数体 k(M0,4)

を構成することができた.

注意. Π2 と Πprf
2 は独立した抽象的な副有限群であるため, とくに, Πprf

2 の最大副
p商が Π2 というわけではない. 同型B

∼→ B[Πprf
2 ] を 1つとることで初めて全射

Πprf
2

// Πprf,(p)
2

∼ // Π2

が得られる.
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