
49

線形構造と両立する二つの位相構造の共通部分が

再び線形構造と両立する条件について

大阪大学・大学院理学研究科数学専攻＊

青山昂頌t

Takanobu Aoyama 

Department of Mathematics, Graduate School of Science, Osaka University 

概要

付値体係数の有限次元線形空間を位相線形空間にする位相（両立する位相）を
考える．二つの両立する位相に対して，共通部分をとった位相が再び両立するかは明
らかではない．本稿では Hausdorffな二つの両立する位相の共通部分は自明な場合
を除き，両立しないことを紹介する．次に Hausdorffとはある種，逆の両立する位相
の概念（有理位相）を導入し，有理位相と他の両立する位相の共通部分は必ず両立
することを紹介する最後にこれらの結果を用いて二つの応用を紹介する．

1 はじめに

固定した集合 X に定まる位相構造全体の集合を ~(X) とするこのとき X 上の位相

構造の強弱関係，すなわち刃(X)上の包含閲係は位相的性質の情報を持っている．1936年

にG.Birkhoff は [3] において半順序集合 (~(X),c)が束構造という代数的構造をもつ

ことを示したここで，半順序集合(lP'，こ）が束構造をもつとは，任意のlP'の二元P1,P2が

順序こに関して上限と卜限をもつことである．二元P1,P2に対して上限とド限は唯一つ

定まるので，二項演算が二つ定まるという意味で代数構造をもつ．記号として，二元の上

限をとる演算を VII'，下限をとる演算を位とかき，lP'が自明なときは略して V,/¥とかく．

また，束の順序が自明なときは束を lP'と略記することにする．

次に (lP',こ）が完備束であるとは，任意個数の lP'の元に対して上限，下限が存在すること

である（したがって，とくに束である）．いま半順序集合 (~(X),c)の場合は完備束で

あり，実際に Xの位相構造の族{T入｝入EAが与えられた場合，その上限と下限は各々，集

合U入EAT入で生成された位相 TAとn入EAT入である．
いま集合 X が群や環などの代数演算を備えている場合，~(X) の部分集合で代数演算を

連続にするような特別な位相（位相群や位相環となる位相）全体からなるものを考える

事ができる．群や環の場合はこの部分集合も包含関係 C により束構造をもつ．本稿では

位相体，とくに付値体K係数の線形空間を X とした場合に演算を連続にする位相（両

立する位相）全体な:(X)のなす半順序集合（加(X),c)を考えるより詳しくは，二つ

の線形演算である加法とスカラー倍：

+:XxX→X, 
-:KxX→X 
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を連続にする X上の位相構造Tのなす集合を考えるここで，Kの位相は位相体として

の位相を固定し，各直積集合には直積位相を人れる．この場合も束構造をもつことがわ

かる．さらに強く，

命題 1.（加(X),c)は完備束，すなわち任意個数の冗(X)の元に対しても上限と下限

が存在する．

Proof. {rふa を入 EAで添え字づけられたTK(X)の元の族として，TAを集合U入EAT入
により生成されたX上の位相構造とするこのとき TAがX と両立する位相であること

を示せば，TAが族 {T入｝入EAの上限となることがわかるが，それは各入 EAに対して T入

が両立することから加法とスカラー倍は連続であり，したがって定義域に TAの直積や

位相体の位相TKとTAの直積を与え，終域に T入を与えても連続となる：

+:(XX X,TA X TA)→ (X,T入），
. : (K X X, TK X TA)→(X,T砂

各入 EAに対して上の連続性が成り立つので，終域に TAを与えた場合も連続となる，す

なわち TAは両立する．次に任意個数の元に関する下限の存在であるが，｛TA'}A'EA'を再

び加(X)の元の族として，上限の存在は示されたので

TN := sup{T E TK(X) IV入'EA'T C T入'}

となる TK(X)の元が存在し，これが {T砂XEA，の下限であるよって（冗(X),c)は完

備束であることが示された ロ

とくに完備束は全体の上限，すなわち最大元をもち，それを T炉ax(x)とかくことにす

る．

そこでいま，自然な疑間：半順序としては TK(X) は ~(X) の部分半順序集合である

が，束としては部分束であるかがある．すなわち T1,T2 E TK(X)に対して (TK(X),C) 

における上限と下限が（立X),c)における上限 T1VE(X) T2 =< T1 U乃＞と下限
T1^刃（X）花＝ T1nT2とに一致するかどうかという問題である．ここで，＜ T1U花＞は

T1 UT2で生成される位相である．これは上限と下限の定義から，＜ T1UT2>とT1nT2 

がともに両立する位相であることと同値であるさらに <T1U花＞が両立する位相で

あることは命題1の証明からわかるので，したがって

加(X) が~(X) の部分束である⇔勝手な T1,T2 E冗 (X)に対して T1n T2 E TK(X) 

となるこのことから部分束かどうかを判断するのには二つの両立する位相構造の共通

部分を考える事が軍要となる．

2 線形構造と両立する位相全体と部分空間全体の間の束同

型

まず，記号として L—係数線形空間 Y のすべての L—線形部分空間のなす集合をびL(Y)

と表わすことにするこのとき半順序集合（互(Y)，コ）は各部分空間 S1,S2に対して上

限，下限を

ふ v五 (Y)ふ＝ 81n 82, 

81 /¥aL(Y) 82 = 81 + 82 
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として束構造をもつ．また，付値体 (K,v)の完備化により得られた付値体を (k,v)と

し，X:=KRKXをXの係数拡大とする．また，I:X→Xをx→lRxで定まる単射
とする．

本稿の残りでは付値体 (K,v)は完備化(k,v)が局所コンパクト空間で非自明な付値体
であり，Xは有限次元であるとする． 1

さて，両立する位相構造の成す束(TK(X),C)の束構造について，筆者は次の対応があ

ることを発見した ([1]).

補題 1．以下の写像Fは(TK(X),C)と(uk(x)，コ）の間の束同型を与える．

F: TK(X) 3 T→ n可万E呟 (x),
OEUET 

ここで，I(U)の閉包は (Tkは），c)における最大元T悶呵X)に関してとる．

束同型Fの逆写像をG:c,k(X)→冗(X)と書くことにする．

3 ハウスドルフ位相と有理位相

さて，前の Sectionにおける位相と部分空間の対応付けtを用いて，両立する位相の
中でハウスドルフな位相は次のように特徴づけられる：

命題 2.両立する位相Tがハウスドルフである条件はF(T)n I(X) = {O}が成り立つ
ことである．

例 I.Kを通常の絶対値・looを与えた有理数体Qとし，XをQ2としたときの例を考え
る．このとき補題lにより，守に入る両立する位相は記のRー部分空間と対応し，I(X)

はQ2c配となる為，1次元Rー部分空間（直線）で無理数傾きをもつものは命題2によ

り，ハウスドルフな両立する位相が対応するそこで，二つの異なる無理数傾きの 1次元部

分空間S1，ふをとり，Ti:= G(Si) E 7i叫Qり (i= 1,2)と定める．このとき T1A.,.Q⑮ )T2 

が対応する部分空間は，Gが束同型であることからふ＋ふ＝艮2である．したがって

T1 A.,.Q（守）乃は密着位相となる．他方で Tl X̂心）乃＝ Tl n乃の位相では Q2¥ {O} 
が開集合であるのでT1A T2 i= T1 n乃である．したがって，この例の場合ではm(Qり
はI:(Qりの部分束ではないことがわかる．また (TQ(Qり，c)における下限の定義より

T1 n T2 ~勺（守）である．

この例を一般化することで，ハウスドルフな位相の共通部分は自明な場合を除き，両

立しないことがわかった：

補題 2.T1,T2 Eな (X)をハウスドルフな二つの両立する位相とするこのとき，T1nT2E 

吹 (X)である条件はT1C花またはT2C T1が成り立つことである．

次に，ハウスドルフな位相とはある種，逆の位相を導入する．すなわち，共通部分をと

ると再び両立する位相Tであるが，命題2を参考にすると，対応する部分空間 F(T)と

I(X)の共通部分が’'大きい’'位相である．

1局所コンパクトで非自明な付伯体は，実数体Rかp進体Qpか有限体上のローラン級数休IF((t))の有限
次拡大のいずれかに同型であることが知られている．［4]を参照されたい．
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定義 1．両立する位相Tが有理位相であるとは，

F(T) = Spankば(T)n J(X)) 

をみたすことである

また，有理位相全体のなす集合を Tk(X)とする．

注意 1．線形空間 X の両立する位相はFによって Xの部分空間と対応がついた（補
題 1)．これに対して各有理位相 Tは次の対応で X の部分空間と対応がつくことがわ

かる：有理位相の定義から Xの部分空間SでF(T)= Spank(J(S))となるものが唯一

つとれる．

この対応により (THX),c)は（ClK(X)，つ）と順序同型となり，とくに（加(X),c)は束

となることがわかる．

さて，実際に有理位相は共通部分をとる操作と相性がよいことがわかった：

補題 3.両立する位相 Tが有理位相である条件は，勝手な両立する位相 T'に対して

TnT'が再び両立することである．

補題3により有理位相Tと勝手な位相T'に対して TnT'ETK(X)が成り立つこと

と，（双(X),c) と（~(X),c)の下限の定義から次が成り立つ：

系 l.Tを有理位相，T'を勝手な両立する位相とするとき， TnT'=T八な(x)T'が成

り立つ．

ハウスドルフな位相と有理位相の各々の共通部分をとったときの性質（補題 2，補題

3)を用いて，はじめの部分束に関する疑問について次のことがわかった：

定理 1.(K,v)を完備化が局所コンパクトな非自明な付値体とし，Xを2次元以上の有

限次元 Kー線形空間とするこのとき，（双(X)c)が（立X),c)の部分束である条件

は，（K,v)が完備であることである．

ここでは，証明の概略を示す．

Proof.付値休 (K,v)が完備であるとするこのとき K=Kより I(X)= Xであるこ
とから，Span忍F(T)n J(X)) = Spank(F(T)) = F(T)である．したがって双(X)の元
がすべて有理位相となるゆえに補題3により，任意のT1,T2E TK(X)に対して，共通

部分Tin花は再びTK(X)の元（両立する位相）になるよって，TK(X)はI:(X)の部

分束である

逆向きの証明は対偶を用いる(K,v）が完備ではないとする．すると完備化(k,v）の元で
Kに属さない数aがとれ，Xが2次元以上であるという仮定から aを用いて互いに包含

関係を持たないXの1次元部分空間S1，ふでS;n J(X) = {O} (i = 1, 2)となるもの
がとれる．このとき二つの両立する位相を Tぃ＝G(S;)(i = 1, 2)と定めれば，命題2に
より Tぃ乃はハウスドルフな位相であり，さらに互いに包含関係をもたない補題2に

より Tln花は両立しないことがわかる．よって訳(X)はI:(X)の部分束ではない． ロ

以上により加(X)がI:(X)の部分束である条件が係数体の完備性と同値であること

がわかったこれは「両立する位相構造全体の束が位相構造全体の束の中にどのように

入っているか」が係数体の完備性の情報を持っていることを示しており，筆者は興味を

覚える．
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4 応用

最後に前セクションで紹介した補題2と補題3を用いた応用を二つ紹介する．

4.1 応用 1:両立する位相の共通部分が両立する判定

一つ目は係数体が完備ではないときにも個々の両立する位相構造の共通部分が再び両

立するかどうかを或る程度，対応する部分空間の基底を用いて判定でき，さらに共通部

分が両立するときの対応する部分空間の甚底を計算できるものである．

まず，両立する位相を有理位相とハウスドルフな位相に分解する．

定義 2.両立する位相TETK(X)に対して，Tの有理部分TrE成(X)を

Tr := G(Spank(F(T) n I(X))) 

で定義する．すなわち Tに対応する部分空間 F(T)の部分空間で，F(T)n I(X)の点で

生成される部分空間に対応する両立する位相である．F(T)n I(X) c F(T)であり，Gは
包含関係を逆にするのでTcTいである．TrはTより強い最小の有理位相であるとも捉

えられるまたTが有理位相であることはTr=Tが成り立つことと言い換えられる．

注意 2.定義2に関連して F(T)の直和分解れT)= Spank(F'(T) n I(X)）〶 S を褐る
が，このとき Gによって Tの表示

T=Tr/¥TK(X) G(S) 

を得る．T が対応する部分空間は八T)n I(X)の点をすべて含むのでSnI(X) = {O} 
であるから，命題2により G(S)はハウスドルフ位相であるよって両立する位相は有理

位相とハウスドルフ位相の下限をとる操作 (/¥TK(X)）によって表わされる．この表示の

有理位相は一意的に決定されるが，ハウスドルフ位相は補空間のとり方の自由度から一

意的には決まらない．

次に天下り的ではあるが，二つの両立する位相 T1,T2 E TK(X)に対して有理位相

A(T1,T2) E TK(X)を次のように定める．

定義 3.T1，⑭を両立する位相とする．まず，有理位相の列 {tn}~=1 を帰納的に定める：

t1 := 

tn+l := { 

T[, 

(T1 /¥TK(X) t訂 (n:even) 

(T2^ 吹（X)杜）r (n: odd). 

このとき，列 {tn}芹＝1は包含関係 Cに関して減少列：

・ ・ ・ C t3 C t2 C ti 

であるから部分空間の列｛F(tn) ｝~=1 は包含関係 C に関して上昇列：

れt1)C F(t2) C F'（紐） C・・・ 

となるXは有限次元であるから，上昇列{F(tn)｝孟=1および減少列{tn}岱＝1はあるn=n。
で停止する．すなわち，tn= tn。がn。以上のすべての自然数nに対して成り立つ．この

とき，A(T1,T:叫：＝tn。と定める．
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次の定理は有理位相A(T1,T2)を用いて共通部分が両立するかどうかの条件が次のよ

うに包含関係が成り立つかどうかに言い換えられるというものである．アイデアは系 1

の性質を用いて，有理位相を冗と花の間でやり取りすることで冗 nT2を変形してい

くことである

定理 2.二つの両立する位相T1，⑭に対して，T1nT2が再び両立する条件は(A(T1,T:叫n

冗） C乃または (A(T1,T2) n T2) c T1が成り立つことである．またこのとき，各場合に

対応して T1n T2 = A(T1, T2)/¥TK(X) T1またはT1n T2 = A(T1, T:凶^ 訳(X)花が成り
立つ．

Proof.二つの両立する位相T1，乃を固定する．定義3における A(T1,T2)を定義する位

相構造の列を {tn}~=1 とするこのとき，n に関する帰納法によって

T1 n T2 = T1 n T2 n tn 

が成り立つことを示す．n=lのとき，系 1とT1CT[より

T1 n T2 = (t1 /¥TK(x) T1) n T2 

= (t1 n T1) n T2 

となり正しい．n= n1のとき正しいとして，n= n1 + 1, 釘： evenのときに成り立つこ
とを示す．実際，｛む｝;:"=1の定義や有理位相の性質（系 1)により以下の等式が成り立つ：

T1 n T2 = T1 n T2 n tn, 

= (T1 ntn,) nT2 

(n = n1のときの帰納法の仮定より）

= (T1/¥TK(X) tm)n花 （系 1より）

= (tn, +1 /¥TK (X) T1) n T2 ((T1 /¥TK(X) tn,) C tn, +1 C tn,より）

=tn,+1nT1nT2 （系 1より）．

したがって n= n1 + 1のときも正しい．同様に加： oddのときも示せるよってすべて
の自然数nに対して成立し，とくに A(T1,T2) = tn。となる n=n。の場合も正しいので

T1 n T2 = T1 n T2 n A(T1, T:叫 (1) 

が成り立つ．したがって，（A(T1,T2) n T1) C T2または（A(T1乃） nT2) C T1が成り立て

ばA(T1,T2)が有理位相であることから系 1を用いると T1n T2 = A(T1, T:叫/¥TK(X)石

またはT1n T2 = A(T1，花） /¥TK(X)T2となり，Tln花は両立する．

逆は背理法を用いて示される．Tln花が両立し，かつ (A(T1，花）nT1)C花と (A(T1,T:叫n

乃） CT1のどちらも成り立たないとする．A(T1,T2)が有理位相であることから Xの部

分空間 SでSpanR(J(S))= F(A(T1, T2)）となるものがとれる．商空間 X/Sへの商写

像を 7r:X→X/Sとし，Xの各位相に対して X/S上にその商位相を対応させる写像
を1r.: T→7r * (T)とおく．このとき X/Sには三つの商位相T{:= 1r.(A(T1, T2) n T1) 
と T~ := 1r.(A(T1, T:叫n乃）と T':=1r.(T1 n T2)が定まる．実は，商位相はXに与えた

位相が両立していればX/Sの両立する位相となるのでT'はX/Sの両立する位相とな

る ([1]参照）．さらにmが共通部分を保つことと（1)から T'=1r.(A(T1, T:叫nT1) n 

1r * (A(T1, T2) n T:叫＝ T{nT~ となる．他方で A(T1,T2) nT1 c T2とA(T1,T2)nT2c T1 
のどちらも成り立たないことから T{ と T~ は互いに包含関係がない X/S のハウスドル

フ位相となる．補題2により T{nT~ は両立しなくなるので矛盾する． ロ
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次に具体的な計算を紹介する．

例 2.係数体を通常の絶対値 I・ looを与えた有理数体Qとし，X := (Q5とする．完備化は
尺つ Qであり式を記と同一視する．このとき配の部分空間 S1,S2，品を次のように

定める：

S1 :=Span臥{1,v'3, 0, 0, O}, {O, 0, 1, 1, v句），

S2 :=SpanIR ({1, 0, 0, 0, O}, {1, 1, v2, 0, O}), 

S3 :=Span臥{1,0, 0, 0, O}, {1, 1, v2, 1, O}). 

このとき Tt:= G(S,)とすると，T1n T2 E T<Q((Qりであり T1nT3 r/c℃(Qりであること

を計算する．

まずT1nT2 の場合に A(T1,T2) を定義する列を {tn}~=1 とする（定義 3 参照）．ふと

Q5との交点は原点のみなのでhは以{O})に対応し，Tざax(Qりとなる．次に T2nt1 = 
T2 A-a調） hに対応する部分空間はふであるから，ふと Q5との交点で張られる部

分空間は Span迅{1,0,0,0,0})であるしたがって必＝ G(Spanll!.({1,0, 0, 0, 0}）)であ
る．Tlnわが対応する部分空間はSpan臥{1,0,0,0,0},{1，汎，0,0,0},{0,0,1,1,v与｝）で

あるから，基底をとり替えて Span迅{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1,1,v厖｝）である．
したがって Q5との交点で張られる部分空間はSpanlll({1,0, 0, 0, O}, {O, 1, 0, 0, 0}）であ

り，この部分空間に対応する位相が朽である同様に T2n t3が対応する部分空間は

Span臥{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{1,1，¥12,0,0}）であるから Q5との交点で張られる部

分空間は Span臥{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1,0,0}）であり，これに Gで対応する

位相がりである．T1nt4が対応する部分空間は

Span迅{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1,0,0},{0,0,0,1，v2})

であるからこれ以降はんは変化しない．ゆえに A(T1,T2)＝れであり，（t4nT1) C花な

ので定理2より Tln花は両立し，対応する部分空間は

Span迅{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1,0,0},{0,0,0,1,v2})

となる．

同様にして A(T1,T3) を定義する列を {t~ ｝~=1 とすると，次のようになる：

t~ = G({O}), 

t; = G(Span臥{1,0, 0, 0, O})), 
t~ = G(Span臥{1,0, 0, 0, O}, {O, 1, 0, 0, O})), 

t~ = G(Span訊{1,0, 0, 0, O}, {O, 1, 0, 0, O})). 

したがって A(T1,T3)= t;となるこのとき A(T1,T:孔nT1とA(T1,T:孔nT3が各々対
応する部分空間は

Span迅{1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1,1，v2}),

Span民({1,0,0,0,0},{0,1,0,0,0},{0,0,1，v2,O}) 

であるから，互いに包含関係がない．よって，定理2により T1n花は両立しない．

注意 3.この計算は対応する部分空間 F(T)とI(X)との交点を求める必要があり，有

理数か無理数かまだ知られていないような数を成分に持つような部分空間に対しては計

算ができなくなってしまうので，すべての場合に計算できるわけではない．
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4.2 応用 2：射影幾何の基本定理

二つ目の応用として，射影幾何の基本定理を用いることで次のことがわかる：線形空

間Xに対して，「両立する位相構造全体TK(X)が位相全体:E(X)の中にどのように入っ

ているか」が実はKやXの代数構造を決定するこれは両立する位相構造の位相構造

全体における分布が元の体などの性質の情報を持っているという点で定理 1と似てお

り，筆者は興味を覚えるものである．

さて，まず補題を紹介する．二つの体 K1,K2 の間の体同型心に対し，K1—線形空間 X1 と

応ー線形空間X2の間の心ー半線形同型写像¢：ふ→ふとは，ふからふへの全単射

で，加法を保ち，各スカラーaE K1とベクトルXEX1に対して ¢(a・X)＝ゆ(a)・¢(X)が

成り立つことであるゆー半線形同型写像は部分空間全体なすの束びK,(X1)とびK2(X叫

の間の束同型を，部分空間をその¢による像へ写すことで誘導するが，次の補題（射影

幾何の基本定理）はその逆を主張するものである．証明は ([2],pp.44-50)を参照され

たい

補題 4（射影幾何の基本定理）． K1,K2を二つの体としぷiを的ー線形空間で 3次元

以上，ふを応ー線形空間とする部分空間全体のなす束びK,(X1)とびK2(X2)が同型で

あり，同型写像を <T?:びK1（ふ） → UK2（ふ）とする．このとき，体同型ゅ： K1→応と

心ー半線形同型写像¢:X1→ふが存在し，写像<T?iま各線形部分空間Sをりで写した

像¢(S）に対応させる写像と一致する．

注意 1により，有理位相全体の束は部分空間全体と同型であるので有理位相全体の束

に対して射影幾何の基本定理を用いることができ，次の主張を得る

定理 3.K1，応を完備化が局所コンパクトな非自明な付値体とする．X1を有限次元K1-

線形空間で 3 次元以上とし，X2 を有限次元 K2—線形空間とする．いま，位相構造全体

のなす束の間の束同型 <T?: I:(X1)→ E（ふ）で，両立する位相全体を保つ，すなわち

<f?(TK1（ふ）） ＝TK2（ふ）が成り立つものが存在するとき，体同邸心： K1→応とゆー半

線形同型写像¢:X1→ふが存在する．

Proof. Tをふの有理位相とする．のは両立する位相全体を保つことから勝手な X2の

両立する位相は <T?(T')とかける．のは位相構造全体の束同型であるから共通部分をと

る操作を保つので'<T?(T)n <T?(T') = <T?(T n T'）が成り立つ．いま補題3から TnT'は
ふの両立する位相なので'<T?(TnT')はふの両立する位相であるよって補題3によ

り<T?(T)はふの有理位相である．したがって写像のを有理位相全体TL(Xサに制限

することで有理位相全体の間の同型写像を得る．各i= 1,2に対して有理位相全体の

束成（ふ）は部分空間全体の束びKi（ふ）と束同型であったから（注意 1参照），その束

同型を Fi: Tk,(X』→ UK,(X,）とすると，写像F2o <T?玉（ふ） oFごは呪(X1)か

らびK2（ふ）への束同型写像となる．そこで射影幾何の基本定理を用いることで，体同型

心： K1→氏と心ー半線形同型写像¢：ふ→ふを得る． ロ

注意 4.定理3の仮定を，①の存在ではなく「TK,(X1)から TK2(X2)の間の束同型写像

が存在する」と置き換えた仮定では主張は示せない．実際，K1を通常の有理数体Qと

し，ふ：＝守とする．次に約を通常の実数体股とし，ふ：＝配とすると，どちらも両立

する位相構造全体のなす束は咬（股）と同型であるが，K1とK2は同型ではない．これは

両立する位相だけでは係数体を完備化した情報しか持たないが，共通部分の演算をみる

ことで有理位相全体の束構造がわかり，したがって完備化する前の体や線形空間の構造

をみることができるのである．
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定理3は係数体の代数的構造を決定するが，位相的構造に関しては述べていない．す

なわちゅ： K1→的の連続性に関しては述べられていない．本稿の係数体は付値体と

して位相構造を固定していたので心の連続性を含めた主張を検討すべきであると筆者

は考えている
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