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本稿で扱う多様体および多様体上の群作用は全て滑らかなもののみを考える．特に，ホモロジ一

球面やホモトピー球面も滑らかな多様体であるものを想定している．

1946年に， D.Montgomery-H. Samelson [12]は，コンパクト Lie群Gが球面に不動点をもつよ

うに作用するとき他の不動点をもつだろう，言い換えると，不動点が唯一の作用は存在しないだろ

うと予想した．彼らの期待に反して， 1977年にE.Stein [20]は，特殊線型群SL(2,5)が7次元球

面s7にただ1つの不動点をもつように作用できることを示した．その後， T.Petrie [18, 19]は，同
変手術理論を研究し，コンパクト Lie群G= S0(3), SU(2), G = SL(2, F), PSL(2, F) (Fの標

数は3を除く奇数），少なくとも 3つの Sylow部分群をもつ奇数位数のアーベル群Gに対して，こ

れらの群Gがあるホモトピー球面にちょうど 1つの不動点をもつように作用できることを示した．

実際， T.Petrieは，任意の自然数mに対して，上記の群Gがちょうどm個の不動点をもつように

あるホモトピー球面に作用できることを示した．以下， T.Petrieに倣って，不動点集合がちょうど

1点集合であるような作用を one-fixed-pointactionと呼ぶことにする． T.Petrieが構成した

one-fixed-point actionを許容する球面の次元は抽象的なものであったが， M.Morimoto [15, 16]と

A. Bak-M. Morimoto [1, 2]は， 6次元以上の球面が5次交代群んのone-fixed-pointactionを許容

することを示した．この結果の後，有限群のone-fixed-pointactionを許容する球面の最低次元に興

味がもたれた． 2次元以下の球面上のコンパクト Lie群の作用による不動点集合が空集合であるか，

2次元以下の球面であることは容易に証明されるため， 3次元から 5次元の球面に存在するかが問題

となった． Rを単位元をもつ可換環とする． n次元球面SNと（すべての次数で）同じ凡係数ホモロ

ジ一群をもつ閉多様体を凡ホモロジ＿ n-球面と呼ぶ．本稿では， Rが整数環zの場合は，単にホ
モロジ一球面と呼ぶことにする． M.Furuta [8]は，ゲージ理論を用いて，ホモトピー4球面が有限

群の向きを保つone-fixed-pointactionを許容しないことを示した．同じ時期に， S.DeMichelis [5] 

は， 4次元のホモロジ一球面の向きを保つ有限群作用の不動点集合が空集合あるいは2次元以下の球

面であることを， M.Morimoto [14]は，ホモトピー 4球面上のコンパクト Lie群のone-fixed-point

actionが存在しないことを示した．その後， N.P. Buchdahl-8. Kwasik-R. Schultz [4]は，ホモト

ピー 3球面とホモロジー 5球面が有限群one-fixed-pointactionを許容しないことを示し，有限群

のone-fixed-pointactionが5次元以下の球面には存在せず， 6次元以上の球面には存在すること

を得た．次に， one-fixed-pointactionを許容するコンパクト Lie群はどのようなものがあるかが問

題となった．有限群の場合には， E.Laitinen-M. Morimoto [10]によって，その問題は解決され，
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ある次元の球面に唯一の不動点をもつように作用できる有限群はOliver群と呼ばれている．実は，

各々の Oliver群は任意の個数の不動点をもつようにある次元の球面に作用できることが知られて

いるが，与えられた Oliver群が，どのような次元の球面に何個の不動点を許容し得るか否かは完

全には把握されていない．最近の結果として， M.Morimoto [17]は，幾らかの非可解な Oliver群

に対して， one-fixed-pointactionが存在する球面の次元を， M.Piotr [11]は， SL(2,5)の位数2

の群による非自明な拡大に対して，不動点の個数が奇数個にならないようなホモロジ一球面の次元

を，それぞれ提示している．

本稿では，ホモロジーふ球面の有限群作用に限定し，不動点集合に関する次の結果を得た．

定理 1.1.Gを有限群，どを効果的な G作用をもつホモロジー 5ー球面とする．このとき， G-不動

点集合のオイラー標数x(Eりは偶数である．さらに，ど上の Gー作用が向きを保ち， G-不動点集

合 gGの0次元の連結成分の個数が2以下であるとき， x（立り＝ 0あるいは 2である．

筆者は， 5次元のホモロジ一球面上の向きを保つ有限群作用で，その不動点集合のオイラー標数

が0と2以外の値を取るものが存在するか知らない．また，本稿では扱わないが， Gがコンパクト

Lie群の場合にも，定理1.1と同様の結果を得ることができた．

2 低次元の Q—ホモロジ一球面上の有限群作用の例

Smithの定理 [21]と呼ばれる P.A.Smithによる占い結果で， zP―ホモロジ一球面上のp-群によ
る作用の不動点集合はZP―ホモロジ一球面となるというものがある．この結果は， Gがp-群でない

場合は正しいとは限らず， Gがp-群であっても，例えば， Q-ホモロジ一球面である場合も正しい

とは限らない．以下に，不動点集合が球面にならないような 5次元以下のQ-ホモロジー 5ー球面の

有限群作用で，よく知られているものをいくつか紹介する．

ホモトピー 3球面は有限群のone-fixed-pointactionを許容しない一方で，ホモロジー 3ふ求面は

A5のone-fixed-pointactionを許容する．

命題 2.1.(E. E. Floyd-R. W. Richardson [7], cf. [9]）あるホモロジー 3球面上の one-fixed-point

A5-actionが存在する．

ホモロジー 3—球面にただ 1 つの不動点をもつように効果的に作用できる有限群が A5 のみである

ことは比較的容易に証明できる．任意のホモロジー＆球面がone-fixed-pointA5-actionを許すわ

けではない．許容するホモロジー 3ー球面の例として，［7］で発見された Poincare ホモロジー 3—球面

上のone-fixed-pointA5-actionを紹介する． 5次交代群ふの 3次の既約な実表現p:A5→S0(3) 
から得られる軌道空間 S0(3)／んは Poincareホモロジー 3球面となり，標準的な左A5ー作用

r.p: A5 x S0(3)/A5→S0(3)/A酎 cp(h,gふ） ＝hgA5 

をもつ．実は，このA5ー作用による不動点集合はNso(3)(A5)／ふ＝ A計んであり， 1点集合となり，

one-fixed-point action であることがわかる． Q-ホモロジー 3—球面上の p-群の作用の例として， 3
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次元の射影空間股p3上の対合を，［XQ:X1: X2: X叶→ [xo: x1 : -x2 : -x3]で定めると，その不動

点集合は股plLJ股戸となり，球面とはならない． Q-ホモロジー 4球面の場合には， S.Demichelis 

による次の結果が知られている．

命題 2.2.(S. Demichelis [6]) Fを任意の個数の孤立点と任意の個数の向き付け可能曲面たちの非

交和であり， x(F)= 2 を満たすものとする．このとき，任意の素数 p に対して，ある Q—ホモロ

ジー小球面上の Gp―作用であり，その不動点集合がFと微分同相であるものが存在する．

上記の結果からわかるように，低次元であっても球面が Q—ホモロジ一球面の場合は， Smith の

定理の反例が存在する． 5次元球面の場合には，巡回群の作用でその不動点集合が球面とならない

ものが存在する． Brieskorn球面上の巡回群の作用はそのような例をしばしば与える．

定義 2.1(Brieskorn多様体 [3]).nを2以上の自然数とし， a=(a1, a2,..., an)をn個の 2以上の

自然数の組とする．このとき，

E(a) = { (z1, Z2,..., Zn) E en 年＋ず＋・・・十z炉＝o,~ I尋＝ 1}c S(C門

はBrieskorn多様体と呼ばれる (2n-3)次元の滑らかな閉多様体である．特に， Brieskorn多様

体がホモトピー球面であるとき， Brieskorn球面と呼ばれる．

定義 2.2(Brieskornグラフ [3]).a= (a1,a2,---,an)から定まる Brieskornグラフ Gaとは，次の

2つの条件を満たす頂点と辺からなるグラフである．

1.らの頂点は n個であり，各頂点にはa1,a2,..., aれの重み付けがされている．

2.頂点の重みa;とaj(ic/=j)がgcd(a;,aj)> 1を満たすとき， a;とajの重みをもつ頂点の間

に辺が存在する．

実は， Brieskorn多様体刃(a)がホモトピー球面であるかは， Brieskornグラフ G(a)を用いて次

のように翻訳される．

命題 2.3(E. Brieskorn [3]). 3次元以上の BTieskorn多様体E(a)が，ホモロジ一球面であるため

の必要十分条件は， BTieskornグラフ Gaが次の 2つの条件のいずれかを満たすときである．

1.らは少なくとも 2つの孤立な頂点をもつ．

2.らは 1つの孤立頂点と，奇数個の頂点からなる連結なグラフ Cで， Cに含まれる任意の頂

点a;とaj(ic/=j)に対して， gcd(a;,aj) = 2が成り立つものを少なくとも 1つもつ．

(2n-3)次元の Brieskorn多様体E(a)は(n-3)ー連結であるので， 5次元以上の Brieskorn多様

体でホモロジ一球面となるものは， Brieskorn球面となる．命題2.3を用いると， Brieskorn多様体

ど(2,3, 5, 35)や E(k,2, 2, 2) (kは奇数）はホモトピー 5ー球面であることがわかる．さらにいうと，

5次元の Brieskorn球面は通常の 5次元球面と微分同相である．これらの 5次元球面の向きを保つ

巡回群の作用で不動点集合が球面とはならないような例を幾らか紹介する．
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例 2.4.mを自然数とし，位数mの巡回群を Cmで表し，品＝ e器＇とおく．

1. E(2, 3, 5, 35)上の C35の作用を (z1,z2,zふZ4)→ （Z1, Z2忽3,＜35Z4)と定めると，その不動点

集合刃(2,3,5)は， Poincareホモロジー 3ー球面である．

2. E(2, 3, 5, 35)上の C6の作用を (z1,Z2や3，召） → （＜匹1,＜炉2,zふ互）と定めると，その不動点

集合E(3,35)は， 5つの連結成分をもつトーラスリンクである．

3. E(k, 2, 2, 2)上の仇の作用を (z1,z2, z3や4)→ (ekzl,Z2, Z3, Z4)と定めると，その不動点集合

E(2, 2, 2)は， 3次元の射影空間である．

4-E(k, 2, 2, 2)上のらの作用を (z1,z2,zふZ4)→ （ z1,z2や3, —召）と定めると，その不動点集合

刃(k,2,2)は， 3次元のレンズ空間である．ここで， H1（刃（k,2,2),Z)~ zkが成り立つ．

例2.4で与えたように， 5次元球面上の向きを保つ巡回群の作用による不動点集合は必ずしも球

面となるわけではない．しかしながら，作用する群が巡回群の場合には， Lefschetz不動点定理に

より，その不動点集合のオイラー標数は0となることがわかる．本稿の主定理は， 5次元球面上の

有限群作用による不動点集合がほとんどの場合においてオイラー標数0か2をもつことを示したも

のである．

3 主定理の証明の概略

この節を通じて， Gは非自明な有限群とし，どは効果的な G作用をもつホモロジー 5ー球面とす

る．ど上のG作用が向きを保たないとき，つまり，ある gEGが誘尊する微分同相<T>(g):E→ど

が向きを保たないとき，

L={gEGl<T>(g):E→ Sが向きを保つ｝

はGの指数2の部分群をなすので， x(Eりと x（どりの偶奇は等しくなる．したがって， x（EG)が

偶数になることは，ど上の G作用が向きを保つ場合にのみ示せば良いので，以下ではど上のG作

用は向きを保つと仮定する．さらに，ど上のGー作用が不動点xをもつとき，接空間Tェ(E)はど上

の Gー作用から誘導される線型な Gー作用をもっため， 5 次元の賊[G]—加群の構造をもっ．今，ど上

のGー作用は向きを保ち効果的であるので， Tx(E)に対応する忠実な表現として， Px:G→ S0(5) 

を（共役なものを除いて一意的に）得ることができる．このため，ど上の Gー作用が不動点をもっと

き，作用する群はS0(5)のある部分群と同型であるとして良い．

有限群Gの最大の幕零正規部分群はF(G)で表され， Fitting部分群と呼ばれる．また， F(G)

のp-Sylow部分群は一意に定まり，それを Op(G)で表す． F(G)はOp(G)たちの直積である． S

上の G作用の Fitting部分群F(G)への制限作用を調べることにより，次の補題を得ることがで

きる．

補題 3.1.F(G)が非自明ならば， x(Eりは偶数である．特に， F(G)が非巡回群ならば， EGは

2次元以下の球面である．
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非自明な有限群GがS0(5)の部分群であり，その Fitting部分群F(G)が自明である場合， G

は交代群ふあるいはんと同型な正規部分群Hをもたなければならない．そこで， A5あるいは

んがどに作用するときの不動点集合を調べなければならない．んと心の 5次元の実加群を具

体的に調べることで次の結果を得ることができる．

命題 3.2.G＝んあるいは心とする．このとき， EGは2次元以下の球面である．

上記の 2つの結果を認めて，定理 1.1を証明しよう．

定理1.1の証明の概略．まず， x(E勺が偶数になることを確認する． F(G)が非自明な場合は，補題

3.1より， x(炉）は偶数となる．非自明な有限群GのFitting部分群F(G)が自明な場合， GはA5

あるいは心に同型な正規部分群Hをもっ．命題3.2より， EHは2次元以下の球面であり， G/H-

作用をもつ． Ee=(EH)G/Hであるので， EGも2次元以下の球面である．よって， x(EG)が偶

数になることを得た．

次に，”コの0次元の連結成分の個数が2以下であるとき， x（”り＝ 0あるいは2となることを

示そう． F(G)が非巡回群である場合と， GがA5とA6に同型な正規部分群をもつ場合には， EG

は2次元以下の球面となるため， x(Eり＝ 0あるいは2である．残りの場合として， F(G)が非自

明な巡回群である場合を考えれば良い．今，ど上のG作用は向きを保つので， dimTx(E)F(G)= 1 

あるいは dimTx(E)F(G)= 3のいずれかが成り立つことに注意する．次の 4つの場合に分けて，

x（炉）＝ 0あるいは 2になることを確認する．

(A)ある XE炉に対して， dimTx(E)c= 3が成り立つ．

(B) ある x€ EGに対して， dimTx(E)c= 2が成り立つ．

(C)全てのxE SGに対して， dim孔(E戸＝ 1が成り立つ．

(D)ある XEEeに対して， dimTx(E)c= 0が成り立つ．

Case (A). Gは巡回群であるので， G= F(G)である． Smithの定理より， Gの位数を割り切

る素数pに対して， EG= EF(G) = E゚ v(G)は3次元の Zp―ホモロジ一球面である．したがって，

x(E0) = 0であることが得られる．

Case (B). GはS0(3)の有限部分群と同型なので， GはCn,D2n, A4, SゎあるいはA5のい

ずれかに同型である． GがA4,S4, あるいは A5に同型である場合は，補題3.1と命題3.2より，

炉竺炉である． GがD2nと同型な場合， Case(A)で見たように， EF(G)はある素数pに対して，

勾ホモロジー3球面でなければならない．［G:F(G)]=2であるので， Lefschetz不動点定理より，

x（炉）＝ 2となることがわかる． Gが巡回群だとすると， G=F(G)となるが， dimTx(E)c= 2 

であることに反する．よって， Gは巡回群にはなり得ない．

Case (C)．炉の各々の連結成分は 1次元の閉多様体であるので，

炉竺IIs1 
が成り立つ．したがって， x(E勺＝ 0である．
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Case (D)．点XE刃Gでの接空間表現Tのば）を Vとおく．まず， dimvF(G) = 3の場合を考える．

F(G)はGの正規部分群であるので， v= vF(c)①VF(G)と， 2つの戦［G卜加群に分解できる．ここ

で， dimVF(G)= 3かつ dimVF(G) = 2である． VF(G)に対応する表現p:G→0(2)の核を K と
する．このとき， KはS0(3)の部分群と同型であり， F(K)は自明でなければならない．したがっ

て， K竺んであるか， Gは0(2)の有限部分群でなければならない． K竺A5の場合は，命題3.2よ

り，炉竺 S° であることが従う． Gが0(2)の部分群である場合は， Gi= F(G)でなければならな
いので， Gは二面体群D2nに同型である．この場合， Case(A)見たように， J;F(G)はZp―ホモロ

ジー 3球面となる．よって， Lefschetz不動点定理より， x(Eり＝ 2である．次に， dimvF(G) = 1 
の場合を考える．このとき， F(G)の位数を割り切る任意の素数pに対して， E゚ p(G)は1次元以

上のZp―ホモロジ一球面であるため連結である．これにより，どF(G)の各連結成分は 1次元の閉多

様体であることがわかるので，

どF(G)竺IIs1 
であることがわかる． s1上の作用の不動点集合は炉あるいはS° のいずれかである．ここで，ゞG

の0次元の連結成分の個数が2以下であるという仮定を用いると，

炉＝（EF(G)))G/F(G)竺 soII (II叫

であることがわかるので， x(Eり＝ 2が得られる． ロ
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