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AN OPTIMIZATION METHOD FOR STEEL FRAMES CONSIDERING THE DISCONTINUITY 
 OF THE STRUCTURAL PROPERTY COEFFICIENT IN NECESSARY ULTIMATE HORIZONTAL 

RESISTANT FORCE 

� �*��� �**��� ��***

Chang SONG, Makoto YAMAKAWA and Koji UETANI 

Horizontal load-carrying capacity of steel rigid-frames is one of the most important mechanical performances required in the practical 
design. Design horizontal load is lowered by the structural property coefficient Ds, which is determined by the plastic deformation 
capacity of the frame. A practical method using branch and bound approach for the optimization of steel frame structures considering 
the discontinuity of structural property coefficient Ds is proposed in this paper, and is verified by three numerical examples. The 
difference between the solutions under Ai distribution lateral forces and Qun distribution lateral forces is also discussed. 
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������������� 0( )P �����0-1����0����
1�������������� 0( )P �������������

�������

���� �����������

�����������������������������

�����(16)�����������������������
������������������������������

������������������������������

������0-1����������������������
���������������������������0-1��
������������������

� �( ) ( )0,1 0 1i i
j j
� �� ����� � ���  (17) 

�����������������������������

(15)����0-1��������������������

( )

0,

min ( )

s.t. ( )

, 1, , 1, 2, 3

1, ,

0 1
k

i
j S

k m

f

g

i n j�

� �

� � � �

x
x �

�
 (18) 

�������������(18)���������������
���������������������

�����������������������������

�������������������������3����
�����3����������������0��1�����
����������������3 (a)�������������
�3 (b)����������������������������
��������������������0-1������(17)�
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�������������������3 (a)���������
�����������3 (b)����������������
����������0-1��������������������
�3 (b)�������������������������

� ��� ��� ����

���

���

���

���

�

� ��� ��� ����

���

���

���

���

�

� �

������� ��������
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���

���

���

���

���

���

��� �������

���� �������������

������������
0

( )P ���������������

��������14)����������������(18)���
������� � ����0���1�������������
� 0

n
� , 1

n
� ����
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n
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� �
� �
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( ) 0

( ) 1

min ( )
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, 1, , 1, 2, 3
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0

,
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0 1
k
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i
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i
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f

g
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k m
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�

�

� �

� �

� �

� �

� �

x
x

�

�

�
�

�������� 0
n
� ��� ( )nP ����� i��� j ���� ( )i

j
� �

0��������� ( , )i j ������� 1
n
� � ( )nP ���� ( )i

j
� �

1��������� ( , )i j ��������

� � � �0 ( ) 1 ( ){ , | 0}, { , | 1}i i
n j n ji j i j� �� � � �� �   (19) 

���������� 0 1
n n� � �� �� � ����

����������0-1�����������������
������������� x �����������������

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

1 0 0 ( )
1

0 0 1 ( )
3

0 1 0

,1 , ,2 , , 3 if 0.9 A

,1 , ,2 , , 3 if 0.9 C

,1 , ,2 , , 3

1.0

otherwise B

1.0

i

i

i i i

i i i

i i i

�

�

�� � � ����� � � ����� � � ����

� �

� �

� � �

� � �

� � �

��

��

��

(20) 

������������ 0� , 1� ���������������

����� 0( )� x , 1( )� x �������2.2�����������
��� ( )

2
0i� � �������(18)��������������

��������������� ( )
1
i� ��� ( )

3
i� ���������

������(20)����������

� ������ x ���� 0( )P �������������� x �

����������������������� x �����

��� ( ){ }i
j
��� �0�1���������� i�����

( )ˆ min{ | 0 1, 1,2, 3}i
ji i j�� � � �   (21) 

��� î �����3������ 0 1{ , }
A A
� � , 0 1{ , }

B B
� � , 0 1{ , }

C C
� � �

0 1

0 1

0 1

ˆ( ) : { }, {( ,1)}
ˆ( ) : { }, {( ,2)}
ˆ( ) : { }, {( , 3)}

A A A

B B B

C C C

P i

P i

P i

� �

� �

� �

� �

� �

�� � �

  (22) 

������������������������ ( , , )
A B C
P P P �

����(21),(22)������� x �������������
( ), ( ), ( )A B CP P Px x x ����������������������

������������������������������

�����������

����1���������� ���� � �� ������

0 :L � �� , 1 :L � �� ����������(18)��� ( )
L
P ����

�� ( )
L
P ���������� x ������������ z �

�� : , :z z� �� �x x ������

����2��������� x ��������������0�
��1��������������������(20)�����
���� 0 0: ( )U �� � x ��� 1 1: ( )U �� � x ������ ( )

U
P ���

���� ( )
U
P ��������������� x �������

������ z ����

����3�� �x ����
0

( )P �������� z z� � ����

: , :z z� �� �x x ���������6����
����4�� z z� � ��������6����
����5�� �x �����(21),(22)�������������
������ ( ), ( ), ( )

A A B B C C
P P P P P P� � �� � �x x x ����� �

�����

����6�� � �� �������� x �����������

������������� � ��������������

���� �x �������� ˆ( )
1
i� � �����(20)�������

����������� � ����������������

������� � ��������������������

���������������� ( )P � ��� � �� ( )P � ��

����

����7�� �� ( )P � �������������������6
���������� �x ����� z �����

����8�� z z� � ���� : , :z z� �� �x x ���������

�2����
����9�� ����3����

�� ������

���� �������������������

� �4���3�3����������������������
�������SN400��������������������
�H����������������6.4�����������
�����7.75kN/m2�R�10.09kN/m2�����4������
����R�������������49.6kN/m�64.576 kN/m�
�����������������Ai��(C0=0.2)������
����4����������1���������������
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���������������4��������������
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��� 3�3������

�����������Clarke���4)�����������

���������������15)������16)�������

�17)���������1��������������0��1�
������������������������

CPU�Intel Core2 Duo 3GHz, OS: Windows XP,  
MATLAB R2010b, Microsoft Visual C++ 2008 

��������������0.01���������1����
��������������2.5���������������
����������������������������5�
����5��������������������������
�������1����������� ( )LP ���������

��� x �������� 327.9z � ������������ x �

���������0����������
(1) (2) (3) (3)
3 3 1 3

1.00, 1.00, 0.25, 0.75� � � �� � � �

���������� :� �x x , :z z� � ����������2��
����������(20)������� 0 1,U U� � ��������

�������� ( )UP ������

� �

� �
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0
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U U

U

P �

�
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�

�� ( )UP �������� x �����������5���� �x

��������� ( )i
j
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1 3
,� �� ���0�1�

�������������(22)����������
� �
� �
� �

1 0

1 0

1 0
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A A A

B B B

C C C

P

P

P

� �

� �

� �

� �

� �

� �

����������������������� : ( ),
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B B C C
P P P P� �� �x x ����� � �����������6
������� ( )

B
P �x ����� �����������7���

� ( )
B
P ������������������ �x �������

���� z � �����������3�������������
� ( )

A
P , ( )

C
P ������� ( )

C
P �������

0
( )P ������

������� z �������������������3��
������������� x ����������� � ���

������������ x �����������������

������������������������5�����
������� ( )

L
P �������113�������� ( )

L
P ��

������ ( )
L
P ����������������������

���17)�����15)������16)�������������

�������������20����������������
����������

0
( )P ������������������

�������������6(a)���������������
���������������4������328.0�����

��������

��� ���� �

��� ���� �
��������������

��������������

�P��

�������������� ��������������

L

�P��U

�P��A �P��B
��������������

�P��C

��� 3����������������

��� 3����������

�������������� 328.0 
����A���������� 311.0 
����B���������� 304.7 
����C���������� 294.7 

������������������5�����������
�����������C������������������
�����������������������active�����
����������Ai������������������
6(b)�����6(b)���������������������
���

(a) ���                (b) ���
��� 3����������

��� 3������������

ID ���� � ID� ����

1 �- 474.2 × 9.9 � 1 H-�655.1 × 259.0 × 8.9 × 11.4

2 �- 529.8 × 11.0 � 2 H-�649.8 × 285.9 × 8.9 × 9.6

3 �- 438.2 × 9.1 � 3 H-�520.0 × 302.0 × 7.1 × 9.7

4 �- 506.7 × 10.6 � 4 H-�519.8 × 296.9 × 7.1 × 9.6

5 �- 350.0 × 11.4 � 5 H-�795.8 × 274.6 × 11.0 × 8.9

6 �- 350.0 × 11.4 � 6 H-�635.3 × 266.1 × 8.7 × 9.0

� �������Ai���������������������
������������������������������

������������������������������

���
0

( )P ������������
0

( )P �����(11), (12)��
�������������������������������
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( )(1) (2)
1 1 1 1
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2 2 2 2
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3 3 3 3
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� � � �

� � � �

� � � �

� � � �
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� � � �
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1

1� � ���������������A��
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2
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3
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������C����������������������4�
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0
C �1.5������������������
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������0��1��������������������
�����0.3��������7���������������
������������������������������

������������������������������

������������������������������

������������������������������

�1�����C�2���3�����A����������331.1
�����

��������

��� ���� �

��� ���� �
��������������

��������������

�P��

�������������� ��������������

L

�P��U

�P��A �P��B

��������������

��������������

�P��L

�P��U

��������������

�P��C

�������������� ��������������

�P��A �P��B
��������������

�P��C

��� 3����������������

� �����������������������������

����������0��1����������������
���������0.3,0.5,0.7�����3����������
����3�������������������������

����10-6������������������������

�����������

����6������������
0

( )P ����15)�����

�������������������������������

�����6��������������� ( )
L
P �������

�����3�������������������6��7��
�������������16)����������������

���� ( )
L
P �����6������������������

����������������6���5�����������
�6,�7,�8������������������������
�������������������������7����
���������������331.1������������
8�����������������������������
��������1.4%�������������� ( )

L
P ����

�����������

��� ���� ( )
L
P ����������

���� 0.3� 0.5 0.7� Rand1� Rand2 Rand3
����� 336.0 336.1 337.6� 393.4� 364.6 336.0
������ 9456 9350 9364� 9536� 8806 9296
����� 7.4�10-9 0.0 3.8�10-4�2.7�10-8�4.2�10-2 1.0�10-4

��� ��� 0( )P ����������

���� 0.3� 0.5 0.7� Rand1� Rand2 Rand3
����� 386.48 558.15 1342.41�1106.32� 658.53 368.10
������ 6674 9566 7356� 9380� 9970 5676
����� 3.7�10-1 2.0�10 1.8�102�8.3�10-2�1.7�103 2.3�10-1

��� ���� ( )
L
P ������������

���������������

���� 0.3� 0.5 0.7� Rand1� Rand2 Rand3
����� 335.99 336.06 337.64� 393.38� 364.55 336.04
������ 11454 11348 10500� 11534� 10990 11292
����� 3.8�10-6 0.0 4.8�10-10�2.7�10-8�4.2�10-2 8.4�10-7

�����������������������������

��� ���������������������������

���������������������������

���������������������������

����7��������
��� �7��8�����������������������

���������������������������

����������������������

��� �������������������8��335.99��
���7������������������331.1���
���������������������������

�1.4���������
�������������������7����������
������������������������������
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���� ��������������������

�8���10�3���������������������
���SN490���������������������H���
������������������������

��� 10�3������������

�8��������������1��������������
����1�������������������������
�����������������8������������
����������������������� ( )

L
P �����

������������� x ����
0

( )P ����������

���������������2767.4������������
������(20)������������������

U
P ���

���������������2819.1������������
��������2���������������������
�����������������������3.1������
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�������9(a)��������������9�������
������������������������������

����������������active����������Ai
������������������10(a)���������
���������

3.1�����Ai����������������������
���������������A��������B������
��C����������������������10����
����A��������B��������C��������
������������������������������

���C������������������������9(b)
����Ai������������������10(b)����3.1
������������������������������

�����������������

��� 10����������

� 1 2 3 4 5� 6� 7� 8� 9� 10
�� C A B B� B� C� C� C� C A

���� 10����������

�������������� 2819.1 
����A���������� 2245.9 
����B���������� 2200.2 
����C���������� 2191.3 

(a) Qun������ �            (b) Ai�����
��� 10��������������

(a) Qun������ �            (b) Ai�����
���� 10������������

�� ����

��������������������

(1) ����������������Ds�����������
����������������������������

����������������������������

����������������������������

�����������������������

(2) ����������������������������
����������������������������

����������������������������

����������������������������

(3) ����������������������������
����������������������������
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������������������10(a)���������
���������

3.1�����Ai����������������������
���������������A��������B������
��C����������������������10����
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