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対相互作用模型の対角化と基底状態について

信州大学理学部・佐々木格，宇佐美京介

Itaru Sasaki and Kyosuke U sami 

Department of Mathematics, Shinshu University 

1 復習・主結果

この解説文は「RIMS講究録量子場の数理とその周辺2019」の佐々木の講究録の続

きである＊lo

フォック空間と関連する事柄についての定義や記号は教科書 [I],[5]にしたがう。

洸を可分な複素ヒルベルト空間とし，フォック空間少し（洸ク）上に作用するハミルト

ニアン

1 
00 

H ＝叫（T)+~Lいs(9n)2
n=l 

(1) 

を考える。これによって定義される量子場の模型を対相互作用模型という。

ハミルトニアンを定める T，心，gれに対して，次の条件を定める：

(Bl) T > 0。つまり Tは非負で単射な自己共役作用素である。

(B2)入nE恥 9nE dom(T112) n dom(T-112), n = l, 2, ・ ・ ・ 
(B3)と:=1|心|||T-1/2，出く 00

(B4)L:=1|入nlIIT112g平く 00

(B5)ある E> 0があって，次の作用素の等式が成り立つ：

00 

1 +区入nlT―l/29n〉〈T―l/29nl2: c 
n=l 

(B6)次を満たす尻ク上の共役子 Jが存在する：

JTJ=T, J gn = gn, n E N. 

平1誰文[7]の後半の解説でもある。講演内容は松澤泰道氏 （倍州大学）との共同研究に基づく。
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定理 1.仮定 (Bl)-(B6)のもとで， H はdom(d几(T)）上で自己共役かつ d几(T)の

任意の芯上で本質的に自己共役である。

(Bl)-(B6)を仮定し，

00 1/2 

s := (r2苔 nITl／気〉〈Tlf2gnl) (2) 

とすると (B5)より S>0である。作用素X,YEB（洸？）を

1 
X :=i (T-1/2炉／2＋Tms-1/2)， 1 

Y :＝う (T-1/2炉／2-Tms-1/2) （3) 

によって定義し， B(f):= A(Xf) + A(JYJ)とおくと，丸（洸）上のユニタリ作用
素Uで

UB(f)U* = A(f), fE洸

を満たすものが存在する。この UをBogoliubov変換という。次が主定理である。

定理 2.(Bl)-(B6)を仮定する。 Uを(4)を満たす Bogoliubov変換とするとき

UHU* = d几(S)+E  

となる。ここに，甚底状態エネルギー Eは

で与えられる。

1 
E = itr(S -T) 
2 

(4) 

(5) 

(6) 

主定理の証明のうち （5)を導出する対角化部分については， 2019年度の講究録で解

説したのでそちらを参照していただきたい。本講究録では，次の第2節で (6)の導出

を解説し，第3節で双極近似のPauli-Fierz模型を含む応用例について紹介する。

2 基底状態エネルギーの表示

この節では (6)の証明を行う。次は対角化 (5)の直接の帰結である。

命題 3.(B1)-(B6)を仮定する。このとき YS1/2はHilbert-Schmidtであり，

E=〈D,HD〉-||y31/211恥． (7) 
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Proof.まず，定理2から H=U*d几(S)U+Eであり，これの真空期待値を取れば

E=〈n,Hn〉-〈un,d几(S)U切

となる（ここで定理 1より DEdom(d且(T))= dom(H)であることに注意）。つぎ

に， s：：：： Oなので {e叶k=lC dom(S)を洸つの CONSとするとき

00 

〈UD,d几(S)UD〉=LIIA(S112ek)U叩<CX) 
k=l 

が成リ立つ。ここで (4)を使うと

IIA(S112ek)UDII = IIU* A(S112ek)UDII = IIB(S112ek)DII = IIA*(JYS112ek)DII 

= IIJYs112⑬|| ＝ ||y31/2e叫I

となる。したがって， YSl/2はHilbert-Schmidtであり，（7)が成り立つ。 ロ

Hの具体形 (1)を使って（7)を計算すると

1 
00 

E=うこ心Iゆs(gn)Dll2-l1YS1/囁s
n=l 

1 
00 

=iL入nll9nll2-tr(YSY*) 
n=l 

となる。ここで y31/2(ys1/2)*= ~を用いた＊20

tr(YSY*）を計算するために補題を用意する。

(8) 

補題 4.(Bl)-(B6)を仮定する。このとき，任意のー1/2'.Sp,q:S 1/2を満たすp,q

に対して TP(S-T)Tqは欄密に定義された有界作用素であり， TP(S-T)Tqはト

レース型作用素である。

Proof.証明の方針はSをS= (2/1r) Ji。OO（炉＋t2)-1炉dtと炉のレゾルベントで表わ
し， S-Tを積分表示することと， SPT-Pが有界であることを適切に用いることであ

る。詳細は [7]のLemma6.2の証明を参照していただきたい。 口

*2これは自明ではないが，今の仮定のもとではY*dom(S) c dom(S)が成り立ち， YSY*が穂密に
定義されることから示すことができる。
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さて， Yの定義にしたがって， YSY＊を変形しよう。 dom(Tり＝ dom(Sり (k= 

1, 2)に注意すると， dom(Tりndom(T-1/2)上で

YSP = YSY* = ~(T—1/2S1/2 -T1/2s-1/2)S(S1/2T―1;2 -S—1/2yl/2) 

= ~(T― 1/2炉T―1/2 -T―1/2ST1/2 -T1/2ST―1;2 + T) 
4 

= ~{T—1/2WT—1/2 +T―1/2(T -S)Tl/2 + yl/2(T -S)T―1/2} 

となる。最後の等式で W :＝ L'.::'=1 IT112 9n〉〈T1/2釧として炉＝『＋wとな
ることを使った。 T-1/2WT-1/2=区'.:;'=1入nl9n〉〈馴であり，これのトレースは

L'.::'=1 ll9nll2なので， （8）は

1 
00 00 

E=~ ど心ll9nll2 -~ (t,入nll9nl已＋tr(T-1/2(T-S)T噂＋T1/2(T-S)T-1/2)） 
n=1 (n=1 
1 1 
= ;tr(T-112(8 -T)T112) + ;tr(T1/2(S -T)T-112) 
4 4 
1 
= ~ Re tr(T-112(8 -T)T叫
2 

(9) 

となる。上式の変形では，補題4によリ T土112(8-T)T干1/2がトレース型となるこ

とを用いた。さて，上のトレースを安易に

tr(T―1l2(S -T)T1l2) = tr((S -T)T1l2T―1/2) = tr(S -T) 

と計算するのは論理的に誤りであり，式変形は慎重に議論する必要がある。補題4で

p=0,-1/2とすれば (S-T)T112の値域はdom(T-112)に含まれ，

y-1/2(8 -T)Tl/2 = T―1/2(S-T)T1/2 

が成り立つ＊3。同様に，作用素の等式

T1/2(S-T) ＝T1/2(S-T) 

も成リ立つ。補題4より (S-T)T112はトレース型作用素なので， μm> 0と正規直

交系{em}m, Um}mを用いて，それを

(S-T)T1/2＝Lμmle』〈f叫
m 

*3なぜなら hE洸に対して， hnE dom(T312)で加→h,(S -T)T112加→ (S-T)T112hと
なるものを取れば， r-1/2(8-T)Tl/2加はCauchy列である。したがって， T-1／2の閉性よリ
(S -T)T112h E dom(T-112)かつr-1/2(8-T)T112h = r-112(8 -T)T112hとなるから。
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と表すことができる。ここから，

(S -T)T112 f m = μ砧m, ((S -T)T112) * em = μmf加

と

(Um}ml C ker((S -T)T112), 

({em}m)_1_ C ker ((~)*) = ker(T112(B='.r)) = ker(B='.r) 
がしたがう。以上を用いると (9)は次のように変形することができる：

1 
E =~Re tr(r-1l2(S -T)T叫
2 

=~ReL <fm,T—1/2~fm>
m 

1 
=1Re~ <fm,T —1/2µm%>

= 1Re区〈伽fm,T―1/2%〉

＝ ` ：〈（（S-T）T1/2)＊em,T―1／こ〉

=~Re~ <T1/2(S-T)em,T—1/2%>

=~Re~ <T1/2(S-T)em,T—1/2%>

= ~Re L <(~em,em>

= ;>((S-T)em,em>
1 
= itr(S -T). 
2 

したがって， E= (1/2)tr(S -T)である。（証明終）

3 例

主定理を用いて，以下の量子場の模型の対角化を解説を行う。

(1)単純な対相互作用模型 （場の2次の相互作用が一項だけの場合）
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(2)調和振動子とボース場の結合模型

(3)丑ポテンシャルを持つ双極近似の Pauli-Fierz模型

(4)並巡不変な双極近似のPauli-Fierz模型

(4)の場合はハミルトニアンの対角化だけでなく，基底状態が存在する（または存在

しない）為の条件についての結果も紹介する。

上の例の対角化には先行研究があり，新井[2,3, 4, 6]によって議論されている。そ

れらでは，ハミルトニアンの対角化する Bogoliubov変換を構成する為に散乱理論が

使われたが，定理 2を用いることでより機械的に対角化することができる。ただし，

対角化後の 1粒子ハミルトニアンのスペクトル解析は別に行わなければならない。

3.1 単純な対相互作用模型

T> 0,入EIR, g E dom(T112) n dom(r-112)を仮定し，ハミルトニアン

入
H=d几（T)+叫 s(g)2

2 
(IO) 

を考える。この模型を対角化するためには， （Bl)-(B6)を確かめればよい。明らかに

(Bl)-(B4)は成り立つ。この模型では (B6)は次の補題から自動的に従う。

補題 5．可分な複素ヒルベルト空間況／上の任意の自己共役作用素 AとhE兄rに対

して， AJ= JA, Jh = hを満たす洸上の共役子 Jが必ず存在する。

Proof.証明のアイディアは次のとおりである。まず， Aを掛け算作用素にユニタリ変

換し A→A(m),h→h(m)とする。つぎに h(m)の偏角の複素共役による掛け算を
行い h(m)→伍(m)Iとする。この操作もユニタリであり A(m)は不変である。この
とき， A(m)とり(m)Iは実数値なので複素共役で不変である。複素共役をとる共役

子，偏角の掛け算とユニタリ変換で戻る操作の合成を Jとすれば，これは況／上の共

役子であり補題の条件を満たすものである。詳細は [7]を参照。 ロ

条件 (B5)は，

1 +入|T―1/2g〉〈T―1/2gl> C 

となる c>Oが存在することであるが，これは

1+入||T―112gll2> 0 

と同値であることは簡単に確かめられる。したがって次の定理を得る

(11) 

(12) 
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定理 6.1+入||r-1/2gll2> oとする。このとき， （B5)が成立する。したがって， （10)

で定義される Hは下に有界な自己共役作用素であり， §b（洸ク）上のユニタリ作用素 U

で次を満たすものが存在する。

UHU* = d几(✓T2+ 入 |Tl/2g〉〈Tl/2gl) + E, 

ここで EはHの碁底状態エネルギーであリ

E=炉（《T2+入|T1/2g〉〈T1/2g|-T) 
である。

3.2 調和振動子とボース場の結合模型

ヒルベルト空間び（股）Rff-乱洸り上に作用するハミルトニアン

(13) 

(14) 

H :＝討＋w2x2)R1+ lRd几(T)＋心讀s(g) (15) 

を考える。ここでp= -id/dx, x は掛け算作用素，入€ Rとw>Oは定数であリ，

T>Oは洸J:の自己共役作用素である。 gE dom(T1l2) n dom(r-1/2) ¥ {O}とすれ
ば，定義域について，

dom(x謹 s(g))つdom(x賛1)n dom(lRd几(T)) (16) 

なので， dom(H)= dom（炉＋丑）ndom(l叡汀訊T)）である。

定理 7.|入|<叫|r-112g11-1とする。このとき， Hは自己共役であり，ユニタリ作用

素び(R)Rク瓜洸）→凡(C①洸）が存在して，

UHU* = drb(（己刈1〉〈T1/2g| 1/2 
MT1/2g〉〈1| T2) ） ＋E, (17) 

ここで，

E = ;tr ((入|T1ゲ22g〉〈1| 入|1〉t[1/2g|）1/2 -（ば仇））
さて，ハミルトニアン (15)を対角化する為に，甚本となるのは次の構造であ

る：洸i]約をヒルベルト空間とするとき， 2つのフォック空間 §b(洸iR洸分と
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名（加）R丸（忽）の間には関係式

<I>s (f 1 〶 j盲2) ~ <I>s (f 1)⑧1 + 1Sゆs(f叫，
Q 主 Q⑧Q.

を満たすような自然な同型が存在する [l,p.208]。

また，だ（罠）上の消滅作用素を a=2―1/2(w1/2x+ iw―1/2p)と定義すると，同型

u:だ（罠） →尻(C)で

uau* = A(l), u(w/1r)112exp(-w丑／2)= n 

となるものが存在する。この同型も主で壽けば，調和振動子のハミルトニアンと x

は，それぞれ

1 w w 
~(p2 + w戸） ＝一(a*a+ I)竺 d旦(w)+ ~ 
2 2 2 

X=W―1;2(a + a*)/¥12竺 w―1/2処（I)

となる＊4。したがって，ハミルトニアン (15)は次のように変形できる。

H 竺 d几(w)⑭1+ l@d几（T)+w―1/2輝 s(l)繹 s(g)+ ~ 
w 

2 

W―1/2入 w
~d且(w ① T)+ ｛如 (1,g)2 ＿恥（I,-g戸｝ ＋ー

4 2 
w 

= H+  -． 
2 

このとき，打はハミルトニアン (I)の形であり，記号の対応は

T→亨T,
W―1/2入

ふ＝—入2=
2'  

91 = (1, g), 釦＝（1,-g) 

である。定理 7の証明のためには (Bl)-(B6)を確認すればよいが， （Bl)-(B4)は自

明， （B5)も補題5から成リ立つ。いまの場合， （B5)は

K:= 1十入1l(w, T)-11291〉〈(w,T)―112911-、>-l(w,T)―1/292〉〈(w,T)―112921> 0 

である。 K は部分空間 C 〶 CT-1/2g を簡約し，直交部分ば恒等作用素である。簡約

部分は 2X 2行列

(w-1.\ll~-112911 w―1入1|T-1/2g||
W―1入1|T-1/2g|| 1)  

叫 作用素の閉包の記号は省略した。
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となる。したがって，これの固有値問題を解けば，入が定理の条件を満たすことと，上

の行列は正定値が正定値であることが同値であることがわかる。したがって (B5)が

成り立つ。

3.3 丑ポテンシャルを持つ双極近似の Pauli-Fierz模型の対角化

び（配）R凡（洸）に作用するハミルトニアン

1 
H:＝ーと

1 

2 
(p虔 1+1婦 s(gj))2+ーと足x2

2 J J 
Rl+lRd几(T) (18) 

j=l j=l 

を考える。ここで凸＞〇は定数， T> 0, 91, ・ ・ ・, 9d E dom(T112) n dom(r-1/2)と

する。 Pj= -io/ox]である。

定理 8.洸ク上の共役子 Jが存在して TJ=JT,Jgj=gj,j=l,・・・,dとする。こ

のとき， Hは自己共役であり，ユニタリ作用素U：び（良りRク乱洸ク）→ ffb(Cd①洸？）

が存在して

UHU* = drb(~) +E (19) 

となる。ここで

; （《
d 

E = -tr diag(Wf, •.．， Wi）戸＋w -diag(W1, ・ •.，西）①T) ＋こ亭
j=l 
(20) 

であり， W はC臼洸上の作用素で

d 

W :＝t (wj IT11~ 巧凸〉〈T1/2,J•|
j=l 
Wj IT11~，り〈e』 |T1/2g介〈T1⑭|） (21) 

と定義されるものである。

定理8の証明は，定理7のそれとほぼ同じであるが，共役子Jに関する部分に少し注

意しておく。 J。をだ（配）上の単に複素共役を取る共役子とすると， J。X= J。xだが

Jop = -pJ,。である。したがって， （18)をそのまま （1)の形にしたときに， Tとgnを

同時に不変にする共役子を見つけづらい。これを回避するために，調和振動子のハミ

ルトニアンがフーリエ変換で不変であることを利用する。フーリエ変換ではpJoxJ 

となり，調和振動子のハミルトニアンは不変であり， Pj@<I>s(gj)B Xj⑧屯s(gj)とな
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る。すると，粒子と場の相互作用項は前節と同じ形を取る。したがって，共役子に関

する議論を前小節と同じに行うことができる＊50

3.4 並進不変な双極近似の Pauli-Fierz模型

L打配，dx)R尻（洸）上のハミルトニアン

1 
d 

H:= ~L(P霞1+1婦s(g犀＋ l®d几(T)
j=l 

(22) 

を考える。これは前小節で Wj= 0 (j = 1,..., d)としたものである。 T>Oは自己共

役， g1E dom(T1l2) n dom(r-1/2) (j = 1, • • •, d)と仮定する。

和をび（配，dx)からび（配，dP)へのフーリエ変換とし， H を変換すると pJ= 

-i8/8x]．は変数Pjによる掛け算作用素となる。そこでP=(Pぃ・・・，凡） €良d に対

してク瓜洸？）上の作用素

1 
d 

H(P) ：＝ ~L(Pj 十処(g叩＋ l&id几(T) (23) 
j=l 

1 d d d p2 
=d几(T)＋介こ如（研＋区P池s(g])＋とす （24) 

j=l j=l j=l 

を定義する。

以下， H(P)を対角化するために， TJT,Jg1 =g1, j = 1,・・・,dとなる洸ク上の共

役子が存在すると仮定する。

d 

H。:＝ d几(T)+立疇）2
j=l 

(25) 

はd几(T)上で自己共役であり，ク瓜洸ク）上のユニタリ作用素 Uで

d 

UH叩＊ ＝ d几(S)+ E, S:=,IT2+L 1Tl/2gj〉〈Tl/2g』, (26) 
j=l 

*5論文 [7]では，より直接に共役子を構成しているが，フーリエ変換を使った議論のほうがわかりやす
いかもしれない。
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E = tr(s=T)/2となるものが存在する。このとき， U如 (gj)U*＝如(s-112r1129j)

なので

d p2 
UH(P)U* = d且(S)＋西(s-1/2T1/2t馴）＋こす＋E (27) 

j=l j=l 

となる。 3-1/2r1/2gj E dom(s-1/2)なので， UH(P)U*は dom(d几(S)) = 

dom(d几(T)）上で自己共役であることに注意する。 (27)はvan-Hove模型＊6なので

対角化可能性は赤外正則条件を調べる事と同値である。ここでは， H(P)の基底状態

の存在に関する結果を紹介する。

定理 9.次の 2つは同値である。

(a)すべての PE配について H(P)の基底状態が存在する。

(b) 9j E dom(T-1),j = 1,・・・,d. 

Proof．各PE配について H(P)が基底状態を持つことの必要十分条件は

d 

s-1/2T1/2区Pゅ Edom(S-1) 
j=l 

である＊7。これは明らかに

d 

Tl/2区PjgjE dom(s-3/2) 
j=l 

と同値である。もし，

dom(s-3!2) = dom(T-312) 

(28) 

(29) 

(30) 

が成り立てば， （b）→(a)がしたがう。 (30)は非自明であり，おそらく一般には不成立

と思われる。しかし gjE dom(T-1) (j = 1, ・ ・ ・,d)の仮定のもとで (30)を示すこと

ができる ([7,Lemma B.l]）。

一方， （a)を仮定すれば， （29)から各jについて T112g1E dom(S-312)となる。

(30)が成り立てばg1E dom(r-3/2)となるので (b)がしたがうのだが，いまの条件の

もとでは (30)を直接示すのはおそらく難しい。 (b)を示すためにはよリ込み人った議

論が必要になる。詳細は [7,Theorem 7.5]に譲る。 口

• 6 [l]（下）p.241
平7文献については [7]を参照
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上の結果では， 9jには一般性をもたせていたが，よリ現実的な Pauli-Fierz模型で

は， gjは偏極ベクトルで作られ，関係式

〈r-112gj,T―1/29£〉=||T-1/2gl ||2炉， j,£ = I,・・・, d (31) 

が成り立つ。この条件のもとでは，より強い次の結果が成り立つ。

定理 10.条件 (31)を仮定する。このとき，任意の PE股dに対して H(P)の基底状

態エネルギーE(P)は

1 
E(P) = 
2(1 + 11r-1/2g1伯）

となる。さらに次は同値である。

(i) H(P)は基底状態を持つ。

(ii) L;=l P;ゅ Edom(T-1). 

d 

LPJ+E (32) 
j=l 

Proof.アイディアだけ紹介する。 A=l十区1=11r-1/2g1)〈T-1/2釧とおくと，

炉＝TATであり，直交性 (31)のもとでは，逆作用素が

A-1 = 1- 1 
d 

1 + IIT-1l2g1112 
区T―1/2,］〉〈T―1/2g』
j=l 

と求まる。したがって 3-2= T-1 A-lT-1から s-2をgjを用いて具体的に表すこ

とができる。 g:＝区]=1Pゅとおくとき H(P)が基底状態を持つことと Tl/2gE 

dom(s-3/2)は同値だが，もしこれが成り立つとすると，上の s-2の具体形から T-lg

を

1 T―1 g = ~ (s―1;2T1;2)* 8-3/2T1;2g 
1 + IIT-1l2g1112 

と具体的に表すことができ，ここから (ii)g E dom(T-1)がしたがう。逆も， s-2の

表示を使い s-1/2T1/2が有界であることに注意すればよい。 ロ

定理9の条件 (a)はすべての PE民dに関するものだが，定理 10の条件（i)や (ii)

は固定した PE配に関するものである事に注意。

4 最後に

この研究はJSPS科研費 16Kl7612, 20K03628の助成を受けたものです。
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