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バーンサイド環の単数群について

竹ヶ原裕元

室蘭工業大学

有限群 Gのバーンサイド環 O(G)は左 G集合の圏のグロタンディック環として定

義されるバーンサイド代数QRz9(G)の原始べき等元公式やO(G)のスペクトル

及び単数群に関する結果とそれらの応用が知られている ([6]-[13],[15]-[18]).本報告

では，幾つかの既知の結果と O(G)の単数群に関する最近の結果を解説する．

1 バーンサイド環の定義

バーンサイド環の定義および幾つかの性質を [5,§80]に従って解説する． Gを有限

群とし， G-setで有限左 G集合と G写像の圏を表す．各 XEG-setに対して， Xで

X を含む有限左 G集合の同型類を表す．有限左 G集合の同型類は X+Y=XUY,

X, YE G-set,によって定まる半群である． F(G)を有限左 G集合の同型類で生成

される自由アーベル群とし， F(G)。を XUY-X-Y, X, Y E G-set,で生成される

F(G)の部分群とするとき O(G):= F(G)/F(G)。は可換な加法群である． F(G)の生

成元の積を X-Y=~,x, YEG-set,により定め，それを F(G)に線形に拡張す

るこのとき F(G)は可換環であり， F(G)。は F(G)のイデアルであるよって O(G)

は可換環となるこの環を Gのバーンサイド環と呼ぶ ([13]参照）．

各 XEG-setに対して，［X]でX が代表である F(G)における F(G)。の剰余類

X+F(G)。を表す．［5,(80.4) Lemma]より，

[X]=[Y] ⇔ X=Y 

となっており，［X]をXEG-setを含む有限左 G集合の同型類と同一視する． O(G)

の生成元の積は [X]・ [Y] =[Xx Y], X, YE G-set,で与えられる．

GはGの部分群の集合 S(G)上に共役で作用する． C(G)をS(G)上の G軌道の

完全代表系とする各 H~G に対して， H の G における左剰余類 G/H は G が G

の積で作用する左 G集合となる．［5,(80.5) Proposition]より， H,U~G について，

GIH=GIU ←=?- HはGにおける Uの共役である

が成り立ち，｛［G/H]I HE C(G)}はD(G)のZ基底をなす． H,U~G について，

[G/H]. [G/U] = L [G/(Hn叩）］，
gEH¥G/U 
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ここで H¥G/UはGにおける (H,U)両側剰余類の完全代表系， 9U= gUg―1，であ
る([5,§80 Exercise 2]).実際 G集合の同型

(G/ H) x (G/U)与 uG/(Hn 9U), (g1H,g2U) f--7 g1h(Hn 9U), 
gEH¥G/U 

ここでg2U= g1hgU, h EH,が存在する 1:= [G/G]が D(G)の単位元である．

2 ゴースト環とバーンサイド準同形

H:::;GとXEG-setに対して，invH(X)あるいは XHでX における H不変な

元の集合を表す．環準同型<PH:n(G)→ Zを，各 UE C(G)について

[G/U]→|invH(G/U)I = l{gU E G/U I H:::; 9U}I 

と定める各 XEG-setについて伽([X])= IX引が成り立つ．
麟）＝ ITHEC(G)zとおき，写像¢:D(G)→り(G)を，各 xE 9(G)について

X → （伽（x))HEC(G)

と定める． X,YE  G-setについて X':::'Y⇔ |XHI = IYり， vHE C(G) ([5, (80.10) 
Theorem (Burnside)]が成り立ち，¢は単射となる ([6,Proposition 1.2.2]). D(G)を

D(G)のゴースト環と呼び，¢:D(G)→ D(G)をバーンサイド準同形と呼ぶ

各 UE C(G)に対して Wc(U)＝Nc(U)/Uとおく．王＝ （咋）HEC(G)E D(G)につ

いて，王EIm¢ であるための必要十分条件は，すべての UE C(G)に対して

こ叩g〉U三 0 (mod IWa(U)I), 
gUEWc(U) 

ここで x〈g〉u= XK  (KE C(G)はGにおける〈g〉Uの共役），が成り立つことである
([6, Proposition 1.3.5], [18, Lemma 2.1]). 

例 2.1S3 =〈(12), (1 2 3)〉の非自明な部分群は S2=〈(12)〉,C3=〈(12 3)〉のどち

らかの共役である行列の行は叫[G/U])の HEC(S3) = {{E}, S2, C3, S叶（€ぱ恒
等置換）成分である行列の逆行列を用いてQRzQ(Sりの原始べき等元 eHを表す．

[S3/{E}] [S3/82] [S3/C3] [S3/S叶

{c} S2 C3 S3 1 
e{e} = 

¢(S3/{E}) 6 
6 
1 

¢(S3/ S2) 3 1 es2 = 
2 
+1 

¢(S3/C3) 2 

゜
2 1 1 

ec3 = 十一
¢(S3/ S3) 1 1 1 1 6 2 

1 1 
es3 = -1 +1 

2 2 
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3 Q翫D(G)および D(G)の原始べき等元

S(G)は順序が＜で定まる半順序集合である．加法群の写像入〇(G)→D(G)を

（国）UEC(G)→|N]げnTT~ IUlμ(U,H)[G/U] (μは S(G)のメービウス関数）
U:S:H 

により定めるとき入o¢ = IGI • idn(G)および¢ 0入=|G|•id血（G) が成り立ち（［2, 2.3.]) 

QRzQ(G)~ I1Q 
HEC(G) 

となる（［13]).特にQ露O(G)の原始べき等元の集合は

{位:=|~,fu, 1u1,,(U,HJ[G/U] I HEC(cJ} (A) 
U:s;H 

であり ([9,17]), eH吹＝ 6HK仇， 1=どHEC(G)eHとなっている．
次に O(G)の原始べき等元を考える． Gの各部分群 H::;Gに対して，

H = H(O) 2: H(l) 2: H(2) 2: ・ ・ ・ 2: H(i) 2: ・ ・ ・, 

HU) = [HU-1), HU-1l] (j = 1, 2,...)をHの導来列（［14,Chapter 2, Definition 3.11]) 

とするとき， 000(H):= n篇H（りとおく．集合 C(G)上の同値関係～00を

H~00 U, H, U E C(G)：⇔ 000(H)はGにおける〇oo(u)の共役である

として定める． C（OO)(G)で～00同値類の完全代表系を表し，各 HEC(00l(G)に対して

喩） ：＝ど eu
H～忍fEC(G)

とおく．このとき O(G) の原始べき等元の集合は {e~) I HE c(=)(G)}である．

定理 3.1([7]) Gが可解群 ←⇒ O(G)のべき等元が 0と1に限る．

4 スペクトル

[7]に従って O(G)のスペクトル（すべての素イデアルの集合）の解説をする．pを
素数とし，集合 C(G)上の同値関係～Pを

H~PU, H, U E C(G）：⇔び(H)はGにおける研(U)の共役である



71

として定めるここでび(K),KさG,はK/OP(K)がp群になる最小の K の正規

部分群を表す． C(P)(G)で～p同値類の完全代表系を表す．

Spec(D(G))をD(G)の素イデアル全体の集合とし，hをすべての素数および 0か
らなる集合とする．pE且と HEC(P)(G),ただし C(0l(G)= C(G),に対して

p(H,p) := {x E D(G) I伽 (x)はpの倍数である｝

とおくとき Spec(D(G))= {p(U,p) Ip E IT, U E C(Pl(G)}である． Spec(D(G))のザ
リスキー位相に関する連結成分を考えるとき，p(U,p),p(V, q) E Spec(D(G))に対して

p(U,p) c:::: p(V, q) ⇔ p = q, U = Vまたはp= 0, q -::J 0, U~qV 

および

p(U,p), p(V, q)が同じ連結成分に属する ←⇒ U~OOV 

が成り立つ．べき等元 eに対して V(e)をeを含む D(G)の素イデアルの集合とする．

D(G)の原始べき等元は e岱， HEC(00l(G),であるが，各 HEC(OO)(G)に対して

V(l-e岱） ＝u {p(U,p) I H~00 U E C(Pl(G)} 
pE且

であり， Spec(D(G))のザリスキー位相に関する連結成分の集合は

{V(l -e岱） IHE  c(oo)(G)} 

であるさらに，次が成り立つ．

Gが可解群←⇒Spec(D(G))が連結―⇒D(G)のべき等元は 0と1に限る

5 単数群の基本性質

ヽー＿ ~ 

環 Rの単数群を Rxと表す．明らかに D(Gf= ITHEC(G)冗＝ ITHEC(G)〈-1〉で
あるよって O(G)XおよびQ(G)Xは韮本アーベル 2群である ([8,Proposition 3.1]). 

例 5.1K :S G, IG : Kl = 2とする．このとき [G/K]• [G/K] = 2[G/K]であり，
1-[G/K] E D(Gfとなる． ¢(1-[G/K])= ((-1)く(H,K))HEC(G),ここで〈(H,K)=l

(H :SK のとき）， ((H,K) = 0 (H 1:. Kのとき），である．

x E n(G)に対して e=(l-x)/2E(Q翫D(G)とおくとき，丑＝ 1 ⇔召＝ eが成

り立つ．よって D(Gドは 2eE D(G)を満たすべき等元 eに対する 1-2eからなる．
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例 5.2Gが可解群でなければ，定理 3.1より， D(G)の0でも 1でもないべき等元 e

が存在して 1-2eはD(G)の単数であるから 9(G)Xヂ〈ー1〉となる． Gの位数が奇

数ならば，（A)より 9(G)XはD(G)のべき等元 eに対する 1-2eからなり， D(G)に

おいて単数の個数とべき等元の個数は一致するよって Gの位数が奇数ならば， Gは

可解群であるから，定理 3.1より， 9（G)x=〈-1〉が成り立つ ([6,Proposition 1.3.5]). 

王＝（暉）HEC(G)E O(G) 八 U~ C(G)に対して，写像而： WG(U)→〈ー1〉を

gU→xux〈g〉u (g E Na(U)) 

ここで x〈g〉u=駅（KEC(G)はGにおける〈g〉Uの共役），により定める

定理 5.3([18, Proposition 6.5]) 0(G戸の部分群 {¢(x)IX E n(G)X}はすべての

U ~ C(G)について名 EHom(Wa(U),〈-1〉)を満たす歪EO(G)Xからなる．

命題 5.4([4, p. 904], [15, Proposition 6.8]) C(G)を 1況（U):UIさ2を満たす

U E C(G)からなる集合とする． XED(G戸に対してcp(x)= (x幻HEC(G)E 0(G) x 
は {xuI U E C(G)} により定まる．特にい(G)汀~ 2IC(G)Iである．

証明． HEC(G)に対して，定理5.3より x〈g1)H双g分H咋＝x〈91g分Hげ91,92 E Na(H)) 
であるから,|Na(H): HI> 2ならば XHは {xKI H < K ~ Na(H)}により定まる．

よって (x叫HEC(G)は{xuI U E C(G)}により定まる．ロ

例 5.5Gはアーベル群であるとする．このとき C(G)はGにおける指数 2の部分

群の集合であるから，命題 5.4より ID(G)汀~ 2IHom(G,〈-1〉)1 となるが，例 5.1より

ID(G)叶＝ 2IHom(G,〈-1〉)Iを得る（［10,Example 4.5], [18, Lemma 7.1]). 

Hom(G,〈-1〉)は2元 0，心の積が (O心）（g） =0(g)心(9)(9 E G)で定まる基本アー

ベル 2群である． Hom(G,〈-1〉)が 01,...'0mで生成されるとする． Ki= Ker0i 

(i E {l,..., m})とお<.|G:K」=2である．ふ＝ 1-[G/K」ED(G)Xとおく．

cp(x』=(xり）u的（G)とすれば聖＝ー1(U ~凡のとき）， xげ＝ 1 (U i氏のとき）
であり，€を G の単位元とするとき， 1fE~i) : G→〈-1〉は Gの線形指標 0iである．

定義 5.6各王 Elm¢ に対して， ¢-1(王）によりcp(x)=王を満たすただ 1つの D(G)

の元 xを表し，これを王の逆像と呼ぶ．群 n(G)f(~ n(GY)をH が巡回群ならば

咋＝ 1である王＝ （咋）HEC(G)E Im¢nO(G)x の逆像¢—1 （x) の集合として定義する．

命題 5.7 ([15, Proposition 6. 7]) n(G) x =〈-1〉x〈X1,...,X叫 xn(G)f. 

iiE廿月．｛壬意の XED(G戸に対して， 1冨~i) E Hom(G,〈-1〉)より， xyE〈-1〉xD(G)f 
を満たすyE〈X1,...'Xm〉が存在するよって，命題が証明された．ロ
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注意 5.8写像〈Xい ..'X叫→ Hom(G,〈-1〉),XM'"'(仰は同型写像である．

例 5.9群Q8=〈a,b I a2 = b汽b―1ab= a―1〉において戒＝ザ＝ （ab)汽が＝ €であり，

C(Q8) = {{€},<a2>,<a >,<b>,<ab>, Q叶となる．Q8以外の部分群は巡回群であるから，

O(Gげに含まれる可能性のある単数は 1-2eQ8に限られる．さらに X= 1-[Q8/〈a〉],
y = l -[Qり〈b〉],z= l -[QB/〈ab〉]とおくとーxyz= w := 1 -2eQs E O(G)rょり，

O(Gド＝〈ー1〉x〈x,y〉 x〈1-2eQ8〉を得る．

¢(Q8/{€}) 
¢(Q8I〈aり）
cp(Qs/〈a〉)
¢(Q8I〈b〉)
¢(Q8I〈ab〉)
cp(Q豆Q8)
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tom Dieck準同形

厖 (G)で Gの実表現環を表し，加法群と考える．［6,Proposition 5.5.9]より，

M →炉（（（ー1)dimMH)HEC(G))

により定まる準同形u＝如： R臥G)→rl(G戸が存在する．ここで M は諏G加群で
MHは M における H不変な元からなる空間であるこれをtomDieck準同形と呼

ぶこのことを拡張した [18,Theorem A]の証明の方法を用いて，次の補題を示す．

補題 6.1M をCG加群とし， M の指標xは実数に値をとるとする各 HEC(G) 
に対して， dimMHは内積〈XIH,1沿Hに一致し，

吟： WG(H)→〈ー1〉,

は WG(H)の線形指標である．

gH→(-l)dimM勺ーl)dimM〈g〉H

証明． MHはC聞 (H)加群となり， MHの指標は

1 
x:gH→可「どx(gh)

hEH 
(gH E Na(H)) 

である ([1,Lemma 3.1]).これより

1 
dimMH =x(H) = TTTT bx(h) =〈喜1叫

hEH 
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が成り立つ． dimM〈g〉H= dim(Mり〈gH〉，ここで (M仰血は CWa(H)加群 MHに

おける〈gH〉不変な元からなる空間，であるから，

(-l)dimM灯ーllim(M的〈gH〉(-llim(M町〈rH〉=(-l)dim(M町〈grH〉 げg,r E Na(H)) 

を示せばよい． MHの指標xは実数に値をとるから， H= {c}としてよい各gE G 
に対して， XoをXo(g)= -1を満たす〈g〉の指標とし，

2k 

x|〈g〉=〈x|〈g〉,1〈g〉〉1〈g〉+〈x|〈g〉,Xo〉xo+L厖
i=l 

ここで Xi(1さi:S 2k)は実数に値をとらない〈g〉の指標，と表せば， dim(M〈g〉)= 

〈x|〈g〉,1〈g〉〉であるから， M:G→GL(M)をM における線形表現として

detM(g) = (-1)〈X〈g〉,XO〉,(-l)dim(M〈9〉)=(-1)X(1) <let M(g) 

が成り立つ．これより，任意のg,r E Gに対して，

(-l)dimM  (-l)dim(M)〈g〉(-l)dim(M)〈r〉=(-l)X(l)<let M(g) <let M(r) 

= (-l)X(l) det M(gr) 

= (-l)dim(M〈gr〉)

となり，補題は証明された．ロ

面(G)で実数に値をとる G の指標環の元からなる環とし，加法群と考える．定
理 5.3と命題 6.1より，準同形u:n股(G)→O(G戸が

X → ¢―1(((-1)〈XIH,l出H)HEC(G)) (vx E応(G))

により定まる．q>o入=|GI.idrl(G)より

叩）＝こ凹（U）|位：μ,(U,H)(-1)〈x|H,1H〉")[G/U] (vx E厖(G))
UEC(G) H：：：：G 

である

例 6.2XE  G-setを有限左 G集合とし，Jrxを1rx(g)=廿｛xE X I gx = x} (vg E G) 

により定まる Gの置換指標とするバーンサイドの定理 ([19,2.7 Lemma (Cauchy-

Frobenius)])より〈1rxlH,lH伍＝音rLhEH訳 (h)= IH¥XI ("IH :S G),ここで H¥X
はX 上の H軌道の集合，が成り立つ． Gの位数が偶数ならば PをGのシロー 2群，

X を Gの左正則表現とするとき,|P¥XI= IGI/IPIは奇数であり， U を位数が奇数

の Gの部分群とすれば IU¥XI= IGI/IUIは偶数であるよって豆（訳）り〈一1〉を得

るこのことと例 5.2より Gの位数が奇数⇔ Q(G)x =〈-1〉が成り立つ ([8]).
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例 6.3XE Hom(G,〈-1〉)とし， K= Kerxとおけば， IG:Kl :S 2であり，q;ou(x)= 

((-1)く(H,K))HEC(G)E 0(c)八ここで ((H,K) = 1 (H :S K のとき）， ((H,K)=O

(Hf_ K のとき），が成り立つ．よって u(x)= 1 -[G/K] (xヂ恥のとき）または
u(x) = -1 (x= leのとき）である特に Gがアーベル群ならば厄：瓦R(G)→Q(G)X 
は全射である ([10,Example 5.6], [18, Lemma 7.1]). 

例 6.4X1, X2,..., Xm E Irr(Sn)を互いに異なる n次対称群品の既約指標とし，

X = X1 ＋心＋••• +Xmとおく．このとき〈X,Xl〉=1である．品の既約指標は誘導
指標 1s9（ふはヤング部分群）の整数係数線形結合で表されるから ([3]),〈X,ls入Sn〉

はあるヤング部分群ふに対して奇数である．さらにフロベニウス相互律より ([5,

(10.9)]),〈xis入，ls入〉＝〈X,ls万〉が成り立つ．よって冠（x)ヂ 1である．これより

IImul = 21Irr(Sn)Iを得る（［10,Remark 5.11]). 

u:晶（G)→Q(G)Xに関して次のことが知られている．

(1) Gが可解群でなければu：厖（G)→Q(G)Xは全射でない（［10,Theorem 5.4]]). 

(2)位数 2nの2面体群 D2n=〈r,s I rn = s2 = E, srs―1 = r―1〉について

u:厖（D2n)→Q(D2n)Xは全射である（［10,Example 5.6]). 

(3) Gが2群ならばu:RR(G)→Q(G)Xは全射である (Tornehave,[16, Corollary]). 

7 単数群の構造

まず 1-2叩 (HEC(G))が O(G)に含まれるための必要十分条件を与える．

定義 7.1エ(G)を次の条件を満たす HEC(G)からなる C(G)の部分集合とする．

(1) INc(H) : HI ::; 2 

(2) Uが Hの正規部分群であり， H/Uが非自明な巡同群ならば， NG(U)において

指数が 2である Uを含む部分群 K が存在して，g~ K ⇔ G/ 〈g〉u~G/H が

各gE Nc(U)に対して成り立つ．（H/Uは2群である．）

命題 7.2([15, Proposition 6.11])各 HEC(G)に対して，次が成り立つ．

1-2eHEO(Gf←⇒ ((-l)°Hu)UEC(G) E Im¢ -¢=⇒ HE  I(G) 

系 7.3([15, Corollary 6.13]) U E I(G)が非自明な巡回群ならば Uは Gのシ
ロー 2群であり Nc(U)= Uとなっている．
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命題 7.4([15, Proposition 6.14])品を n次対称群とする任意の nのストリク

ト分割入＝ （ふ，．．．，ふ，．．．），ただしふ＞．．．＞ふ＞．．．~ 0,に対して，エ(Sn)は入

に対応するヤング部分群ふの共役部分群を含む．

例 7.5 定義から，｛€｝はエ品）に含まれないまた，系 7.3 より，応はエ（品）に含ま

れない命題 7.4よりエ(S3)= {S2, S叶である．

U::; GとrE Na(U)について，〈r〉Uに対する次の条件を考える．

(tt) 況 (U)において指数が 2である Uを含む部分群 Kが存在して，

g (/_ K⇔ G/〈g〉U'::::'G/〈r〉Uが各gE Na(U)に対して成り立つ．

{[G/H] I H ::; G}上の同値関係～は〈r〉Uが(i)を満たさない U ::; G と
r E Na(U)に対して [G/〈r〉U]~ [G/U]とする関係が生成する同値関係であるとす

る．さらに C(G) 上の同値関係～を次により定める： H~U ⇔ [G/H] ~ [G/U]. 

命題 7.6y = (Yu)uEC(G) E Im¢ nり（Gドとする．各 HEC(G)に対して，

Xu = { y[ (H~ Uのとき），
(H祐Uのとき）

により歪＝ （xu)uEC(G) E 0(G)Xを定める．このとき歪 EIm¢ である．

この命題により， 9（G)Xの構造が明らかになる．

定理 7.7各 HEC(G)に対して， O(G沿を H'I,U E C(G)であるすべての Uにつ

いて， ¢(x)の U成分が 1となっている xE Q(G)Xからなる部分群とする．このとき

Q(G)x= II9(G); 
HEC(G)/"" 

が成り立つ．さらに，各 HEC(G)に対して， H,::::;U E C(G)であるすべての Uに

ついて， ¢(x)の U成分がー1となっている XEO(G沿が存在する．

定理 7.7を用いて，命題 7.2は次の命題に拡張される．

命題 7.8各 HEC(G)に対して，次の条件は同値である．

(1) 1 -2e H E O (G)X 

(2) ((-1)8Hu)UEC(G) E Im¢ 

(3) HE  I(G) 

(4) H はC(G)上の同値関係～に関して孤立している．



77

証明定理 7.7より (4)=⇒ (2)が成り立つ．命題 7.2より (3)=⇒ (4)を示せばよ
ぃ.|Na(H):HI= 2のとき（廿）が H=U=Kとして成り立つ．よって IUI> IHI 
(U E C(G))ならば U¢ Hである． G/H'::::'G/〈r〉U芦G/U(U E C(G), r E Na(U)) 
ならば H=〈分〉cuを満たす CEGが存在する．仮定から Nc(U)の指数 2の部

分群 K が存在して，g(/_ K ⇔ G/〈cg〉cu'::::'G/H'::::'G/〈r〉Uが成り立つ．よって

g (/_ K ⇔ G/〈g〉U'::::'G/〈r〉Uが成り立ち，〈r〉Uは(i）を満たす．よって IUI< IHI 

(U E C(G))ならば U¢ Hであるこれより（3)＝=;>-(4)が成り立つ．ロ

8 諸例

例 8.1C(S3) = {{E}, S2, Cふふ｝，エ(S3)= {S2, S叶である．～に関する同値類は
{{E}, C3}, {S吐 {C叶である． 9（S3)Xは次の単数の逆像で生成される．

{E} S2 C3 S3 

a b a c 
a, b, c E {1, -1} 

例 8.2ふを {1,2, 3, 4}上の交代群とする． C（山） ＝ ｛｛E}, C2, C3, V, A心ここで

C2=〈(12)(3 4)〉,C3=〈(123)〉,V=〈(12)(3 4), (1 3)(2 4）〉，である．～に関する同

値類は {{E},C2, C3}, {V,山｝である． 9（山）Xは次の単数の逆像で生成される．

{E} C2 ら V A4 

a a a b b 
a,bE{l,-1} 

例 8.3{1, 2, 3, 4, 5}上の交代群んの非自明な部分群は次の何れかと同型である．

ら＝〈（12)(34)〉,C3=〈(123)〉,V=〈(12)(34),(13)(24)〉,

C5 =〈(12345)〉, D6 =〈(12 3), (12)(45)〉,Dw=〈(12354),(12)(34)〉,A4

正規化群は

芯叫）＝V,以（C3)=以(D5)= Dか

N叫Q）＝以（Dlo)=Dlo，虹（V)＝以（山） ＝A4 

であり， 1(ふ） ＝ ｛D6, Dw, As}が得られる．～に関する同値類は

{ { E }, C2, C3, C吐｛V,ふ｝，｛D叶 {D10},{A叶

である． D(Aがは次の単数の逆像で生成される ([6,1.7]). 

{ E} C2 C3 V Cs D5 D10 山 A5

a a ab  a c db  e 
a, b, c, d, e E {1, -1} 
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例 8.4{1, 2, 3, 4}上の対称群ふの非自明な部分群は次の何れかと同型である

S2, C2=〈(12)(34)〉,C3=〈(12 3)〉,C4=〈(1324)〉,D4=〈(12), (3 4)〉,

V=〈(12)(3 4), (1 3)(2 4)〉,S3, Ds =〈(12), (1 3 2 4)〉,A4, and S4. 

正規化群は

晶 (S2)= D4, Ns的）＝厖(C4)= Ns4(D4) = Ns4(Ds) = Ds, 

Ns応）＝ Ns4(S3)= Sぁ晶(V)= Ns4(A4) = S4. 

であり，エ(S4)= {S3, Ds，ふ｝が得られる．～に関する同値類は

{{E}, S2, C2, C3, C4, D4, V,山｝，｛品｝，｛Dサ｛ふ｝

である．王 EIm</>のQ成分とQ成分が 1ならば，次のことが導かれる．

(1)危は広／C2~ D4の線形指標であるから xD江V=Xe四D江v=lである．

(2) 名は S4/V~ 品の線形指標であるから， Xv= XA4である．

Q(S4)Xは次を満たす X1-X5で生成される．（X3四X紅 6E Imuである．）

{E} S2 C2 C3 CりD4 V S3 Ds 山 S4

¢(xi)= (-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1), 

1, 1, -1, 1, ¢（巧）＝ （ー1,

¢（X3) = (1, 1, 1, 1, 

1, -1, -1, 

1, -1, -1, 1, 1, -1, 

の(x4)= (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, -1, 1, 

¢（叫＝（ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, -1, 

9

9

9

9

 

、1
,

、1
,

、1
,

、1
,

1

1

1

1

 

9

9

 

1

1

 

1, -1, 

¢(x6) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, -1). 
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