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東大教養図学教室 浅 野 太 郎

(4月 15日受理 )

§1 序

nケめspinか ら在る裏方的 夜 Heise.nt,erg強磁性体に的して二つの定理
蟹証明したO-つは分配熊数の複 素 fugacity面に於ける零点が全て単位円K.

1
あるとい う Lee-Yangの定理 HeiseI〕berg強磁性 体で も成立す るとい う

事であり,他の一つは, spin粕馳駆数につV,て

く 01Zo2Z･･･omZ> 2 0 (a- 1,2,･･･n) ( 1.1)

が成立する事を外部磁場がない場合vi'っいて示した事である. この相関熊数に
2)

関する不等式は rsing.modelでは,Griffiths,Kd ly, .Sher正二anの

第一不等式と呼ばれてお り∴これが Lee-Yar]g lemmaから導かれる事は著者
5)

がすでに証明､してお りprogressVC掲載が決定している ｡ ここに述べ る証明

は著者の前の ideaを自然Vこ1鉱酸 してえ られた o 次の自明か匝等式が,証明の

出発点であるO
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(1.2)

5)
(1.1)の証明で著者は (1.2)の上下の二つを用いた事は,著者の前報葱

Preprintでとらんに茂った方はす ぐ御納得かV,くだろ うと今度の証明は,更

に寅中の恒等式管 も利用す る｡

我々の間藤では,次の様 を畳替計算する事が多いO
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∑∑ ∑
(CHO'Hqni

0 0

乞11･･･Bnnく 01･･･6nlAIoIJ･･･qn'>

､′､ よ< 0.,･･:or.,～ ."･･･onr, (.old-I:A" (..5)

ここに oiは キ1怒る値をとる｡ (1･5)細 ると Z:1･･･Z三刀の (早 -on)

は･State Iql･･･qr.> を iridicateしている事がわかるo これ奇はつき

りさせる為に

f-蕎 {oE,メ .･･･巌 01-OnIA再 .,･･･or-J> ulO;･-u:n''
(1.4)

蟹考えてみると,く Ur Onl及び 巨1′-･On/> は,各々 回 及び iu)α

示教′として indicateされているO 行列 A,B の槙を求める時には,

(ill,)A宮 -o丑′♪ く 51'-Ur: EB
(1.5)

という計算を行をう. そして一般に行列の多 くの榛 ABC･･･D といった ものを

計算するのはあまり禁で蛙をvl, むしろAだけで定る畳 F(A)等によりF(A)

F(辛)- F･(I,) と･nう計算の方が簡単である｡行列の掛算は要するに間に表わ

れ る 阜 ′- un′ > と く 01′･･lgri'iを一致させるとV,う事であるo そこで,
′

g- {描 Ⅴ;1･･･Ⅴ三n- Ul･.･畑 叫 '･-On', I:1

/
♂

Enn

(1.6)

菅考えて,積 fgを作ってみる. そして間に表われるⅤや uを全て 1としてみ

れば,これは, (1.5)vC含まれる頃を全て含んでいるOしかし,これは含みす

ぎであって

旦 朽 ･･･qn> く 0.′-On'持 oiキ oi' (1･7)

菅利用して余分を頃を落 し fgから (1.5)を作る専管考えるo fgに於V,で

AIU.･･･>< 0.,･･･持 ,とい う頃は uて1 V.0.'と再 頃の係数である.-そこ
で, gVC於いて Ⅴ.-､/可二fK於いて ulをV可 とすると,これは･
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Heisenberg強磁性困こ関する厳密な諸定理

01+6了

u1 2 の係数であるo (01+Oil)/2は ±1と OとV,う値をとり,港

すべ きは 01+ql'= 0の頃であ れ これは (1･2)の真申の式を利用して全体

を ul で微分すれば消えるo

essenもial孜点はこれにつきる07だが,形式をととC1える為vC,次07感 を
cperatcrを定義するO

D′ (zi,Bj)I(zl-IZi･･･, Z j -･･, Zn)

∂
- Z沌 ㌃ f(a.･.･･V'三 - ･JT - ･zr)

1

(1.8)

=jf(fJ1, ,Zj･･･,ar)- - if(Z･1,･･･,lZj/･･?Jr) (1･9)

D(乙i,Zj)- =i工′(･Z･i,Zj)

こうすると,

D(Z,i,ZJJ) a ;ZJJ?′-0 (0キ ロ′)

0
= z i (0-g′)

(1.10)

( 1 .ll)

と覆る事はす ぐ分かる｡

I)を使えば b (1.4) (1･6)で定義される f,gか ら (1.5)を作る事はたや

すい .実際,

工(ul,Vl) (fg)

で考えて,iu) tvi､を全て1VCとれば,A巨 1･･･>く 61･･･持,の桜vTL一番
目について丈はそ,ろっているOそこで次の畳を考えると,

蒜 D(ui,Vi)〔fgj
i-1

-.5,.qS,{0%,Z十 ･･･a:_nく0.･･･OnIAI5,,･･･On,, u;1'･･･u三n'
〝 /′

･ < 01'-･On,榊 ."･-on"> {;1 1･･震 n
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が得 られ,ui= 1にとれば･これは (1･5)に一致するo

この証明では essential夜 ideaが三つあるのだが,以上はその第-で

あるO

次の期待値を考えようO

咋了 ･JTJ
Tr( 7-1 -･ZnnA )

これは,i巨 1･-On二>)が完全系である事により

0 0

(誉‡乙.1-7,㌔ く 01･･･畑 AIol･･･On>

∑ ∑ zll･･･znr く 01･･･OnlAIol′-OnJ>(ll･-En

(1.15)

(1.14)

とかける. 前節で述べた計算法の使える (1.4)とこれを比べてみ ようO 主役ち

がV,紘,A.の南側の iO)が折ってV,る事で,いわばこれは,梶が閉じた形で

ある｡(1･4)はAの南側で別々にL IOi,lOJ)に幽して和を とっている,vlわ

ば襟開きの形である C 今後の 計算では,

Tr (Z了 .Z- Z:nzAB ｡ - 吊

とvllう形を求めねばならないので, (1,14)の形はこれを梶的 さの形に直して

をvlた方が良い(､そこで又,前節の方法を利用するO (1.14)の 代 りに,

C1 0¶ J I Cl/ _On′
(1.15),I

くけ〉tJ′〉
n

智考えて･これに Ilij(.zi,Ei)をほどこせば,oiキ oi'の頃は落 ちて･1-1
(1.14)が得 られる｡

我･々は,定理を (1.15)の形の関数vEI関してまず証明しておvlて,次に.HD

(a,()をほどこして も,やはり定理が成立する事後示すとvlう二段がまえの

方法をとる｡

この論文はすでに J.Phys.Soc.Japanに投稿された著者の論文の解説

の為に書かれた もので,記述がやや冗長になっている事をあらかじめお断りし

ておく｡
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§2 基 本 式
1

nケの spipを含む -6pin盲 の薬方的強磁性 HeiserWerg model蟹考え
る0日amiltrnia.rtは

H= 一 芸 J .

i> j l j Hij ,

こ こ打

(2･1)

Hij を (o iZojZ- . ) 十三 γ ij (01% 十 giyO jy) , ( 2.2 )

Jij> 0 1> liJ> - 1
(2.5)

とす る o Tr･,talma,sn航 ization 班-貰oiZが保存量複ので分配軒数 QJは
a (-exp (ph))の匪数 として

Q,(a)-∑く回 IzMexr,(-ph_)l回 >

とかかれる｡Ii7は外部磁殻でみる ｡ 工siT?g Hlndelに於げろ轟に,

酎 iz))-芝Z71･･･Z,pO_nく 回 ト ,xp巨 距 )I回 ,,

を考えるO工si工〕g m｡deiでは,¢ がV,わゆる Lee-Yang lemm･a,

L由e-Yang lemJ31), di_}･‖ 乙〉)キ ロ

(2.4)

(2.5)

lzli≧ 1タ ,Izk仁>1, iznl≧ 1
4)

を充したのたった . Heisenberg汀ニC～delで もこれか成立ちそ うに思えるの

だが末だ証明されてvlをいOしかし,･Lee-Yar3gの定理を証明するには,

(2.5)が LYlemm∂密売す串は必ず しも必要で夜 く, (2.5)の任意の次数の

摂動展開が Lee-Yang lemmaを充す轟を示せば十分であるO

5)
§5 Trotter公式

5)6)
ideaの第二点は, Trotterの摂動公式 を採用した事である｡ 任意の有限

夜行列V=ついて
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ぐうⅩP(A+ち)- li血
N一事○○
〔HXP(AA )けⅩP(a/N)〕" (5.1)

が在りたつ｡ (5.1)の拡張形,

孤

ex､p(l望.Ai)- 1in 〔exp(Al/N)･･･eXp(A皿/N)jNN-oo

が我々の基本 と覆るO普通教科書vTLは (5.日 の証明がのっているが (5.2)も成

立つ事は簡単に分かるoApper･diX lで この説明をす孝がこれは単に教科書6)

の云しへかえで拳るo

我々は･N~1Ai-KidHid (A-iJ - P JiJ/NH ことって-exp･(-PH)
管 (5.2)を用V'て展開するOこの展開を有限をNでとどめて得 られる分配匪数

o′N,叉 ヰヨLPの有限夜展開を恥 とすれば,

aN- 富<回 IzMpN(N) 冊 )>

ゆN- 岩 見:1･･･Z三nく 回 rp" ｡N川 o)>

を定義する事が出来る.

ここ打こ

P(N)= eXp(Knn-1Hp_-n-1)･･････eXP (K12 H12)

Kij - P JiJ/N

であるo spin反転に関する対称性から,

◎N(a.,･･.･Zp.)-◎N(zT1, ,五三1)

(5.5)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

かなりたつ事は明さらかである ｡ 従って,¢Nが LYlemmaを充せば,

Q,N(a)の零点は全て単位円にあるo zn qNは Z の 2n次多項式であり,そ

の zkの係数は N--の時全て, znqの zkの係数に収束するO従って多項

式の根が係数の連続関数であるとV,うよくしられた定理によって , qN(Z)の

根が全ての Nに関して全て単位円上にあれば,a(a)の零点 も又全て単位円上

にある事に在り Lee-Yangの定理が成立する｡ 従って我々は,(5.4)で定義
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される◎Nが LYlemmp̂密売す皐を証明すれば よい O ところが §1忙述べ

た榛に, (5.4)紘,V,わば裾の閉じた形で参るo 我々は (5.4)に応 じて,裾の

開いた形の匪数 F･N葱定泰しよう0

FN(iz);i();N′)

- .%,{oE,,YJ71･･･Z:p-- 10,,pN(N,,=6,,㌶ .'･･･E三rlJ (5･7,

FN(N′)について我々は次の定理を証明する事tK'しようrJ

(定理 1) (以後 Tlと略記 )

FN(izf,iE-i;N/)は任意の N,モ了>O に対して iz),iIiの挺数 と
して LYleInmaを充すO

後に述べる桜 に (Ti)が成立すれ払 ¢Nも,叉 1･Y lenmaを充すので あ

る ｡

後 の仮利の為に,次の記号を導入してお くC 二つの艶 l数 告 gが ,

.01･･･zT7ne(01∴ Gn,01J-Up_,局 ,'･･･ぐ :I;

Z冒.zonnb(61,･･-,Un,0.,I.･Or宣 1/･･･I:InJ

f=霊 芝 zl′-ヽ √_._■､
toifo')

三‥= 5.. I:Il
to)(0 ′ )

とい う形をしてvlる時,

(f米g) (izi;i())

- ∑∑a;1･- zOnn a (0 . ; ･･ , o n ,0 .,,･･･,on,)叫 ′,･･.,炉 .1'),･･･,og )

× I:." ･･･Eonn"

(漂 )(局 )-∑Z:'･･･乞Onna(01∴ On,0.,･･･On)

とするOこの記経を用V'れば,

@N- FN芸 (N- N, )

--78･-
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とかける事がす ぐ分かるO 又,F･NはF･N-1 によって次の様に蒙れ され a･-o

FN(N')-FN-.(NJ)米 Fl(NJ) (5･15)

この匪係は,間藤を数学的帰納法で証明する場合に利用されるpo

先 に定秦 した C=pera七cp,ID管用V,lて , ご米g叉は f若 が f, fgか ら作れ

る寮は簡単に分かるO実際

a

( f米 g) ( tz ) 吊 〉)- LF D (u i,Ⅴ′i ) l f(iz ) ; iu ) )
i==1

X g(回 ;iE))〕lui-1
rゝ

(ご若)(lyJ))- 17 r}(7-i,Ei)ど(izi日 Ci)1-1

(5.14)

(5.15)

で与え られるO

=singmodelでは,分配巨数の Zの係数が,叉分配酪数で表わされるとvl

う再帰崖韓が問趣 を説 く鍵で凄､つた t,そ してこg)再帰定理ir-i工sirlg mC;del

では全ての S再 riが保存量であるとい う事実の上に立ってvlたO今 ,Heise一

班 erg mOdelでは もはや ,その様′な便利複駆体はない ,-我 々は こ の難点を

Lee-YarTig leu:'maを充す馳数gl､一躍的性質 を由べ る寮 で克服 するO

§4 有用夜露一定埋

我々の扱 う組数 Fや◎は ,次の特徴をもってV,る o zl- Zn E1.-6‡三軍は ,
2 2

各 変数 乙i(叉は tJi)かこついて, 乙･2の一次の多項式で,しか も, zIZ2i

zn2612-･En2 の 係数は零で 射ハO貌々蛙上 の性質を もち,しか も LY lem正a
管:禿ず関数の一般的性質智訴べてvlくのであるO

(寧義 1) iziの関数 fが ,次の性質を もつ時 f智強意の Lee-Ya･T,g関数

と名づけ feLS(lzi)とか くO

(I) zl･･･anfは ziの鍾数 としては zi2の一次多項式で･ fの邑1-
zr,の係数は零で 在vlo

川 ) 全て の zi が Izil≧ t食ら,
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f(lzi)1≦ i≦n)キ ロ

以後,定義 1覆工･1等と略記す る O この時次の定琴がなりたつO

(安野2) fe LS (iz〉)は次の様に蒸れされ る o

f- gi(Z了 ai/乞i)

= giZi-hi/軍i

ここ打 ･ g,a,hは, Z,1･･･㊥ ･･･Znの関数で,

gi∈ IjS(巧 〉jキi)

I乙jl≧ 1 (ui= 192,- や･･･,‡1)

な ら

Iailく 1

(2.1)

(2.2)

(2,5)

(証明) fか (Dl)の (i)を禿ず事か ら,fは (2.1)の様にかける｡こ

の醸 ('2･5)は ･ 用 )を禿ず為に必宴であるO-そ うで引ければ･ 巨jl≧ 1

(a- 1･･･軒 .n)と lTJit-lV雪げ 1%一充す い )によって f- Dに
妄ってしまうか らであるo

git-LS は次の榛に示され る O (2.2)が成立せ藍 として･

g(a.0, ,zn三.)-o

lziOl≧ 1 (i- 1, ,a-1)

を充す tzトの組があ一るとしようO この時,

h(乙10,･･･,znO)キ 0 (2..6)

はあきらかである｡もし･ iBO〉で gもhも共vC等vE一怒れば,fは znの値に

開係な く等vc孜り例えば･ zlO･･･znO-1,Bn- 2> 1で f- 0忙在るか ら

(B)に反するo そこで･ iYJ′〉･の組を IziJl≧ 1を充しな暦 ら iziOlから少
⊥80-
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しづらしてやれば, g(iB′〉)は零では夜V,が,い くらでも等に近い値をとる

だろうO -方 h(巨lo))は等ではないのだか ら･ tz/)驚 iziO)の十分近く

にとれば Ih/gl> 1VC出来るO 従ってこの場合は,

lzIJl≧ 1 - lzn'-11≧ 1, lzn'1- Jih/gl>1

なる iz)で fを零に出来るのでやはり (E)VC反するO数学的をていさV,を

ととのえる把は次の様に云えはよvl o

(2A) (2･5)を禿ず Iz)の組が塾つた としよう.この時 AppendiX 2VL

示す様vE･次の様を連続を賂 巨 i(ち))が存在するo

′j

･-1
I
L

zi(0)- ziO, Izi(川 ≧ 1,(1-> 七≧ 0) ,

g(tzi(tj)〉)キ 0 (i=1,-･,a-1) (1之 も> 0),

霊1
七
蛋(izi(ち)i)- a

h(iziOi)キ 0だか ら

Iimh(izi(ち)))/g(izi(ち)i)- -でヰo

従って 七が十分 Oに近けれは,次の様を tz)の組があるC

(2.7)

(2･8)

巨.I(ち)I≧t 巨言 .(ち)l≧ 1日 h(iz;(ち)〉)/g(tzi･(七)日>1

i(zl･･･Zn-1,Zn)= Dを zJnV7Ll,つV'て解けば,

zn-±V'市 有

とそるか ら,

(2.9)

Izl'I≧ 1 izn'-ll≧ 1 IzD_II> 1で ･ i- 0に在る様を

tziの組がある事qeをり (q)に牢するO

強意の Lee-Yang関数蓉上記の様に定義しておvlて ,我々はこれ蟹用いて

Lee-Yang関数密次の様ve.導入する｡

(定義2) (Dl)の (I)を充す い )の関数 fが次の性質をもつ時 f替Lee

･.-81-
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-yang関数 と呼び f∈L(iz))とか くo fは任意の ziの関数として,

f- Ai(乙i-ai/Bi)

AiELS(izj)jキi)

全ての zjが Izji2 1(jキ i)なら･

lail≦1 (2･11)

(D2)を充す開数が LYlemmaを禿ず事は明きらかである ,̀実際 , l乙kl

> 1日 zJl≧ 1 (jキ k,i)覆る 回 では fキ Oである事転･ 7ukに関し
て f智 (29)ql形に書いてみればす ぐわかるO

その上,我々は次の定理をもってvlるO

(定替5) (Dl)の (i)を充す い 〉の閑数 ごが LYlemmaを禿ず怒ら

fは (I)2)の形をもつ O

(T5)の証明蛙･ (T2)の証明と同様で あ るO ただ (D2)で giと怒って

いる所を Aiで置 きかえる事 と･ rT2)の (2･5)が (2.ll)t･{なっている為に

必要 孜わずかCー修正智行をいさえずればよV,lO

これか ら直ちLzて次の定葦が轟かれる｡

(定理4) Eel(局 ) とす る o fの ZiZ〕の係数は LS(lzk〉kキi,a)
忙腐するo

fの Z･･の係数は Aiでこれは LSに属し･AiVC於ける zjの係数は1

(T2)によって ,やは りLSに鹿するか らである｡

次の定坪は,与えられた師数 fがLに巌する事を証明す る上で便利である｡

fELを証明する為vC･は,lか らn迄の凡ゆる Zi K:づV,て fが (D2)の様に

書ける事を示さねば在らをいo これ密勝手を-変数,例えば zlにつV'てだけ

訴べて , fELを経論する事が出来る様忙するのが次の定理であるO

(定理 5) ごeL(iz))である為の必妾十分夜寒件虹,fかしDl)の (I)

を充Lかつ叉,ある-変数,例えば zlの関数として次の様に書ける事であ る 0
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f=A rz1- a/zl)

AE LS(izi)i幸.)

全ての zJ(iキ1)が IziI2 1をら⊥

lal≦1 (2.14)

全ての zi･(i専l)が, Izil≧ 1で･少 くとも一つの zk(kキ1)が t乞kl

> 1覆ら,.

lalく 1 (2,15)

(証明) feL怒ら･f転 zlの匪数 として (2･12)(2･15)(2･14)を禿

ずO仮t/こ Izii≧1･(i≧2) L7JkI> 1の障 回 ≧1 とすると･ lzlト-

lV′言l≧ 1, 巨2l･21, ,lzki> 1, lznt2 1とV,う iz)の組で 拍 ミ

等 となるので (2.15)が必要である O

次に fが (Dl)の (I)を充すとしよう,この時 (T5)によれば , fが LY

lenmaを禿ず夜ら, f∈Lであるo 従って, (2115)～ (2･15)を禿ず fが

LYlemⅡ.aを充している事を示せば十分であるが, (2.15)～ (2.15)が成立

していれば fが 1,Ylemna_菅充している事は明きらかである｡

全ての変数b/=ついて諦べる代 りに (2.15)智恵 ぎなってL･,げは,たた一変数

について訴べるだけで f∈Lか否かが分かるのであるO

以上の準備をしてをV'て,いよいよ目的の補助定理を卓入するO こ の定聾が

帰納法での差本定理 と覆り,これが第三の ideaである ｡

(定理6) fgL(t乙‡)とする｡ この時

D (z l,Z･2) Ee l (Z 1,㌔ , ･･. Zn)

(証明) fは ･zl,昆2の補数 として次の様に書ける｡

f- B(a.Z2+a- a.Zy+bzIZ2+C乞7 1乙-21)
- 1

一､85-
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ここで,(T4) より

BCLS (乙5, ,Zn)

が分かる｡

Ijわ定義か ら, (1.ll)を用いて

D(zl,Z2) f= B(zl+C/zl)

(2.18)

(2.19)

ここで (T5)を用V,れば,DfeLを示すt,FLはたた, 巨51≧ 1････巨n_12 1

の暗把,

lcl ≦ 1 (2｡20)

及び, lzS巨 > 1 日 ,Z412 1 ･.･lznl2 1の時 ･

lclく 1 (2,21)

を示せば艮vlo (2･17)で･zl- 乙2-V言J~~とおいて･次の方程式を考えようo

z.+a十 b+C/a-0 (2･22)

まず (2.20)蟹示すo仮vE･tcI> 1としようO (2･22)0コt二根の猿は Cだか

ら,この場合少 くとも一つの頼αが Ial> 1であるO

そ こで, Z1- 7-2-Vrtとすると,

Lzll- 巨J2巨 lv′言 l> 1日 Z5I2 1, IznI≧ 1

覆る iz)で f- OK.茂るので fe1,で夜く在ってしまう｡よって tcI≦ 1

であるo次に (2･21)を示すO 巨51> 1で,その他は全 く2 1茂らば,

(､2.22)の板は二つ共絶対値が 1より′j＼でなければたらをいOそ うでTg.けかば,

lzll- lz2巨- lv'Tl2 1･ lz5I>1･ IznI≧ 1

とい う 回 で f- 0と在り fiL とそるからで象る(,

Cは (2.22)の二根の横だか ら,二根が共に絶休債Vr於vlて 1より小である

をら Iclく 1であるOよって (2.21)も示された O

次に我々は,二つの Lee-Yang的数をDで結びつけて新しvILee-YarlJg
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関数を作る事哲考えよう｡

(定理7) fe L(izi),geL(tl))とするOこの時,

D(zl,C1)(fg)∈L(zl,･･･,Zn,(2,-6'皿)

(証明) f,gは zl,C1の関数 として次の桜に書けるo

f= A(7Jl-a/zl)

g=B(El-i/El)

A ∈ LS

B e LS

巨 2l之 卜 巨nl≧ 1･仔212 1･･･圧ml≧ 1なら,

lal≦二1, l引 ≦1

(2.25)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

及び･ lz212 1･･･lznl≧ 1･圧2t≧ 1, ,1cml2 1で,そのうち

の少 くとも一つ.例えば Z2が Iz2l> 1複ら,

labI< 1

(2.29)揺 (で5)及び (2.28)から得 られる｡

一方,

D(zl,El)(fg)= AB(zl十ab/zl)

(2.26)(2.27)から,

ABe LS ( ヱ2･･. Zn,( 2 , ･･･cm)

(2.29)

(2.50)

(2.51)

又, Iz2ト は皿トが全て21をら･ labl≦ 1･叉･その中の少くとも一つ

が >1夜らIabl<1夜ので. (T5)Vこより

-8 5 -
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(2.52)

である O

(Td) (T7)が主要定理だが,後に相関関数の正負驚訴べる際に用いる定理

を挙げておくO これはすで躍著%5)が前の静文で紹介した定琴であるO まだ公

表されていをvlので再記してお く.

(定理8) feL(iz))そら.

dif- ti.feL(河 r) (2.55)

f 菅 T･iの開数 として (D2)の様に表し di 酎 3--どこせばす{ わ かるロ

我々は §1で, f米 g,f若 とい う演算懸崖善した O (T6) (T7)管用V,て,

f 米･geL f芸EL等が成立する事を示そ うO

(定啓9) fei(lz),16%),叉, fは, (1.4)の榛にかけるとす る｡

この痔

f若∈L(iz))

(証明) (T6)好より,

〇(zl,El)･f(tz);let)∈L(回 ,C2･･･Ir)

(2.54)

(2.55)

これに D(Z2,E2)を乗 じ (T6)を使い,同じ方法を くり返せば, (2･54)が

得 られる｡

(定背10) f,gが各々 (1.4) (1.6)の様にかけるとするo (但 し,u,

Ⅴは各々Eでおき.かえるO) f∈L(lzi,in ),gel(tz),1日 )をら

f米g∈L(izl),iE))

-86-
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(証明)

f(izf,tu‡)∈ i(ill),lui)

g(lv),iE〉)e L(tv),iE))

(T7)を用いて,

D(ul,Vl)(fg)eL(izh iu),ivi〉i≧2,iEi)

これに (T6)を用vl.て

Jコ

H D(ui,Vi)(fg)g L(iz),iui,tci)i-1

ここで全ての ui を1として

=̂米 geL(iz),iE))

§5 数学的帰納法

基本定理 (Tb)(T7)(T9)(TIO)を用いて,

◎N(巨Ji)∈ i(tz))

を示すO(5.12)の様に,

㊥ N - FN(N)≡

(259)

(2･40)

(2･41)

(5.1)

(5.2)

だか ら, (T9)yrより･FN(N)∈ I｣を示せばよいo それには･任意の N,

N′>Dにつvt.て,

F'N(izi;iC);N′)∈ L(izhif)) (5.5)

を示せば十分であるo FN(N')の中の NJ は,J/N′として含 まれているo

J.> 0怒ら J/NJも正だから.N′は任意の正の値に薗定してお vlてよい.

以下,F･N(N′)を単vCFN とか くO

帰納法は NとD について行孜われる｡

N-m-1の時成立するとしようO この時,
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(5.4)

が成立する事は §5の (5･15)で述べたO従って (TIO)VCより･ FlgLが
成立するをら FmeL が成立し定理が成 りた j o よって FLle Lを示せばよvlo

我々はこれを nに関する帰納法で証明するO以下 n spin系の F･1 智 frlと

か くo

n- 1の時,

F1- a.I.+ 乙 γ E.-1 (5.5)

とな り, Fl∈L(iz),iE))であるO

実は か- 2の時 も定撃が成立する事は直接計算でたしかめる事が出来 る ｡ 即

ち

(定登1日 次式で定義される f2 姥 L(zJl,Z2,(1,I,)に属するL-

t')'1 け;I. ___ ._ l /_ ‥ ′_′

f2- (誉目蓋〉乙. 乙22< 61g2Iexp(K12p-.2)宮 02 ラ
1

× E告 ;2′

証明は Al⊃PendiX に述べるO

次の関数 Gr を定家しようo

G p.( iz 出 川 -{摘 Z: 1 7JI?n

x く Ul･･･Orlいう頭 K12H12)tjXP(K15Ii.5)･･･eXp(A-1nHln)

io./･･･un,> X I:了-I;.nJ

我々はまず Gn が L(l写〉日 日 )に属する事膏示すo

G 2 (z l,Z2;C l,( 2 ;K 1,)と G 2(z l,Z5; E IE5;K .5 )

葱共通に含まれる変数 (zIZ2)に関LD管用vlて結びつけ るo即ち

(5.｡)

(5L7)

D(u.,Ⅴ,)〔G2(A.,Z2;u.,C2;K12)G2(vl,Z5;(.,65;K.5)〕 (5･8)
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為 {osl{茅,言 .zo22<O,02051叫 2H.2)1010205> u:1"I:2'

〟 ′

q a / o I

x z55<O,"q2'05lexp(K.5H15)Io;02Jo51> (了 (55 (5･9)

ここで ulを 1とおいたものは･

G5(zl,乞2,Z5; ( 1 , (2,:5 ; iK lJ h - 2,5)

である｡

但 し,TnTi12,H15VCは各々第三番目及び第二番目の spinは入ってい夜い草

を用vlたO

さて , G2eLである事は (Tll)か ら分かるO 従って (T7)によりG5eL
が示されるo 今度は G5∈Lと G2(K14)をわで結びつけ,同じ議論をすれば

G-4∈LがわかるOこれを くり返して Gn∈ LがわかるO
～ 一l_ノ

次の畳 P(1),Qu(1)を定義 しようO

ノ■-･

Qj(1)= (→Ⅹp(K12H12) - ･･･ ･HX･P (KlnHln) (5.10)

ノ■-ー
P(1)= 螺P(Knn-1Hnn-1)-･･.HXp(K25王i25) (5･11)

これを用v1て,

fn-∑∑a;1･･･Z:inく 0.-OnIS(1)義(1)lo･.,･-on,>

× 言 .l･･･

0 0

Gn- ∑ 芝 zll-･znrLく 01･･･Onl～q(1)lol′･･･On'>
a/ u I

x c十 ･･Inn

fn- 1( Z2,-,Zn;(2,･･･,Cn)

-∑∑a;2- Z三n く 02･･･qnI盲(1)W2,･･10n,>
α′ ¢′

･ g22･.･･Cnn
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と表わされるo Gn と fn-1を (Z 2 , C 2) から (zn,Cn) に関して Dで結びつ

け よう｡

数学的帰納法で fn∈ Lを示すon- 1の時成立する事はすでに見た Q n-

m-1の時を仮定Lrl-皿の時を示す ｡ 次の関数を考えようO

孤

〔i望2D(ui,Vi)〕 〔fmJ 吋 i≧2;iui)i≧2:tKij)i>j≧2)
× Gm(ち.,V2,･･･,Vm;lei)i≧1:iK.i).≦i≦ m )〕 (5･15)

fm-1∈L,G氾ELだか ら･ (5.15)で定義される縄数は (T6) (T7)の故に
やは̀ りELで薮るO (5.15)は次の様にかけるO

〝 _ 〝

;2･･･Z三m く C.62- 6謹 ‖ )卑 2" ･･･Om"> u;2･･･uOmT∑ ∑ 革.zl2■
(oHo'Ho")

× Zて.く 0102"･･･gmj,荏 (1'IU;02′･･･Om/, I;1'･･･E,n?,_m: (5.16'

(5･16/)で uiを全て 1に等しくすれば,これは

%･,∑芸 乙二.･･･Z三m く 回 ITp,'1'竃(.)IM ,)> I;1'･･･EHOlnJ (5.17)

に在り･これは fm (tz);iE ))に等 しvlo即ち flrL∈-Lが得 られた pこれで

証明は完鮭した｡

一

1
i

Iコ可

§6 稚艶関数

磁場がをV,時, spin相関補数につvlて

く 01Z･･･om?>≧ o 孤- 1,2,･･･, n 摘.1)

5)
を示す o §6の議論は著者の前の論文 そのままである｡

(5･4)で定義された◎Nが L(iz))に属する事はすでに見た o ところが

§4の (T8)によれば,

∂
zi∂雪◎NeL(izi) (6.2)

で養うるO-方･ (D2)の様を恥数(JT.i-･その絶休債が,全ての ziが IziI≧ 1

-90-



浅 野太郎

の 時 V=は各々 のIzjlの単調増加艶数である事が知 られてvlる
正 数 夜 ら豆,Nも実数で正である｡従って,

乙1葦 ◎N ≧ 0 Zi≧ 1,i-1････,n

ziが全て

(6.5)

(6･5)の左辺はeLであり ziが全て ≧1孜ら非負であるO 従って

成 定 .◎N ≧ D zi≧ .,i- .,･･･,n (6･4,

しかも (6.4)の左辺は叉 (T8)によってe Lで.あるOこれ哲くり返して,

dld2 - dir.ql･N≧ 0, zJi≧ 1,i- 1･ タn

(6･5)で全ての TJiを 1躍等しくすると㊥Nの定義か ら,

芸 当 ･-on く 01･･.畑 p"(N)I0.- on> ≧ 0
(a)

(6.5)

(6.6)

(6.6)で N-cx3とすれば,(6.1)が得 られ る O磁 場 h ≧ Oが象る場合
2)

ぼ,Griffithsの ghrJSt spirlの方法 で扱えるが,その種 の detcl.ilは

次の報告にまとめられようt,

§7 討 論

全ての証明は Jij> 0,1> γiU >-1の壕合vL,っvlて行覆われた oLか
し,いくつかの Jが零の歩合,あるいは γが±1に等Lvl場合は連続性の為に,

Lee-Ya‡ユg thecrem も不等式 (6.1)もやはり成立するO全てのγが琴の歩

合は =singmod∈･lVTL在るが,これは我,4の場合に含まれてvlるO従ってこれ

迄述べてきた証明は =sing rtirrOmagntjtS に於ける対応した定理の別証

に茂っている .

計算舘実験の鮭菜箸 Publishされる前に御送付下さった Kawabata,

Suauki,Ono,Ka.rakiの静先生に感謝す る O
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AppendiX 1. 有限夜行列 A, Bで ,

t2ⅩPA HⅩPB - tjXP(A+ヨ)十 〇日IAH t沌 It)

6) m

である事はよ くしられてV'るo A=Al,ち= ∑ A･にとれば,i-2 1

-iX-PAIHXP (A2+･･t+Am)= eXp(∑Ai)+0(=AIHHA2+･･･+Am情

HXpA - 0(1) (‖AHI- 0) だか e7,

expAl''. eXpAm=eXp ('ZA i)' i莞 jO(‖Ai… A j H) (Al)

これか ら

log〔expAl.''eXpAm)= Al+'''+Am+豊 jO(町 = A津

が導かれ る き) (A2)

従って (A2)で よL--A/N として ,

〔exp(Al/N)- eXp(Am/N)〕"- exp(Al. ･･･.AIrl+O(N-1))

N-- の藤阪をとれば (5.2)が得 られるO
(A5)

ApperdiX2･ (2･7)を充す様 な連続 を遠 izi(七)上がを.る番 を示す O

次の定坤替証明すれば よい o

(定- 1) izi)1≦i≦ p の 熊 数 gが 佃 )QT(1)を充し, 1 7,i - T,iO
(i- 1,-,p-),lziOl≧ 1で零に茂るとす る ¢ この時連蘇孜 izJi(･U))
が 養って次の性質を もつ o

l≧ も> 0で

g(izi(ち)〉)キ 0

1≧ 七≧ O で Izi(i)I≧ 1

-92--
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zi(0)- ziO (i- 1･ ,n)

数学的帰納法で証明す るo n- 1の時,

g(zl)=Azl-a/zl

(A6)

(A7)

とかけ (Dl)の (1)の為に Aキ 0であるo

g(zl)-0V=なfJの技 士V/ち/Aの二点だけだか ら, zlOを出発し,単位
円の外側驚動 く任意の曲線 zl(ち)は ,出発点をのぞいて,この 土√鼓す~が
上br:のってV'をV,限 りは,(A4)(A5) (A6)の条件を̀全て充づ ｡ そ こで

r7_-1の時は良い o n-m-1の時定理が成立つとして n--mの時を示すo

gを次の様にか く｡

g(7Jl･･･Zm)二 g'(TJ1-Zm-1)Bm-h′(zl･･･Zm-1)/zm (A8)

g′(zl0, ,7JS-.)キ 0としようO この時は gは zm-±V'6~'T(izO))/g′(tzO))
0

の二点で零に覆る丈だ75}ゝら前に述べた様にこの二点だけ蟹避けてやれば,7Jm

哲出 発する連続隣数 zln(t,)があって , (A4)(A5)(A6)を禿ずozm以外

Ll:1､ziは ziDに改定してをげは,izi(t･)〉(i-1,･･･,m)があって (A4)

('A5) (A6)を充す事に在る C 次に,g′(a.0, ,zSl-.)- 0であるとしよ

うo gJ は m--1変数の雛数でやはり(Dl)の (I)を禿ずか ら,帰納法の仮

定により (A4)(A5)(A6)を充す zli(ち)(i=1- a-1)があるo

tキ ー)では g- nuI/VLをるのは,

● 1

･zm- ±〔h′(izi(ち)i)/g′(lzi(ち)i)〕2 (A9)

の時だけなので (A9)で与えられt,二つの曲線 と交 ら複い様に乙去(ち)蟹とれ
ば,やはり (A4)(A5)(Ad)を禿ず O 従ってこの場合 もやは り定輝の条件

を充す iz(七'))がある事に在るO

AppendiX5.

§5の,(Tll)を証明するO
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(定理 11)

0 0
1

f2(zl,Z2;I.･{2'={5':i{? ′}zI Z22く ql02/exp'K,2H.2叫 lo2''
♂ ′♂ ′

×{11C22 (AつO)

e L (zl,Z2,61,E2)

Apptj机 ix Sの 証明は =sing rP.Odelでの LY lei工meUITL･ee-Yar3gの

方法 を用vlる .

f2 は次 の桜V:か け るo

f 2 - zIZ･2CI E 2 + i-J7 ㌦ 1㍍1㍍ 1

r7

+ e ~K ,I.m sh(γK)( z I Zr tf ･ .CT '十zj

I e- K sflnn･( γ K) ( Z IZ; 1 6告 2 十 Z

Z 2 E7 1: 2 )

Z 2g｡詳 言1) (Al l )

ここで ･ K- K12> 0 γ=T12で 1>r>-1で あ る｡

この時,次の事がわかるO

(定型 A2) f2V=於ける zlの係数虹･LS(乙2,61,62)に腐す るO

実際 (All)か ら zLlの係数蛙,

Z2日 2日 +e-K〔し畑 (rfO zT22㍍ 2･ sirih(,K)Z,詩72〕〉
(A12)

に等しvl o 従って tz21≧ 1, 圧 ,t≧ 1･ 圧 2t≧ 1,叉 K> 0･ 1> r>

- 1の時には, 日 の第二項の絶終値勘 e~K(-し三OStl(γK)+sinh (γK))

< 1 (γ≧ 0),e-K((308h(･γK-ト ーSin射 K))< 1(r≦ 0)の何れかで

をさえられるので,Tの正負VE'かかわ らず 1怒こえをい O 従って (A12)は零

に凝らをvlのであるO

明 きらかに (TA2)は他の変数について も云えるOそこで, (T2)VLより

f2VC於ける zl乙2,ClE2,7,iEjの係数は全て LSvc属する事に怒るo こ
れを定理A5.と名付ける0
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(定理AS) f2忙於ける ziZj,EiEJ,Biljの係数は全て LSに属す
る｡

仮に (Tll)が覆りたた於とするO この時は次の様を tz,Efの組がある O

f2(z l,Z2; C 1,: 2 ) = O

IzII> 1, iz2書2 1, IC.1≧ 1, は2t≧ 1

f2を次の形にか くo

f , = q(zl,( 1,tp 2) Z 2 + qJ(乞.,I.,C 2)/Z2

又,

f2- 〔r((1,C2) Z.+r'(I.,C2)/51〕Z2
十 〔S(El,62)zl+ sJ(I.,I2)//Z.〕/ Z2

(A15)

(A16)

(TAB)より, iC11≧ 1, に21≧ 1怒ら rキ 0,又 (TA2)より Izll≧1,

lEli21P｡ 621≧1そら･ qキ Dであるo

iEi蟹始めの値に匝定 しておいて, Z2脅 7,.の関数と見るo

f2= 0を禿ず Z2按,q≒ Oをので zlと共に連続的に動 き, rキ 0をの

で 乙1-∞ で有限を極限値 才2 柁二速するゥ 3ゥ転,次式を充す事は容易vC,たし

かめられるC

q〝 (32,61,C2)= ロ (A17)

q〝は･ f2V･=於ける zlの係数でをる o q〝e LS竃:ので･ 圧 11≧ 1,

は21≧ 1から l32トく 1であるo 従って途中どこかで Iz2l- 1となる zl
の値 Z了 があるO従って

f 2 (z l', Z 2′,C l,C 2)- 0 (A18)

恒 'l>1･lz2′l-1･ lE1121,ほ21≧ 1 (A19)

菅充す 吊 q,組が勢るozゥ′ I2 葱固定 して C1密 Z.の関数 として同じやiI

り方智 くりかえすと は 1l- 1となる EIJ があるO結局
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f2(a:,Z2", (.〟,C2")-0 (A20)

tzlnl>1･tB2"I-I{1nt-IC201-1 (A21)

を禿ず tz,()の組がある事vC覆るO ところが, f2は iz,()の実関数,那
ち,

f2(iz),iE))- f2(回 ,ii))

であ り,叉,

f2日Z~1日 { 1))- f2H z),iEi)

(A22)

(A25)

密売すから･ lz2l- 圧 11- ほ2l-1をらば, f2-0を充す ztlは

Izll- 1でなければ怒らをい事が分かるし-従って, (A20) (A21)を充す

い ,日 の組は孜 く (Tll)が証明された O
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