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大規模相互作用系の拡散行列と配置空間の周期行列

坂内健一

ABSTRACT.流体力学極限とは，統計物理の数学的基礎を与える確率諭の手法である． ミク

ロな粒子系を表す確率過程の適切なスケール極限を取ることで，拡散方程式などのマクロ

な偏微分方程式を数学的に厳密に導出する．本講究録では，ミクロな確率過程を記述する

大規模相互作用系に関して，付随する配置空間の調和形式の理論に関する佐々田槙子氏と

の最近の共同研究の概要を，代数系の研究者向けに解説する．

1.はじめに

流体力学極限とは，統計物理の数学的基礎を与える確率論の手法である．この手法で

は，ミクロな粒子系を表す確率過程の適切なスケール極限を取ることで，拡散方程式な

どマクロな偏微分方程式を数学的に厳密に導出する．証明の一般的な指針として， Guo―

Papanicolaou-Varadhan [ 6]により提唱されたエントロピー法と呼ばれる手法が用いられる．

従来の研究では，証明は個別のモデルごとに行われてきた．本講究録では[1-4]に従って，

結晶格子上のミクロな大規模相互作用系を扱う．各格子点は有限状態を持ち，遷移則は交

換可能とする．特に対応する配置空間にコホモロジー理論を構築し，さらに時間発展を規

定する遷移率と対応する測度を導入して，調和形式の理論を展開する．

流体力学極限では，上記のようなミクロな情報で与えられた確率過程の適切なスケール

極限を取ることで，拡散方程式

d 

dt 
~p (x, t) = V • (D(p(x, t))▽p(x,t)) 

の導出を目指す．ただしp(x,t)= (p1(x,t),...,pc(x,t))は配x恥o上c次元の密度関数
であり， V= （点••,£;）とする．この方程式はp E 影を変数とする拡散行列

(1) D(p) E Med（良）

で特徴づけられる．拡散方程式の最も簡単な場合は，熱方程式

d d2 
~p (x, t) = ~p (x, t). 
dt dx2 

である (c= d = 1で拡散係数が定数1の場合）． ミクロモデルが与えられたとき，密度関

数の数c，空間の次元d,および拡散行列D(p)を導出することが課題である．［4］で筆者

等はミクロなモデルに対する調和形式の理論を構築し，周期行列を定義した．流体力学極

限が知られている特定のモデルに適用すると， Cは遷移則の保存量の空間の次元， dは結

晶格子の次元，拡散行列D(p)は周期行列の逆行列と一致する．まだ流体力学極限が証明
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されていない大半の大規模相互作用系の場合にも，同様に周期行列が拡散行列を与えるこ

とが期待され，［4］では明確な予想として定式化する．

2.有限配置空間上の連続時間マルコフ過程

本章では，有限配置空間上のマルコフ過程の基礎を解説する．ここで Vを有限集合と

し，その元を配置（状態）と呼ぶ．いま，配置i,jEVに対して，単位時間で配置iからjま

で遷移する確率がPij2 0で与えられる系を考える．配置jに遷移する確率がその時点で

の配置iだけによるために，この系はマルコフ的であるという．iは必ずどこか別な配置に

遷移することを表すために，任意のiEVに対してLjEV九＝ 1が成り立つと仮定する．特
にV={l,...,N}のとき，P= (Pij) EM虚）と行列で表すと，最後の条件は

Pl = 1, 1 :=(]E RN 

と表される．すなわち行列Pは，各成分が0以上の実数で， 1が固有値lの固有ベクトルと

なるような行列である．このような行列を，確率行列と呼ぶ．

系の配置空間の状況を，v上の確率測度で表す．恥::::oを0以上の実数全体の集合とする． V
上の確率測度冗とは，関数冗： V→恥oでLiEV冗(i)= 1をみたすものである．任意のiEV 
に対して冗(i)は，その時点でVの状態がiであることの妥当性（確率）を表している．例

えばディラックの6関数的：＝ 0（i #j),6il := 1に対して凡(i):=6iJとおいた場合，確率

測度mは，その時点で配置が確実にjである状況を表す．
以下，Vを有限集合V={l,...,N}とする．確率測度冗の値を横ベクトル（冗（1),..．，冗(N))E 

鯰。で表したとき，確率測度の条件は（冗（l)，．．．，冗(N))l= 1となる． いま，確率行列

P = (Pij) EM直）に対して

（冗p(l),...'冗p(N)):=（冗（1),...'冗(N))P

とおくと，

（冗p(l),...'冗p(N))l=（冗（1),...'冗(N))Pl=（冗（1),...'冗(N))l= 1 

となり，冗pも V上の確率測度であることが導かれる．

定義2.1．冗をV上の確率測度としてPを確率行列とする．自然数n20に対して1fn:=冗pn

とおくと，v上の確率測度の族（加）nENを得る．これは，時刻0での状況が冗o＝冗で与えら
れ，時刻nENでの状況が巧で与えられる系を表す．

上記（冗n)nENは，単位時間の自然数倍となる離散的な時刻における状況の時間発展を表

す．配置空間V上の関数f:V→良を考える．行列PEM爪恥）に対してPf:V→ Rを

(::)) = P[] 
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と定義する． Lは良線形写像であある． Lf(i)= Lだiciif(j) -(L圧iCij)f (i)より，Jの表
現行列 (Lij)E MN(R.)は

(3) LlJ:={:lJ江clk : = # J J 

で与えられる． Lに対して次が成り立つ．

命題2.2.無限小生成作用素L:C(V)→C(V)に対して，式(3)の行列L= (Lij) E MN(JR) 
を考える．このとき任意の実数t ~O に対して P(t) := e1Lは確率行列となる．

【証明】．式(3)より LjEV肋＝0と，i＃jのとき LiJ~ 0が成り立つ．いま，P(t)=四と
すると，行列の指数関数の定義より，

tL¥n 
P(t) =;.叫IN ＋~)

となる．ただしINE MN（恥）は N次の単位行列実数t ~O に対して，i* jならばtLij /n~O
である．また，十分大きなnに対して 1+ tLii/n > 0となる．従って，十分大きなnに対して

行列 (l豆生）nの各成分は0以上となり，行列P(t）＝四の各成分P(t)iJも 0以上となるこ
とが導かれる．また，

d 
7-P(t) = LP(t) 
dt 



265

であることから，両辺のi番目の行の和をとると

蓋羞閲） ＝羞羞P叫＝認LijP(tい＝芦Lij晶P(tい＝0 

となる．従って'LkEVpik(t)はtに関して定数である． P(O)= IN より，任意のt ~O に対し
てふkEVpik(t)=LkEV肛 (0)= 1を得る．これより任意のt~ 0に対して P(t)は確率行列
であることが導かれる． ロ

命題2.2で定義される {P(t)= e1L I t ~ 0}を，無限小生成作用素Lに付随するマルコフ半
群と呼ぶ定義より，s,t~ 0に対してP(s+ t) = P(s)P(t)が成り立つ．

定義2.3.無限小生成作用素L:C(V) → C(V) と V 上の確率測度冗を考える．実数t ~O に

対して冗t：＝叶（t)と定義すると，v上の確率測度の族（冗t加oを得る．これは時刻0の状況
が冗o ＝冗で与えられ，時刻t ~O での状況が冗tで与えられる確率過程を表す．

定義2.3の状況でP= P(I)とおくと，任意のnENに対してP(n)＝戸である．従って，
確率測度の族（冗t加oは離散的な族（冗n)nENを連続的に拡張したものである．関数fE C(V) 
の期待値は，t ~O に対して ETt[f]と時閻発展する．定義より E冗t[f]はtに閲して C°°級で
あり，特に

d _ _ d 
(4) 西図[f]=五島[etLf]＝恥［etLLf]＝裏［Lf]

となる．従って，Jの時刻t ~O における期待値の微分は， Lfの期待値となる．
無限小生成作用素Lより定義される確率遷移行列P(t)= e1Lに対して，v上の連続時間マ
ルコフ過程{xt恥oが存在することが知られている．すなわち，ある確率空間(Q,'F,lP)と
可測関数の族Xi:Q→ V (t ~ 0)が存在して，任意の s,t~ 0とi,jEVに対して以下が成
り立つ．

JP(Xs+t = jlXs = i) = P(t)ij-

命題2.4.無限小生成作用素Lに対応する V上の連続時間マルコフ過程{Xふ四を考える．

このとき，任意の関数f:V→辰に対して，以下が成り立つ．

d 
(5) 7E[f(X1)] = lE[Lf(Xi)]. 

dt 

【証明】．いま，冗を X。の分布（初期分布）とする． すなわち，任意のiE Vに対して

P(X。=i） ＝冗（i）が成り立つとする．このとき，任意のt ~O とj EVに対して

訊＝j)＝こP(Xt=j|X。=i)P(X。=i)＝こ冗(i)P(t)ij＝叫j)
iEV iEV 

を得る．従って，

E[f(Xt）］＝If (j)JP(Xi = j）＝こf（j)叫j）＝土［f］
j €V jEV 

が成り立つ．この式を Lfにも適用することで，式（4)より式(5)が従う． ロ
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3.結晶格子とコホモロジ一

この章では結晶格子とコホモロジーの理論を扱う．結晶格子の碁本的な性質は[7]に書

かれている．いま，Vを可算集合としてEc VxVを考える．組(V,E)はVを頂点集合， E

を辺集合とする有向グラフとなる．以下，グラフ (V,E)は連結で，任意のx,yEVに対して

(x,y) EE⇔(y,x) EVが成り立つこと（対称性），任意のxEVに対して (x,x)~ Eが成
り立つこと（単純性），任意のxEVに対して，（x,y) EEとなるyEVは有限であること

（局所有限性）を仮定する．

定義3.1.自然数d>Oに対して，グラフ (V,E)に自由アーベル群r＝方の自由な作用が
与えられ，商(V/1,E/「)が有限グラフとなるとき，（V,E)はd次元の結晶格子であるとい
う．また，群rを格子群とよぶ．

d次元の結晶格子の典型的な例は，ユークリッド格子 (Z叫E)で与えられる．ただしx=
(xJ E守に対して lxl:=凸|xiIとして， E:= {x,y EZd I lx-yl = 1}と定義する．また，
r＝守の (Z叫E)への作用は，たし算による平行移動とする．
いま C(V)をV上の実数値関数全体として，

C(E) := Mapa1¥E,JR) = {w E Map(E,JR) I w((x,y)) = -w((y,x))} 

とおく． C(V)はV上の関数，C(E)はV上の微分形式を表す．また，微分（差分）を

(6) o:C(V)→C(E), of((x,y)) := f(y) -f(x) V(x,y) EE 

と定義する．このとき，of=oならばfは定数関数である．微分はrの作用と同変である．
(oC(V))1 C oC(V)とC(V)「CC(V)を，それぞれのr不変部分空間とする．

定義3.2.格子群rの結晶格子(V,E)の同変コホモロジーを

Hf(V) := (oC(V))「/o(C(V)「)
と定義する．ただし［は (V,E)の格子群とする．

ユークリッド格子のように結晶格子(V,E)が，（V／「,E/「)の最大アーベル被覆となって

いる場合，Hf(V)= H1(V/「)となり，同変コホモロジーは商グラフ (V/1,E/1)のグラフの
コホモロジーと一致することが知られている．いま，r不変な完全微分形式wE (oC(V))「
を考える．定義よりfE C(V)が存在してof=wとなる．Qの「普遍性より任意のyE「
に対してo(yf-f)=Oとなり，yf-fはV上の定数関数となる．ここで，Qのyによる積

分を以下のように定義する．

1 W := yf-f E罠
定理3.3.上記のR線形写像より，同変コホモロジーについて以下の同型が与えられる．

Hf(V)~Homz(「皇），Qー（y日［叶·
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【証明】．写像wー（加→frw)は，完全系列

0一良一C(V)ユ→8C(V)-。
のr不変部分を取ることによって得られる長完全系列

0一 R一 C(V)1ユ→(ac(V))1 _!_→Hom2(r,R.) - • • • 

の境界準同型6と一致する． この完全系列より，単射Hf,(V)= (8C(V))「/8(C(V)「) -
Hom2(r,R.)が導かれる． Vの「の作用による基本領域をAとして，任意の TE「に対して

lT―wを戸AcVの特性関数とする．1ftE Hom2(r, R.)に対してf↓ := ITErU(T)1戸 Aとお
くと，任意のyErに対してYfift-lift= lft(y)となり， 8fiftE (8C(V))1が示される．従って，
U=6（町炒）である．以上より，定理の主張を得る． ロ

4.結晶格子上の多粒子系

この節では，結晶格子上の多粒子系と配置空間のコホモロジーを解説する．多粒子系の一

番簡単な例は 1次元ユークリッド格子(Z,E)上の排他過程である．これは，各格子点が最

大lつの粒子によって占有され，隣接する格子点が空いている場合に限り，粒子が一定の頻

度で隣接点へ移動する過程である．より厳密に定式化すると，各格子点xEZにおける状

ヽ
... -1 

゜
2 3 4... 

FIGURE 1. Z上の排他過程

態は0または 1で表され，0はその格子点が空であること， 1はその格子点に粒子があるこ

とを示す．したがって，各格子点の状態を表す局所状態の集合は S= {O, 1}であり，系のす

べての可能な配置は，配置空間

炉：＝日s
zEZ 

の元として表される．辺(x,y) EEに対して，格子点xとy上可能な状態の組み合わせは

S x S = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, l)} 

で表される． このとき，（1,0)E S XSは格子点xが占有されyが空である状態を示し，

(l,l)ESXSは格子点xとyがともに粒子に占有されている状態を示す．排他過程におい

て隣接する格子点間で許容される状態の遷移は，SxSを頂点集合として

</J+ = {((1,0), (0, l))} c (S XS) X (S XS) 
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ヽ ー ＇ヽ‘‘ ●
(1,0) (0,1) 

(1,1) ． 
(1,0) - ● (0,1) ． 

(0,0) 

FIGURE 2.排他過程の隣接格子間の遷移則

s=1 ● 

s = 0 

を辺集合とする有向グラフ (SXS,¢+)で表される（Fig.2).始点xに粒子があり，終点y
に粒子が無い場合のみ遷移がおこる．この規則は辺(x,y)の選び方に依らない．（SxS，¢+)

を排他則とよび，排他過程における隣接格子点間の遷移則を記述する数学的対象とみなす．

より複雑な系を考える場合，Sを一般の空でない有限集合として，釦 C (SxS) X (SxS)を考

える．cp=((s1心），（s;名）） E</J十に対してcpt:= ((s;, s;), (s2, s1))を始点と終点の役割を入

れ替えた，逆方向の辺とする．また，¢~ := { cpl I cp E釦｝として，¢ :=かU </J~ C (SxS)x(SxS) 
を両方向を合わせた辺集合とする．

定義4.1.有向グラフ (SxS,¢十）を考える．¢ ＝ ¢+U¢；に対して (SxS,¢)が対称な有向グ

ラフとなるとき，かを遷移則とよぶ．以下，組(S,</J十）も遷移則と呼ぶことにする．

様々な遷移則の例は [5]で挙げられている．（V,E)を結晶格子としたとき，結晶格子上の

状態の配置は配置空間SV:= IlxEVSの元として表される． n＝ (nJ,n'= (n;) E SVに対し
て，ある (x,y)EEが存在して ((nx,ny),(n;,nり） E也が成り立つとき， nから n'へ遷移で

きると考える．剣;;= {(11,11') E sv xsv Iヨ(x,y) EE, ((llx, lly), (11:, 17り） E釦｝とおくと，遷
移則の定義より (Sv,<I>りは対称グラフとなる．結晶格子上の大規模相互作用系は（》Eを遷

移とする SV上の確率過程として実現する．しかしながら結晶格子上のランダムウォークの

場合と同様の議論はそのままでは必ずしも成り立たない．例えば（2)と同様に (n,n')E<I>E 

に対して遷移率cnn,>0を定めてfE C(Sりに対して無限小生成作用素を

LJ(n） ＝こ cnn'(f(n')-J(n)) 
(1/,1/')EC(>E 

と定義しようとすると，（sv,<I>りは局所有限とは限らないために，右辺は一般的には無限

和となり値は定まらない．多粒子系を扱うために，まず局所関数を導入する．

定義4.2.関数f:SV→恥について，ある有限な AcXが存在して，任意の n= (nx) E Sv 

に対してf(n)が(17x)xEAだけに依存するとき，Jは (Aに関する）局所関数であるという．

C1oc(Sりをり上の局所関数全体とすると，局所関数fに対してLfも炒上の局所関数と

なり， L:Cioc(Sり→ Cioc(Sりが定義される．次に関数の微分を考える． E+:=Ex如とし

て，任意の17= (17z) E SVに対して，配置nのe= ((x,y),cp) EE+による遷移ず＝ （111) E SV 

を，（nx,ny)がcpの始点と一致する場合に (n:'成）を¢の終点として定義する．より具体的
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にcp= ((s1心），（si,sり） E(S XS) X (S XS)のとき，z-::f:-x,yに対してn1:=nzとおき，

叫，成） ：＝ ｛（nx, ny) (n研y)#(Sl，ぬ）

(si, sり('lx,'ly)= (s1, s2) 
と定義する．fE Cioc(Sりと eE凡に対して V』(17):= f(17e) -f (17)とおくと， eでの微分

▽e: Cioc(Sり→ Cioc(Sりが定義される．微分（6）の類似としてCioc(Sりの微分を

V: C1oc(Sり→日 C1oc(Sり， VJ=(V』)eEE+
eEE+ 

と定義する．結晶格子の格子群rは，上記に同変的に作用する．しかしながら C1oc(Sり「は
定数関数のみとなってしまうために，定義3.2と同様に (Sv,cJ>E)の同変コホモロジーを定

義することは叶わない．ここで導入するのが，佐々田氏により提唱された「一様関数」の

概念である（［1,2]).以下，実数R>OとXEVに対して， B(x,R)c Xを中心XEV,半径

Rのグラフ (V,E)内の閉円板とする．

定義4.3.SV上の局所関数の族Ux)xEVに対して，ある R>Oが存在して， FXはB(x,R)に関

する局所関数とする．このとき，局所関数の形式和LxEVfxを，SV上の一様関数とよぶ．

一様関数f= LxEV fxが与えられたとき，▽efxはeの頂点がB(x,R)の点と交わらないと

0となる．従って，▽J=LxEV "ilefxは有限和であり，局所関数である． SV上の一様関数全

体の空間をCumf(Sりとすると，微分

(7) V: Cumf(Sり→「IC1oc(Sり，"ilf= ("i/ef)eEE 
eEE+ 

が定義される．格子群「は上記に同変に作用する．

定義4.4.格子群rの結晶格子(V,E)を考える．（s,¢+)を遷移則としたとき，結晶格子上の
配置空間の同変一様コホモロジーを，以下のように定義する．

叫(Sり：＝ （VCunit(Sり）r1▽(Cumf(S叩）

次に，同変一様コホモロジーを具体的に計算する．このために最初に，遷移則に付随する保

存量を定義する．（S,¢+)を遷移則として，¢ :＝釦 U </J~とする．遷移則の定義より，（SxS,¢)
は対称グラフとなる．

定義4.5．関数q:S→艮に対して， SxS上の関数t{l,2}(s1心） ：＝q(s1) + q(s2)がグラフ

(S XS,¢)の連結成分上定数のとき，どは遷移則 (S,¢+)の保存量であるという．

保存量は，粒子の数やエネルギーなど，系の状態を抽出するための関数である．定数関

数は自明に保存量である． Consv</J(s)を遷移則 (S,¢+)の保存量全体の空間を，定数関数か

らなる部分空間で割った商空間とする．保存量ど： S →良を考える．任意のxEVに対し

てふ： SV→ Rをふ（n）:= g(nx)と定義する．すると，

どv:=Iqx 
xEV 
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は一様関数である．定数関数は一様関数であることから， C［nif(Sりを一様関数全体の空間

Cumf(Sりを定数関数からなる部分空間で割った商空間とすると，単射なR線形写像

(8) Consv<P (S) → C~nif (Sり，t~tv

が導かれる．定数関数の微分は消えるため，微分(7)はC[nif(Sり上定義され，vc[nif(Sり＝
▽Cunif(Sりとなる．また，保存量は遷移で不変なため，Consv<P(S)の像はKerVに含まれる．

任意の (s1,s2) ES x Sに対して (s1,s2)と(s2,s1)がグラフ (SXS,¢)の同じ連結成分に
入るとき，遷移則（S，也）は交換可能であるという．

定理4.6.(V,E)を結晶格子とする．遷移則（S，也）が交換可能であれば，式(8)の単射は同

型Consv<P(S)竺 KerVを誘導する．

【証明】．［3,Theorem 3.11]参照写像で与えられる遷移則の場合は [l,Theorem 3.7]. ロ

系4.7.定理4.6の状況で，同変一様コホモロジーは下記によって与えられる．

叫(Sり竺叫(V)碗 Cons沢(S).

【証明】．完全系列

0一Consv<P(S)- C~ni/Sり~VCumf(Sり＿。

のr不変部分を取ることによって得られる長完全系列

。一Consv<P(S)---+C勾(S叩~ (VCuruf(Sり）r~ Homz(r, Cons沢（S))---+・・・

より，単射o:Hj,(Sり＝ （VCumf(Sり）「/V(Cumf(S叩） ← Hom2(r, Cons沢（S）)を得る． V
のrの作用による基本領域をAとして，任意のTErとgE Consv<P (S) に対してふ—IA:=
ふET―IAふとする．いま，iftE Hom;z(r, Consv<P(S))とすると，任意のTE「に対してlft(T)E 
Consv<P(S)である．叫：＝ 2TEr飢(T)T―IAE Cunif(Sりとおくと，任意のyE rに対して

渭u —叫＝lft(y)x となり，▽叫 E （▽Cunif (V))「が示される．従って，1/t = o(V乳りとなる．
この計算より， 6は全射であることが導かれる（詳細の計算は[1,Proposition 5.18]を参照）．
系の主張はHom;z(r,Consv¢(S))~ Hom;z(r, R)録 Consv¢(S)と定理3.3より従う． ロ

以上より，一様関数は，配置空間のコホモロジーを考える上で，自然で有用な概念であ

ることが分かる．

5.多粒子系の配置空閻の調和解析

本節では配置空閻（SV，剣：）上の調和形式と無限小生成作用素の関係を扱う．まず，遷移

率を定める．（re)eEE十を局所関数re:Sv→良＞oの族として，任意のyE「と nE SVに対

してrye(y17)= re(1J)が成り立つと仮定する．任意のnE SVとeEE十に対してne#nのと
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き，凡(n)はnからずへの遷移率を表していると考える．このとき，fE Cumf(Sりに対し

て無限小生成作用素を

Lf (TJ):=〗凡（TJ)U(TJe) -f(TJ)), T/ E sV 
eEE+ 

と定義する．これは炉上の連続時間マルコフ過程を与える．

次にSに離散位相を考え， SVを直積位相によるボレル可測空間とみなす． SESに対し

てv(s)> 0をみたすS上の確率測度vを考えて，μ := IlxEVVをSV上の直積測度とする．

f,g E Cioc(Sりに対して，内積を

〈f,g〉μ == 1vfgμ＝ lEμ [f g],〈f,g〉reμ:=1 凡Jgμ=均［refg]
sv 

と定義する．これらの内積で C1oc(Sりを完備化して得られるヒルベルト空間をび(μ)や

L厄μ)などと記す．

(VCumf(Sv))1 c 「JC1oc(SV) C 「]L2(reμ) 
eEE』I' eEE』R

である．ヒルベルト空間の有限直積IleEE+/I'L2（几µ)は内積〈•,·〉凡µの直積で与えられる内

積〈・，•加で自然とヒルベルト空間になることから，（▽Cumf (Sり）「の閉包 (VCumf (Sり）「 C
IleEE』出（reµ) もまた〈・，•加を内積とするヒルベルト空間となる．微分(7)の双対は，尺
線形写像

▽*:(VCumf(Sり）r→ (Cumf(Sり叩

を定義する．ただし (Cunif(Sv)「)VはCumf(Sv)「J:::のR線形写像全体の空間とする．定義

より V*w(g)=〈Q，▽g加をみたす．これより，結晶格子上の配置空間のホッジの分解定

理に相当する以下の定理を証明できる．

定理 5.1．1f(rμ):= KerV*を調和形式とよぶ結晶格子の配置空間の同変一様コホモロ

ジーは，以下の通り調和形式で表される．

糾(Sり~ 1f (rμ). 

【証明】．任意のwE (VCunif(Sり）rに対して， V*w= 0であることと任意のgE Cunif(Sり「

に対して▽*w(g)=〈Q，▽g〉rμ = 0 が成り立つことは同値であることから，1f(c冗）は

（▽Cumf(SV州の中で V(Cumf(Sり「）の直交補空間となっている．定理の主張は，同変一

様コホモロジーの定義と収束の議論（［4,Theorem 3.2, Corollary 3.4]参照）による． ロ

定理5.1は，以下の分解が与えられていることを意味する．

(9) (VCumf(Sり）r~ 1f (rµ) 〶 V(Cunit (Sりり．

関数fE Cumf(SV)rに対して局所関数JoE Cioc(Sりが存在してf= LrE「Tfoと表される

ことが知られている．f'gE Cunif(sx)1に対してf= LrEいすo,g =とTErTgoと表される
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とき，直積測度μはTE「の作用により平行移動で不変であることから，

〈f,g〉umf:=〉伍fo,go〉μ=凶fo,rgo〉μ
TE「 TEr

とおくと，〈•，•〉unifは Cunif (sVfの双線形写像を定義する． これより線形写像Cumf(Sり「→
(Cumf(SりりVが定義される．

定義5.2.(S，か）を交換可能な遷移則とする．結晶格子(V,E)上の配置空間のラプラシア

ンを以下のように定義する．

L :=―▽＊▽： Cumf(Sりr→ (Cumf(S叩）V

sV上の直積測度μが任意のT/E SVとeEE十に対して

fe(T/)μ(T/) = re(T/りμ(n勺

をみたすとき，測度μは遷移率rに対して釣り合い条件をみたすという．ラプラシアンを

定義に基づいて計算すると，以下の命題を得る．これは，多粒子系の無限小生成作用素が，

配置空間の幾何学的なラプラシアンと解釈できることを意味している ([4]参照）．

命題5.3.(S, ¢十）を交換可能な遷移則とする．（V,E)を結晶格子として，測度μは配置空

間炒上遷移率rに対して釣り合い条件をみたすとする．このとき，任怠のgE Cunif(Sり

に対して

〈Lf,g〉unif=<~Lf,g>unif

が成り立つ．すなわち， （Cumf(SりりVの中で£＝収Lが成り立つ．

以降上記の結果が流体力学極限にどう反映されるか，概要を解説する．詳細は[4]など

を参照いただきたい．f=ふfxE Cunif(SりとgE Ctoc(Sりに対して〈f,g〉μ :=こx〈fx,g〉μ

と定義すると，fの一様性から上記は有限和として定まり，局所関数の内積〈•,•〉µを拡

張する形で Cumf (Sりと C1oc(Sりの間の双線形写像〈•,•〉µを定める．いま， Aunif (Sり：＝
(Cumf(Sり／kerV)として， A1oc(Sり：＝ （Ker▽)_j_ ={g E C1oc(Sv) I VJ E KerV〈f,g〉μ = O} 
とすると，〈·，•〉µは Aumf (Sりr と Atoc(Sりr の間の双線形写像を誘導する．

いま単射Aunif(sVf←fleEE』rL2(reμ)に対して， L2空間から Aumf(Sりrに誘導される

内積を〈•,•〉 1 と定義し，この内積による完備化として定義されるヒルベルト空間を究1 と
記す．構成よりヒルベルト空間の内積を保つ以下の同型を得る．

(10) 究i~ (VCumf(Sり）「 c 「IL2(reμ) 
eEE』「

命題5.4.g E A1oc(Sりとする．このとき，写像〈•,g〉µ: Aumf(Sv戸→良は，究1によって誘
導される位相により連続である．

この事実を認めると，任意のgE A1oc(Sりに対してリースの表現定理より 0(g)E究1が

存在して，〈•， 0(g)〉 1 =〈•,g〉µが成り立つ． このことより，線形写像0:A1oc(Sv)r →~iが
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定義される． A1oc(Sりr/Ker0 に〈•,•〉 1 より誘導される内積を〈•,•いと定義し，この内積に
よる完備化として定義されるヒルベルト空間（双対ソボレフ空間）を冗＿1と記す．

いま，fE Auruf(S叩に対して

Lof(lJ)：＝こ直）（f(1Je)-f(1J)), 7J E SV 
eEEり「

とおくと， Lo:Aunif(Sり「→ Aioc(Sv)rが定義される．このとき，以下が導かれる．

定理5.5.Loはヒルベルト空間の内積を保つ同型Lo:究1→究」を誘導する．すなわち L。
はユニタリ変換であり，逆写像は0によって与えられる．

この結果をホッジ分解(9)と:lrlの定義(10)と合わせると，究＿1に対して以下の分解

(11) 究ー1~'V (rµ) EB L(C1oc(Sり）

が証明できる．ただし'V(rμ)は同型究＿1~究i ~ (VCuruf(Sり）「で<J{(rμ)と対応する

部分であり，二つ目の成分はfE Cunif(Sり「とすると局所関数JoE C1oc(Sりを用いて

f = LrE戸Joと表され， Lof= Lfoとなることより導かれる．上記の分解が，非勾配系の

流体力学極限の文脈で重要となる，バラダン分解 (VaradhanDecomposition)である．
A1oc(Sり内の局所関数は，多粒子系の観測量を表している．（一l)ノルム II・ll-1 :=<•,•>1/2
は，この可測量を時間積分した時の揺らぎの大きさ（長時間分散）を反映している．また

分解（11)において L(C1oc(Sり）部分は，長期的には寄与を残さず「消えてしまう」 成分

である．従って，流体力学極限によって得られるマクロな偏微分方程式の拡散行列の情報

は，冗＿1の中で長時間にわたって累積的に残る調和形式成分'V(rμ)から得られる．

従来の確率論の先行研究の場合，（ーl)ノルムはVの有限部分集合ごとに定義されるノル

ムの極限として adhocに定義される．バラダン分解も，モデルに依存した解析的議論を

重ねる必要があり，幾つかの特定のモデルに対して証明されただけであった．本研究[4]

では，多粒子系の配置空間の一様関コホモロジーの理論を構築することで，比較的一般的

な大規模相互作用系に対して双対ソボレフ空間冗＿1を体系的に構成し，ホッジ分解との

関係を通してバラダン分解（11)を証明することに成功した．

6.拡散行列と周期行列

この章では前章の枠組みを利用して，流体方程式の拡散行列について述べる．流体方程

式を導出するとき，保存量で与えられる観測量が重要となる．相互作用 (S,¢)に対して， S

上の確率測度vでv>Oをみたすもの全体をM と記す． vEMを固定する．任意の保存最

どEConsv1(S)に対してZ（ど）：＝ lEv[e―g]として， S上の関数をvg(s):= (1/Z（ど））e―f(s)v(s)

と定義する．このとき， vgEMを得る．この対応よりt: Consv1 (S)→M が定義される．

いま，保存量の空間の碁底が，．．．，忍 EConsv'P(S)を固定して，保存量の期待値による写像

Q:M→夏p(v)= (lEv[が］，．．．，lEば］）

を考える．このとき，合成写像Qo t: Consv¢ (S)→記は単射となることが示される．従っ

てD := Q o t(Consv'P(S)) c記としたとき，pEDに対して vpE M が一意に定まり，
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{!(Vp) = pをみたす．結晶格子(V,E)に対してμp:= v:v tま，各保存量の期待値がpとな

るSVの直積測度を与える．特にr= (re)eEEに対してre(rJ)μp(rJ)= re(rJe)μp（が）が任意の

nESVとeEEに対して成り立つとき，μpは可逆であると言い，期待値pEDで規定さ

れた多粒子系の平衡状態を表しているとみなす．特に最初のμ= vRVが可逆であれば，任
意のpEDに対してμpも可逆となり， SV上の可逆な平衡状態を表す族{μp}pEDが与え

られる．以降，前章までの理論において測度をμpとして取る．

以下，簡単のため，結晶格子がユークリッド格子 (zd,E)の場合を考える．整数N> 0 

に対して zd~ 配を x 日 (I/N)x とすると， z灯ま尉の細分を与える．実際に流体力学
極限を考えるときはNを無限大まで飛ばす．いま， szd上の局所関数fに対して

Lef(17) := re(rJ)(J(17e) -f(17)), rJ ESが

と定義する． 0= (0,..., 0) E zdを原点として，原点0からj= 1,...,d方向へ lだけ動

いた辺を ejEEと記す．また，ア1,...,Yd E 1を， zdのej方向の単位平行移動を表すと

する．このとき，i= 1,..., C とj= 1,...,dに対して，原点0における保存量ざのj方向

の粒子流 (current)Wjと勾配(gradient)Ujを，

叫：＝ L匂どか Uj := (yj -1)約
と定義する．これはAioc(Szりの局所関数を与える．流体力学極限の証明は， Wjが Ujの

R線形和で記述できる場合は「勾配型」と呼ばれ，相対的に簡単な場合として知られてい

る．この場合の変換行列D(p)E GLcd（良）はpに依存し，流体力学極限が証明されている

場合には，流体方程式の拡散行列（l）を与えている．

勾配型でない「非勾配型」の場合は，極めて難解な場合と認識されている．バラダンに

よる勾配置換(gradientreplacement)では，:l'(_I内でwi;と正を分解（11)の'V(rμp)成分

に直交射影して，直交射影間の変換行列D(p)E GLcd(R.)を考える．'V(rμp)以外の部分

は流体方程式に影響を与えないと考えられている．実際，非勾配型で流体力学極限が知ら

れている場合，拡散行列はこのD(p)で与えられる．従来の先行研究では，双対ソボレフ

空間冗＿1を構成して勾配置換をするという技術的指針はあったものの，構成がモデルご

とにadhocであったために，バラダン分解の成立やD(p)が一般的にうまく定義できるか

は未知であった [4]では，一般の結晶格子上，交換可能な遷移則が与えられたとき，究ー1

を構成して分解（11)を証明し，｛wi;}と {ui;}の直交射影は'V(rμp)のR基底を与えること

を示した．この結果を用いると，一般の状況でD(p)が定義される．

上記を踏まえて，［4］では以下を予想する．

予想6.1.一般の結晶格子上，交換可能な遷移法則が与えられ，遷移率r= (re)eEEに対し
て可逆な測度の族{μ社が与えられたとき，これらから定義される変換行列D(p)は，流

体方程式の拡散行列（l）を与える．

行列D(p)と配置空間の周期行列との関係は次の通りである．一様関数は，遷移率や測

度に依存しない，位相幾何的な情報と捉えることができる．反面，遷移率や測度は，空間

に内積（計量）を与えることから，微分幾何的な情報と捉えることができる．勾配{uj}は
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<V(rμp)のR基底を与え，同型を通して調和形式の空閻刊(rμp)の基底を与える．反面，
粒子流{wi;}は遷移率や測度に依存しない (VCunif(Sり）「の元と対応する．両者の一様コホ

モロジーヘの像は， Hj,(Sりの良基底を与え，変換行列D(p)は，微分幾何的な基底と位
相幾何的な基底の変換行列と解釈できる．これはまさしく D(p)が，配置空閻の一様コホ

モロジーHI,(Sりの周期行列と呼ぶに相応しいものであることを示している．
当初確率論の研究を始めたとき，数論幾何の知見が有用になるとは全く想像できていな

かったこの文脈で，代数多様体の Hasse-WeilL関数の特殊値の予想などの研究で，筆者

に馴染み深い周期行列の類似物が現れたことは，深い驚きがあり，感慨深い．
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基盤の創出」戦略的研究」（代表：河原吉伸）及び，科研費・挑戦的研究（萌芽）「無限直

積空間上の幾何学の創出による流体力学極限の普遍的理論体系の構築」（代表：佐々田槙

子）の支援を受けている．確率論の話題にも関わらず，本研究集会で発表・掲載の機会を

くださった世話人の三枝洋一先生，中村健太郎先生，杉山真吾先生に感謝する．拡散行列

という確率論的な量が，整数論・数論幾何で馴染みある周期行列として解釈できることは

興味深い．整数論とより広い分野との研究をつなげるきっかけとなれば幸いである．
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